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PRÉFACE. 


En  composant  cet  ouvrage,  lauteur  n avait  pas  Fintention  de 
publier  un  traité  complet  d'analyse  infinitésimale,  qui  aurait 
dépassé  de  beaucoup  les  b'mites  qu'il  s'était  imposées.  Rédigé  à 
loecasion  du  cours  de  calcul  différentiel  et  intégral  dont  il  est 
chargé  à  la  faculté  des  sciences  de  TUniversité  de  Gand  et  dis- 
tribué aux  élèves  depuis  1838  en  feuilles  autographiées,  il 
n^embrassait  dabord  que  les  matières  indiquées  au  programme 
des  examens  de  l'École  du  Génie  Civil,  peu  différent  de  celui  de 
l'École  Polytechnique  de  France,  que  les  fondateurs  de  nos  écoles 
spéciales  s'étaient  fait  un  devoir  de  prendre  pour  guide  et  pour 
modèle;    mais   depuis,   l'auteur  a  cru  nécessaire  dans   l'intérêt 
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dos  jeunes  gens  qui  se  destinent  au  doctorat  en  seienoes  malhé- 
nialiques  ou  qui  se  proposent  d'approfondir  Téludc  des  sciences 
exactes,  de  comprendre  dans  son  traité  certaines  théories  jugées 
jusqu'ici  par  la  plupart  des  auteurs  comme  trop  abstraites  ou 
d'une  application  trop  restreinte  pour  pouvoir  entrer  dans  le 
cadre  de  renseignement.  De  ce  nombre  sont  l'intégration  des 
fonctions  elliptiques,  le  théorème  de  Fourier  sur  les  intégrales 
doubles,  l'extension  de  la  méthode  des  variations  aux  intégrales 
multiples,  etc.  Des  simplifications  notables  dans  plusieurs  de 
ces  théories  et  une  exposition  plus  élémentaire  des  principes 
fondamentaux  du  calcul  des  variations,  lui  ont  permis  de  faire  ces 
additions  sans  que  son  ouvrage  perdit  le  caractère  classique  qu'il 
tenait  à  lui  conserver. 

De  cette  manière  la  plupart  des  théories  importantes  du  calcul 
intégral  ou  des  branches  qui  s'y  rattachent,  ont  été  passées  en 
revue,  et  comme  on  a  eu  soin  de  disposer  les  matières  de  manière 
h  permettre  de  faire  des  coupures  sans  nuire  à  renchainement, 
CCS  additions  n'ont  pas  rendu  l'étude  de  ce  livre  plus  difficile  pour 
ceux  qui  veulent  se  borner  aux  éléments. 

Le  mode  d'exposition  du  calcul  infinitésimal  que  l'on  a  adopté, 
est  celui  indiqué  par  Landen  et  Dalembert,  et  qui  est  fourni  par 
la  considération  des  limites.  Cette  méthode  a  sur  sa  rivale,  la 
méthode  des  infiniment  petits,  l'immense  avantage  de  la  rigueur 
et  de  rexactilude  qui  manquent  complètement  à  lautre,  puisque 
la  première  n'applique  les  règles  de  l'arithmétique  et  de  l'algèbre 
qu'à  des  quantités  finies  et  par  conséquent  saisissables  à  l'esprit, 
tandis  que  l'autre  admet  gratuitement,  que  ces  mêmes  règles  sont 
encore  vraies  quand  on  considère  des  quantités  sans  grandeur 
appréciable,  et  qui,  par  conséquent,  échappent  à  nos  sens  et  à 
notre  intelligence. 

On  a  donc  cherché  à  déduire  du  seul  principe  des  limites, 
(rime  manière  méthodique  cl  uniforme,  toutes  les  propositions 
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fontlamenlalcs  du  calcul  différentiel  ;  mais  l'ancienne  méthode  de 
Leibnitz  présente  de  trop  grands  avantages  sous  le  rapport  de  la 
brièveté  et  de  la  simplicité  pour  qu'on  ait  cru  pouvoir  s'abstenir 
de  la  ftiire  connaître;  c'est  pourquoi  la  plupart  des  démonstrations 
un  peu  importantes  sont  doubles ,  Tune  destinée  à  convaincre 
l'esprit,  et  l'autre,  à  le  soulager  et  à  mieux  se  graver  dans  la  mé- 
moire. 11  arrive  même  quelquefois,  lorsque  la  réduction  aux 
limites  ne  présente  aucune  difficulté,  que  l'on  s'est  borné  i\  une 
démonstration  par  les  iniiniment  petits,  à  laquelle  le  lecteur 
pourra  toujours  rendre  par  la  pensée  la  forme  plus  rigoureuse 
adoptée  pour  les  autres  démonstrations. 

Indépendamment  des  avantages  incontestables  que  présente  sous 
le  rapport  de  la  brièveté,  l'emploi  des  infiniment  petits-  il 
existe  un  autre  motif  pour  ne  pas  s'attacher  exclusivement  aux 
limites  et  pour  faire  marcher  en  quelque  sorte  de  front  les  deux 
méthodes.  Le  calcul  intégral,  sous  la  forme  que  les  géomètres  lui 
ont  laissée  jusqu'ici,  a  essentiellement  pour  objet  la  considération 
des  quantités  infiniment  petites  ;  il  est  donc  nécessaire  que  l'élève 
se  rende  familières  ces  quantités  abstraites,  avant  d'aborder  la 
seconde  partie  du  traité. 

Il  est  vrai  qu'il  serait  facile  de  faire  disparaître  du  calcul  intégral 
les  infiniment  petits  ou  différentielles  en  partant  de  ce  théorème 
fondamental,  qu'une  intégrale  représente  le  produit  delà  valeur 
moyenne  de  la  dérivée  par  la  différence  entre  les  valeurs  extrêmes 
de  la  variable.  Cette  innovation  très  logique  aurait  l'avantage  d'in- 
troduire de  l'uniformité  dans  le  traitéet  de  combler  la  lacune  que  pré- 
>enle  la  théorie  des  limites,  au  passage  du  calcul  direct  infinitésimal, 
au  calcul  inverse;  mais  comme  elle  exigerait  un  changement  total 
dans  les  dénominations  et  dans  les  notations,  sans  un  avantage 
réel  autre  que  celui  que  nous  >enons  de  signaler,  on  a  cru 
préférable  de  ne  pas  s'écarter  des  anciens  errements,  laissant  aux 
jiéomètrcs  qui  font  autorité  dans  la  science,  le  soin  de  décider 
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de  ropportunité  de  celte  réforme  et  den  prendre  rinitintivo. 
Un  grand  nombre  de  démonstrations  sont  présentées  sous  une 
forme  un  peu  abrégée  et  des  lecteurs  trouveront  peut-être  que 
(|uelques  développements  de  calcul  nauraient  pas  clé  superflus. 
Ce  laconisme  tient  à  Tusage  auquel  ce  traité  était  destiné  avant 
qu  il  ne  reçut  une  publicité  complète ,  et  une  expérience  de  seize 
années  à  laquelle  il  a  été  soumis  a  prouvé  surabondamment  que 
les  détails  de  calcul  qui  ne  sont  pas  indispensables,  ne  font  que 
fatiguer  les  yeux  et  l'esprit  et  nuisent  à  renchaînemenl  des  raison- 
nements. Du  reste  on  ose  croire  que  jamais  ces  formes  abrégées  n'ont 
été  employées  là  ou  il  y  avait  quelque  difficulté  à  résoudre  et  le  but 
de  Fauteur  aura  été  atteint  si,  comme  il  lespère,  il  n'a  omis  que 
des  détails  auxquels  une  lecture  attentive  pourra  facilement  sup- 
pléer et  s'il  est  parvenu  à  rendre  moins  ardue  et  moins  pénible 
l'étude  des  bautes  sciences  aux  jeunes  gens  d'élite  qui  se  préparent 
à  subir  les  épreuves  difficiles  du  doctorat  ou  qui  veulent  embrasser 
les  carrières  du  génie  civil  et  de  l'enseignement. 
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CHAPITRE  I. 

Des  fonctions.  Fonctions  algébriques  et  transcendantes.  —  Représentation  géo- 
métrique des  équations.  —  Variables  dépendantes  et  indépendantes.  —  Fonc- 
tions implicites  et  explicites ,  continues  et  discontinues.  >-  Limite  du  rapport  de 
l'accroissement  d'une  fonction  à  Paceroissement  de  la  variable.  —  Fonction 
dérivée.  —  Signification  géométrique  d'une  fonction  dérivée.  —  Signification 
analytique  d'une  fonction  dérivée.  —  Infiniment  petits  et  différentielles.  — 
Fonctions  croissantes  et  décroissantes.  —  Différcntiation  et  dérivation  des  fonc- 
tions.  —  Dérivation  des  fonctions  de  fonctions.  —  Dérivation  d'une  fonction  de 
plusieurs  fonctions.  —  Dérivée  partielle  et  dérivée  totale.  —  Dérivée  d'une 
variable  par  rapport  à  une  antre  variable^  lorsqu'elles  sont  exprimées  toutes 
deux  en  fonction  d'une  troisième.  --  Dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  fonc- 
tions. —  Dérivée  du  quotient  de  deux  fonctions.  —  Calcul  des  dérivées.  — 
Dérivée  de  log  x.  —  Dérivée  de  sin  x.  —  Dérivées  des  fonctions  trigonométriques. 

—  Dérivation  des  fonctions  imaginaires.  —  Dérivation  des  fonctions  implicites.  ^ 
Équations  dérivées.  —  Dérivées  des  ordres  supérieurs  des  fonctions  explicites. 

—  Dérivées  successives  d'une  fonction  de  fonction.  ~  Dérivées  successives,  les 
deux  variables  étant  données  en  fonction  d'une  troisième.  —  Dérivées  succes- 
sives des  fonctions  implicites.  —  Différentielles  successives  d'une  fonction  impli- 
cite. —  Changement  de  la  variable  indépendante. 

i .  Des  fonctions.  Fonctions  algébriques  et  transcendantes.  —  Une 
quantité  est  dite  fonction  d'une  autre  quantité,  lorsqu'elle  est  liée  à  la 
seconde  de  telle  manière  qu'un  changement  arbitraire  dans  la  valeur  de 
Tune  entraîne  nécessairement  un  changement  dans  la  valeur  de  Tautre , 


2  CHAPITRE   I. 

et  on  appelle  fonction,  Texpression  analytique  de  la  loi  qui  lie  ces  deux 
quantités  ;  ainsi ,  dans  les  équations 

6 
y  =  ax«-4--  ,  y  =  slnx  ,  y  =  log(a— x), 

y  est  fonction  de  x  ou  x  est  fonction  de  y,  et  les  expressions 

ax*-f--   ,  sinx  ;  log(a — x) 

X 

sont  des  fonctions  de  x.  Si  Ton  avait 

z=xy-f-y«--a«, 

le  second  membre  et  par  conséquent  z  seraient  des  fonctions  de  x  et 
de  y.  Dans  Téquation 

xy  -f-  xz  -4-  yz  —  i  =  0 

z  est  encore  fonction  de  x  et  de  y. 

Parmi  les  quantités  qui  entrent  dans  une  fonction,  les  unes  ont 
une  valeur  fixe  et  invariable,  quoique  arbitraire,  et  prennent  pour 
cette  raison  le  nom  de  constantes  ;  les  autres  n*ont  pas  de  valeur  déter- 
minée et  sont  susceptibles  de  passer  par  une  suite  continue  de  gran- 
deurs; elles  prennent  pour  ce  motif  le  nom  de  variables.  On  convient 
ordinairement  d'employer  les  premières  lettres  de  Talphabet  pour 
représenter  les  constantes  et  de  réserver  les  dernières  pour  représen- 
ter les  variables. 

Pour  indiquer  une  fonction  d'une  ou  plusieurs  variables  x,  y,  z,  etc., 
on  emploie  les  notations  f,  F,  ^{/,  7,  f\  F',  etc.  ;  ainsi  Fx  représente 
une  fonction  de  x  dont  la  forme  peut  être  connue  ou  inconnue  et  Fy 
représente  une  fonction  composée  en  y  de  la  même  manière  que  Fx 
Test  en  x.  De  même  7  (x^  y)  indique  une  certaine  fonction  de  x  et  de 
y.  Si  u  représentait  une  fonction  de  x,  tfu  représenterait  une  cer- 
taine fonction  de  u  et  serait  par  conséquent  une  fonction  de  fonction 
de  X. 

Les  fonctions  se  divisent  en  fonctions  algébriques  et  en  fonctions 
transcendantes;  les  premières  sont  celles  où  les  variables  ne  sont 
liées  qu'au  moyen  des  signes  qui  indiquent  les  six  opérations  fonda* 
mentales  de  l'arithmétique;  ainsi 

ÔOX* 

X 


|/4a*x«--66x»-Hc* 
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est  une  foDCtion  algébrique.  Les  secondes  sont  celles  où  les  variables 
se  trouvent  liées  de  toute  autre  manière.  Une  fonction  contenant  des 
termes  de  la  forme  a',  log  x,  sin  x,  tang  x  est  donc  transcendante. 

Les  fonctions  algébriques  se  divisent  aussi  en  fonctions  irration- 
nelles et  rationnelles ,  suivant  qu'elles  contiennent  ou  ne  contiennent 
pas  de  radical. 

Les  fonctions  transcendantes  se  divisent  en  fonctions  exponetitielleSy 
logarithmiques  et  circulaires  ou  trigonométriques ,  suivant  qu'elles 
renferment  des  quantités  exponentielles  de  la  forme  a'  ou  des  quan- 
tités telles  que  log  x,  ou  des  quantités  trigonométriques,  comme 
tang  Xy  sin  (o — x)  etc. 

2.  Représentation  géométrique  des  équations.  Variable  dépen- 
dante et  indépendante.  Fonctions  implicites  et  explicites,  continues 
et  discontinues.  —  Une  équation  quelconque  entre  deux  variables  x, 
y  peut ,  en  général ,  être  considérée  comme  représentant  une  certaine 
courbe  dont  la  forme  dépend  essentiellement  de  la  forme  de  l'équation  ; 
car  f{Xy  y)=0  étant  l'équation  donnée,  en  la  concevant  résolue  par 
rapport  à  y,  il  viendra  y  =  ^x  et  en  donnant  à  x  toutes  les  valeurs 
possibles,  tant  positives  que  négatives,  il  est  clair  que  l'on  obtiendra 
pour  y  une  suite  de  valeurs  correspondant  à  chaque  valeur  attribuée 
à  X.  Si  on  considère  maintenant  x  et  y  comme  étant  les  deux  coor- 
tlonnées  rectangulaires  d'un  point  rapporté  à  deux  axes  X  et  Y,  on 
portera  sur  l'axe  des  X,  à  partir  du  point  A  (fig.  1)  toutes  les  valeurs 
AP,  AF,  AP"....,  attribuées  à  x,  et  en  élevant  les  ordonnées  PM,  P'M', 

P"M" égales  aux  valeurs  correspondantes  de  y,  l'ensemble  des 

points  M,  M',  M" constituera  le  plus  souvent  une  courbe  com- 
posée d'une  ou  plusieurs  branches,  liée  intimement  à  l'équation 
f  {Xj  y)=^  c^  dont  elle  forme  le  lieu  géofnétrique. 

Cette  construction  par  points,  de  la  courbe,  établit  entre  les  deux 
variables  une  différence  essentielle,  puisque  à  l'une  d'elles,  x,  on 
donne  des  valeurs  arbitraires ,  tandis  que  les  valeurs  correspondantes 
de  y  s'obtiennent  par  la  résolution  de  l'équation  ;  c'est  pourquoi  on 
appelle  x  variable  indépendante  et  y ,  variable  dépendante.  Si  au  lieu 
de  résoudre  l'équation  par  rapport  à  y,  on  la  résolvait  par  rapport  à  x, 
les  deux  variables  changeraient  de  rôle  et  de  nom. 

Dans  les  deux  équations  considérées  plus  haut, 

/•(x,y)=0  ety=(px, 

qui  dérivent  l'une  de  l'autre  et  expriment  par  conséquent  des  relations 
identiques  entre   x   et  y,    la   variable   dépendante  y    entre  d'une 
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manière  toute  différente.  Dans  f  {x,  y),  la  variable  dépendante  y  est 
combinée  avec  la  variable  indépendante  x  et  est  dite  pour  ce  motif 
fonction  implicite  de  x;  tandis  que  dans  y  =7X,  y  se  trouve  exprimée 
au  moyen  de  la  variable  indépendante  x ,  et  est  dite  fonction  explicite 
de  X. 

Lorsque  deux  équations  à  deux  variables 

/•(x,y)=0    F(x,y)=0 

ont  lieu  simultanément,  c'est-à-dire,  lorsque  x  et  y  ont  la  même  signi- 
fication de  part  et  d'autre ,  les  valeurs  de  ces  deux  quantités  sont 
entièrement  déterminées,  si  les  deux  équations  sont  distinctes,  puis- 
qu'elles suffisent  pour  déterminer  deux  inconnues  ;  leur  ensemble  re- 
présente ,  par  conséquent  un  ou  plusieurs  points ,  ce  qui  résulte  aussi 
de  ce  que  les  coordonnées  x^  y  ne  peuvent  appartenir  qu'aux  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes  représentées  par  chacune  des  équations 
prises  isolément. 
Considérons  maintenant  une  équation  à  trois  variables, 

elle  représente  en  général  une  surface;  en  effet,  admettons  que  x,  y 
et  z  soient  les  trois  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace ,  rapporté  & 
trois  axes  rectangulaires  ;  en  la  concevant  résolue  par  rapport  &  z , 
il  vient 

«=?(«,  y); 

si  maintenant  on  prend  un  point  quelconque  dans  le  plan  des  XY  et 
qu'on  substitue  dans  l'équation  précédente  les  valeurs  de  x  et  y  qui 
correspondent  &  ce  point ,  on  en  déduira  la  valeur  de  z ,  que  l'on  por- 
tera sur  une  ordonnée  menée  par  le  point  parallèlement  à  l'axe  des  Zy 
ce  qui  déterminera  un  point  dans  l'espace.  En  considérant  successive- 
ment tous  les  points  du  plan  des  XY,  il  est  clair  que  l'on  fixera  dans 
l'espace  une  suite  de  points  dont  l'ensemble  donnera  lieu  à  une 
surface,  lieu  géométrique  de  l'équation. 

Les  deux  variables  x  et  y,  dont  on  dispose  à  volonté ,  se  nom- 
ment pour  ce  motif  variables  indépendantes ,  et  z  dont  la  valeur  est 
assujettie  à  satisfaire  à  l'équation  et  dépend  des  valeurs  attribuées  à  x 
et  y,  se  nomme  variable  dépendante  et  est  fonction  de  x  et  y. 

Si  deux  équations  à  trois  variables 

/'(a:,y,2)=0,     F(x,y,z)=0 
existent  simultanément,   le  système  de  ces  équations  appartient  à 
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riotersection  des  deux  surfaces  représentées  par  chacune  des  équa- 
tions et  par  conséquent  à  une  courbe  située  dans  l'espace;  car  x,  y 
et  z  devant  avoir  la  même  valeur  dans  les  deux  équations ,  ne  pour- 
ront appartenir  qu'aux  points  communs  à  ces  deux  surfaces. 

En  éliminant  successivement  entre  ces  deux  équations  les  variables 
X  et  y ,  elles  pourront  être  mises  sous  la  forme 

+  (x,2)==0,    r{y,z)  =  0 

et  celles-ci  tiendront  lieu  des  deux  précédentes.  Quoiqu'elles  ne  con- 
tiennent, chacune,  que  deux  variables,  elles  représentent  encore 
des  surfaces;  mais  ces  surfaces  sont  les  cylindres  formés  par  les 
perpendiculaires  abaissées  de  tous  les  points  de  la  courbe  de  l'espace 
sur  le  plan  des  XZ ,  pour  la  première ,  et  des  YZ  pour  la  seconde , 
car  la  première  équation  exprime  la  relation  qui  existe  entre  x  ci  z 
pour  un  point  quelconque  de  la  courbe  de  l'espace,  et  comme  ces  deux 
coordonnées  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  de  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  le  plan  des  XZ,  cette  relation  subsistera  pour  tous  les 
points  de  l'une  quelconque  de  ces  perpendiculaires ,  c'est-à-dire,  pour 
le  cylindre  projetant.  Il  en  est  de  même  de  la  seconde  équation. 
Il  est  à  remarquer  que ,  comme  les  points  de  la  projection  de  la 
courbe  dans  le  plan  des  XZ,  appartiennent  au  cylindre  projetant, 
l'équation 

^{x,z)  =  0 

appartient  aussi  à  cette  projection,  de  même  que  l'équation 

représente  la  projetion  de  la  courbe  sur  le  plan  des  XZ.  On  voit 
donc  que  la  courbe  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

+  (x,  z)  =  0,    y(y,z)=0 

se  trouve  donnée  par  deux  de  ses  projections.  Si  l'on  conçoit  celles-ci 
mises  sous  la  forme      s^ 

x=:Fz,    y  =  F'z, 

il  est  visible  que  l'on  ne  peut  plus  disposer  que  d'une  seule  variable 
z,  h  laquelle  on  est  libre  d'attribuer  toutes  les  valeurs  possibles  et  que 
les  deux  autres  sont  déterminées  aussitôt  que  l'on  a  fixé  la  valeur  de 
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la  première.  C*est  pourquoi  celle-ci  est  seule  variable  indépendante  et 
les  deux  autres  sont  des  variables  dépendantes. 

Si  trois  équations  &  trois  variables  existaient  simultanément ,  leur 
ensemble  ne  pourrait  représenter  qu'un  ou  plusieurs  points  situés 
dans  Tespace  ;  en  effet  ces  trois  équations  suffiraient  pour  déterminer 
les  valeurs  des  trois  coordonnées  x,  y  et  Zj  qui  fixeraient  la  position 
d'un  point  dans  l'espace ,  si  ces  valeurs  étaient  uniques ,  ou  plusieurs 
points,  si  l'on  trouvait  pour  x,  y  et  z  plusieurs  valeurs.  On  est  conduit 
au  même  résultat  en  remarquant  que  le  système  des  trois  équations 
ne  peut  appartenir  qu'à  l'intersection  des  trois  surfaces ,  intersection 
qui,  en  général,  ne  peut  être  qu'un  point  ou  plusieurs  points  isolés. 

Une  fonction  est  dite  continue,  lorsqu'on  faisant  croître  la  variable 
indépendante  d'une  manière  continue  entre  certaines  limites ,  la  fonc- 
tion varie  elle-même  d'une  manière  continue  ou ,  en  d'autres  termes , 
lorsque  pour  des  accroissements  de  la  variable  indépendante ,  moin- 
dres que  toute  grandeur  assignable,  la  fonction  éprouve  elle-même  des 
variations  moindres  que  toute  grandeur  assignable.  La  plupart  des 
fondions  sont  dans  ce  cas  et  les  courbes  qu'elles  représentent  sont 
dites  courbes  continues;  mais  toutes  les  fonctions  ne  jouissent  pas 
de  cette  propriété;  elles  sont  dites  alors  discontinues,  ainsi  que  la 
courbe  ou  plutôt  le  lieu  géométrique  correspondant,  qui  se  compose 
alors  de  points  et  de  portions  de  lignes  isolés. 

Les  principes  du  calcul  différentiel ,  fondés  essentiellement  sur  la 
continuité  des  fonctions,  ne  sont  pas  applicables  en  général  à  ces 
sortes  de  fonctions.  Souvent  des  fonctions  dites  continues  pré- 
sentent des  discontinuités  accidentelles  qui  se  manifestent  de  diffé- 
rente manière  dans  la  courbe  qui  en  forme  le  lieu  géométrique  et 
donnent  naissance  à  des  points  appelés  singuliers.  Cette  eirconstance 
se  présente  particulièrement  lorsque  la  fonction  devient  brusquement 
infinie  ou  imaginaire  pour  une  valeur  déterminée  et  finie  de  la  varia- 
ble indépendante  et  sera  l'objet  d'un  examen  particulier. 

3.  Limite  du  rapport  de  l'accroissement  d'wie  fonction  à  r accrois- 
sement de  la  variable,  —  Considérons  maintenant  une  fonction  expli- 
cite et  continue  quelconque 

y=/x. 

Concevons  que  x  prenne  un  accroissement  h  ;  y  ou  la  fonction  fx 
prendra  une  nouvelle  valeur,  y'  telle  que  y' =  /*(«-♦- A)  ;  l'accrois- 
sement de  y  sera 

y'— y  =  /"(a;-f.A)— /x 
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et  le  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable 
sera  e^iprimé  par 

f(x^h)-fx 
h  • 

En  représentant  par  les  signes  ^y  et  Ax  les  accroissements  ou  les 
différences  de  y  et  de  x,  on  a  donc 

Ax  h 

La  valeur  de  ce  rapport  s'obtient  facilement  dans  chaque  cas  parti- 
culier ;  ainsi  si  l'on  fait 

^x  =  x*, 
on  trouve 

~= = ; =i»5-f-6Aaj«-f-4A*a;-+-A5. 

Ajt  A  A 

Ay 
On  voit  par  cet  exemple,  qu'en  général,  la  valeur  de  -p  dépend  de 

X  et  de  l'accroissement  h  ou  Ax  donné  à  cette  variable.  On  voit  aussi 

Au 
que  le  rapport  -^  approche  d'autant  plus  d'être   égal  à  4x',  que 

Ax 

l'accroissement  h  est  plus  petit ,  en  sorte  que  4x'  est  la  limite  vers 
laquelle  tend  sans  cesse  le  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction 
à  l'accroissement  de  la  variable  y  lorsqu'on  fait  décroître  h  jusqu'à 

Av 
zéro.  4x'  étant  une  valeur  particulière  de  -^,  on  indique  cette  cir- 

Ax 

constance  en  remplaçant  la  lettre  A  par  la  lettre  d  et  on  écrit 

ox 
On  trouve  de  même  pour  la  fonction 

^  y==a  +  6x  —  ex', 

la  limite  suivante 

dx 

On  voit  par  ce  qui  précède,  que  —  doit  être  considéré  comme  une 

xp 
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Au 
notation  générale  servant  à  représenter  ce  que  devient  -^  à  la  limite 

OU  lorsqu'on  fait  Ax  nul.  La  limite  du  rapport  de  Taccroissement 
d'une  fonction  à  celui  de  sa  variable  se  nomme  fonction  dérivée^  par 
opposition  à  bi  fonction  donnée  qui  prend  le  nom  de  fonction  primitive. 
4.  Signification  géométrique  de  la  fonction  dérivée.  —  Le  calcul 
différentiel  a  pour  objet  de  trouver  la  fonction  dérivée,  pour  toutes  les 
formes  de  fonctions  primitives  et  de  rechercher  les  propriétés  de  ces 
dérivées.  Avant  de  nous  occuper  de  ces  recherches,  il  est  essentiel  de 
démontrer  que  la  valeur  limite  qui  constitue  la  dérivée  d'une  fonction 
primitive  en  x,  représente,  en  général,  elle-même  une  certaine 
fonction  de  x  dont  la  forme  dépend  de  celle  de  la  fonction  pri- 
mitive et  que  par  conséquent  cette  dérivée  ne  saurait  avpir,  pour  toute 
valeur  dex  une  valeur  invariable  telle  que  zéro  ou  l'infini.  Cette  pro- 
position peut  se  vérifier  par  des  considérations  géométriques  très-sim- 
ples; en  effet  on   a  vu  (N®  2)  qu'une  équation   de   la  forme 

x  =  fx 

représente  une  certaine  courbe  d'une  forme  déterminée  rapportée  à 
deux  axes  et  ayant  {Xj  y)  pour  coordonnées  de  l'un  quelconque  de 
ses  points.  Soit  donc  BMC  (fig.  2)  cette  courbe,  AX,  AY  les  deux 
axes  que  nous  supposerons  rectangulaires  et  M  un  point  quelconque 
pris  sur  la  courbe  et  ayant  pour  coordonnées  x  et  y  ou  AP  et  PM. 
Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  PP'=  A  ou  Ax,  l'ordonnée  de- 
viendra MT'  ouP'N-f-NM',  c'est-à-dire,  y-f-NM',  en  sorte  que  NM' 
sera  l'accroissement  Ay  de  y  correspondant  à  l'accroissement  A  de  x; 
on  aura  donc 

à  cause  de  la  propriété  du  triangle  rectangle  M'MN  et  de  l'égalité  des 

Av 
angles  M'MN  et  MSX  ou  S.  On  voit  que  le  rapport  -^  représente,  en 

général,  la  tangente  trigonomélrique  de  l'angle  que  fait  la  sécante 
MN'  ou  Ss  avec  l'axe  des  X.  Si  maintenant  on  suppose  que  h  ou  PP'  di- 
minue d'une  manière  continue,  la  sécante  Ss  pivotera  autour  du 
point  M  et  se  rapprochera  de  plus  en  plus  de  la  touchante  Tt  h  la 
courbe  au  point  M,  et  elle  se  confondra  avec  cette  touchante,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  l'angle  S  se  confondra  avec  l'angle  T,  lorsque  h  sera 
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devenu  zéro  ;  d*où  il  suit  que  la  limite  -^  de  —    représente    la    tan- 

dx      àx 

gente  trigonométrique  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  X  la  touchante 

k  la  courbe  au  point  M  ;  or,  il  est  clair  que  la  valeur  de.  cet  angle 

change  pour  chaque  point  M,  suivant  une  loi  déterminée  qui  est  une 

conséquence  nécessaire  de  la  forme  de  la  courbe.  La  valeur  de  ---  est 

dx 

donc  une  fonction  de  la  variable  x,  et  la  forme  de  cette  fonction 
dépend  de  celle  de  la  fonction  primitive  fx. 

5.  Signification  analytique  d'une  fonction  dérivée.  —  La  même 
proposition  peut  être  démontrée  par  des  considérations  purement  ana- 
lytiques ,  comme  il  suit  :  divisons  Taccroissement  h  de  la  variable  x 
en  un  nombre  n  de  parties  égales  représentées  par  t  et  faisons  croître 
cette  variable  par  intervalles  égaux  à  i;  la  fonction  deviendra  succes- 
sivement fxj  /"(x  -f-  t),  f  (x  -h  2t)  .  .  .  f{x  -I-  ni)  ou  f{x  -4-  h) 
et  les  rapports  des  accroissements  successifs  de  la  fonction  à  l'accrois- 

A/x 
sèment  de  la  variable,   rapports  que  nous  désignerons   par   -^ , 

Ax 

Ax  Ax  Ax 

p{x  -4-  f)  —  /x  A/X 

1  Ax 

]^f(x-^i)  ^  A/(x4-i) 
Ax 
f  [(x  -f-  2t)  -f.  t]  -- /"(x  H-  2i)  __  A/'(x  >♦-  2t) 

""         Ax 


/"[(xH-(n  — i)i)-f-i]--/'[x-»-(n— i)t]   ^  A/'[xH-(n  — i)t] 
i  Ax. 

Si  on  additionne  ces  équations  membre  à  membre ,  en  remarquant 
que  le  premier  terme  de  chaque  équation  est  détruit  par  le  second 
terme  de  l'équation  suivante ,  on  trouvera 

•  àx  Aa?  Aa?      àx 

ou  bien ,  en  divisant  les  deux  membres  par  n  et  remplaçant  ni  par  h , 

f{X'^h)^fx_i{àfx  ^  àf(x-^i)  ^  Ar(x>4-20 A/[»-4-(n-i)t]> 

àx  àx  àx  Ax  ; 

2 


fii^^i) 
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Il  est  visible  qu'en  prenant  n  suffisamment  grand ,  on  pourra  faire 
en  sorte  que  ni  conserve  une  grandeur  finie  donnëe  Â,, quoique  t 
aille  en  décroissant  indéfiniment,  et  le  second  membre  représentera 
toujours  la  moyenne  arithmétique  des  n  valeurs  par  lesquelles  passe 

—  tandis  que  la  variable  passe  d'une  valeur  x  à  une  autre  valeur  x  +  A, 

par  des  accroissements  successifs  égaux  »  ou  -.  Si  on  suppose  que  t 

ait  atteint  la  limite  de  ses  décroissements ,  les  différents  termes  du 
second  membre  seront  les  valeurs  successives  par  lesquelles  passe  la 
fonction  dérivée  de  fx,  tandis  que  la  variable  croit  d'une  manière 
continue  depuis  une  valeur  x  jusqu'à  x  -+-  A.  Or,  si  la  dérivée  n'était 
pas  fonction  de  x ,  sa  valeur  ne  changerait  pas  quand  on  change  celle 
de  Xy  c'est-à-dire,  que  les  dérivées  de  fx  ,  f{x  -f- 1)  ,  f{x  -f-  2«)  , 
f{x-^Z\) seraient  toutes  égales  entre  elles  et  indépen- 
dantes de  X,  ainsi  que  la  moyenne  arithmétique  de  ces  quantités, 
résultat  incompatible  avec  l'équation  précédente;  car  le  second  mem- 
bre serait  indépendant  de  x ,  tandis  que  le  premier  contient  évidem- 
ment cette  variable,  puisque  k  étant  une  quantité  finie,  f  [x  -k- h)  —  fx 
est  une  fonction  de  x. 

Une  seule  fonction  fait  exception  à  cette  règle  ;  c'est  celle  qui  est  de 
la  forme  ax  —  6  dont  la  dérivée  est  constante  et  égale  à  a. 

Comme  la  dérivée  de  fx  est  elle-même  une  fonction  de  x,  nous  la 

représenterons  souvent  par  fx. 

,      ,.    .       ,  ..    ^f{^)      ^fi^-*-*)      A/'(x-i-2i) 

Puisque  les  limites  des  quantités  -^^   ,  -^-^- ,  -^-^-r • 

Ax  Ax  Ax 

sont  les  fonctions  dérivées  de  /x,  correspondantes  aux  différentes 

valeurs  x,  x-^t,  x -f- ât par  lesquelles  passe  la  variable  x 

en  croissant  jusqu'à  x  -^  A ,  il  résulte  de  la  valeur  trouvée  pour 

/*  (x  -4-  A)  —  fx 

-^ r-^ —  que  le  rapport  de  l'ticcroissetnent  d'une  fonction  à 

l'accroissement  A  de  la  variable  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique 
des  valeurs  par  lesquelles  passe  la  fonction  dérivée,  tandis  que  la 
variable  passe  d'une  valeur  x  à  une  valeur  x  +  A. 

11  est  à  remarquer  que  la  démonstration  du  numéro  précédent  et 
la  conséquence  qu'on  vient  d'en  tirer,  supposent  essentiellement  que 
fx  et  sa  dérivée  fx  conservent  des  valeurs  finies  et  réelles ,  c'est4i- 
dire,  restent  continues  entre  les  deux  limites  x  et  x  +  A;  car  des 
accroissements  de  fonctions  qui  deviennent  infinies  ou  imaginaires  et 
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des  moyennes  entre  ces  fonctions  n'auraient  aucun  sens  saisissable. 
Cette  condition  de  continuité  peut  être  considérée  comme  remplie 
lorsqu'on  n'assigne  à  x  aucune  valeur  particulière,  parce  que  Ton 
admet  tacitement  que  l'on  reste  dans  les  limites  où  la  fonction  reste 
continue.  Dans  ce  cas ,  si  on  désigne  par  A'  et  h"  les  valeurs  de 
l'accroissement  A,  qui  font  prendre  à  la  dérivée  /"'  {x  -f-  h)  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  par  lesquelles  elle  passe,  tandis  que 
h  croit  depuis  0  jusqu'à  hj  il  est  évident  que  la  valeur  moyenne  de 
la  dérivée  sera  comprise  entre  /"'  (x  -♦-  A')  et  /""  (x  -i-  h")  ;  or,  s'il 
y  a  continuité  dans  la  fonction  dérivée ,  ce  qu'on  peut  admettre  quand 
on  n'attribue  pas  à  x  une  valeur  particulière,  il  est  visible  que, 
tandis  que  h  croit  depuis  h!  jusqu'à  A",  la  fonction  f  {x  -^^  h)  doit 
passer  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  f  (x  -i-  h')  et  f  {x-k-  h")  ; 
il  y  a  donc  une  valeur  de  h  comprise  entre  A'  et  A"  eteonséquemment 
entre  0  et  A,  qui  rendra  /"'  (x  -♦-  A)  égal  à  cette  moyenne,  c'est4i-dire, 
qu'on  aura,  6  étant  un  certain  coefficient  compris  entre  0  et  1 , 

/■(x-f-A) — fx       ^, 

'-^ j^ '—  =  /"  (x  -♦-  GA). 

Cette  équation  qui  doit  jouer  un  grand  rôle  dans  tout  ce  qui  va 

,     /(^  -♦-A)  —  fx       .    ^  . 
suivre,  ne  donne  pas  la  valeur  exacte  de  ^-^ 7-^ '—  mais  fait 

connaître  des  limites  entre  lesquelles  se  trouve  compris  ce  rapport. 
L'interprétation  géométrique  de  cette  valeur  est  très  simple;  elle 
exprime  évidemment  que  si  la  courbe  est  continue  entre  les  points 
M  et  M'  (fig.  5)  correspondants  aux  abscisses  x  et  x  +  A  et  si  les  in- 
clinaisons des  tangentes  sur  l'axe  des  X  varient  aussi  d'une  manière 
continue ,  la  tangente  NN'  parallèle  à  la  corde  MM'  aura  son  point  de 
contact  R  placé  entre  M  et  M';  car  si  l'on  fait  OP=x  et  PP's=  A, 

/*  (x  -♦-  A) fx 

— ^ -j-^ —  sera  la  tangente  de  l'angle  M'MS  et  on  a  vu  (4)  que 

f  (x  -f-  OA)  est  la  tangente  trigonomé trique  de  l'angle  que  forme  avec 
l'axe  des  X,  une  touchante  NN'  à  la  courbe,  en  nn  point  R  correspon- 
dant à  l'abscisse  x  +  0  A ,  c'est-à-dire ,  compris  entre  M  et  M'. 
On  tire  de  l'équation  précédente  la  valeur  de  /"  (x  -♦-  A) , 

f{x  -f-  A)  =  /x  ^-  hf\x  -h  G  A). 

6.  Infiniment  petits  et  différentielles.  —  La  considération  des  quan- 
tités infiniment  petites  conduit  à  une  autre  définition  de  la  fonction 
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dérivée.  On  appelle  infiniment  petit  ^  une  quantité  moindre  que  toute 
grandeur  assignable  quelque  petite  qu'on  la  suppose  et  qui  par  consé- 
quent est  négligeable  devant  une  grandeur  finie. 

On  a  vu  que  si  dans  une  fonction  continue  fx  on  fait  prendre  à  la 
variable  un  accroissement  infiniment  petit  Ax  ou  A ,  la  fonction  prendra 
elle-même  un  accroissement  infiniment  petit  Ay  dont  le  rapport  à  Ax 
est  donné  par 

OA  étant  une  quantité  moindre  que  Ax  ou  A ,  est  aussi  infiniment  petite , 
et  il  résulte  du  principe  de  continuité  que  f\x  -f-  OA)  ne  diffère  de 
f'x  que  d'un  infiniment  petit;  on  aura  donc  en  le  négligeant , 

ou  plutdt  en  désignant  par  dx  et  dy  ee&  valeurs  particulières  de  Ax 
etAy, 

Au  point  de  vue  des  limites  où  nous  nous  sommes  d*abord  placés , 
les  quantités  dx  et  dy  sont  rigoureusement  nulles ,  et  la  fraction  -~ , 

dont  les  parties  ne  peuvent  être  séparées  et  qu'il  faut  lire  ainsi  :  dy 
sur  dx^  n'est  qu'une  notation  servant  à  indiquer  la  valeur  vers  la- 
quelle tend  sans  cesse  —  ou  '-^ =-^ '— ,  à  mesure  que  h  diminue. 

Ax  h 

Lorsqu'on  adopte  la  théorie  des  infiniment  petits,  ainsi  que  l'ont  fait 
les  premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  du  calcul  différentiel , 
dy  et  dx  cessent  d'être  de  véritables  zéros,  mais  sont  des  quantités 
infiniment  petites,  appelées  différentielles  y  sur  lesquelles  on  peut 
effectuer  toutes  les  opérations  de  l'algèbre  et  entre  lesquelles  il  existe 

un  rapport  déterminé.  A  ce  point  de  vue,  -^  est  donc  une  véritable 

ax 

fraction  représentant  le  rapport  de  l'accroissement  d'une  fonction  & 

l'accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  et  on  tire  de  l'équation 

précédente, 

dy  =  fx  dx. 
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La  fonction  dérivée  fx  est  donc  le  coefficient  par  lequel  il  faut 
multiplier  l'accroissement  dx  de  la  variable  indépendante  pour  avoir 
Faccroissement  dy  de  la  fonction ,  ce  qui  a  fait  donner  le  nom  de 
eoeficient  différentiel  à  la  quantité  désignée  par  fonction  dérivée  dans 
la  théorie  des  limites. 

Dans  ce  qui  va  suivre ,  nous  nous  servirons  indifféremment  de  ces 
deux  dénominations,  et  quoique  l'on  ait  fait  à  la  théorie  des  infiniment 
petits  le  reproche  de  manquer  de  rigueur,  parce  que  f*x  n'est  en  appa- 

vent  par  la  suite  de  faire  usage  de  la  considération  des  différentielles 
et  d'écrire ,  par  exemple ,  une  équation  sous  la  forme  différentielle , 

dy=f'x  dx; 

mais  dans  ce  cas,  il  faut  toujours,  par  la  pensée,  la  rétablir  sous  la 
forme 

qui  permet  d'employer,  pour  démontrer  une  proposition ,  la  considé- 
ration plus  rigoureuse  des  limites. 

Une  conséquence  immédiate  de  l'équation  différentielle 

dy  =  fx  dxy 

est  que,  si  dx  reste  toujours  positif,  dy  sera  positif  ou  négatif  avec 
fxy  c'est-à-dire,  que  si  l'on  conçoit  que  la  variable  x  d'une  fonction 
soit  toujours  croissante  à  partir  d'une  certaine  valeur,  la  fonction 
sera  elle-même  croissante  ou  décroissante  suivant  que  la  fonction  dé- 
rivée sera  positive  ou  négative. 

7.  Différentiation  ou  dérivation  des  fonctions.  —  On  appelle  diffé- 
renUation  ou  dérivation ,  l'opération  par  laquelle  on  cherche  la  diffé- 
rentielle ou  la  dérivée  d'une  fonction  donnée.  Avant  de  déterminer 
la  valeur  des  dérivées  pour  les  différentes  formes  de  fonctions ,  nous 
démontrerons  certaines  propriétés  générales  communes  à  toutes  les 
dérivées. 

Soit  une  fonction  y  composée  de  plusieurs  fonctions  distinctes  de  la 
forme 

y  =ifx  -^  Fx  —  «px; 

il  est  facile  de  voir  que  la  dérivée  totale  est  égale  à  la  somme  des 
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dérivées  de  chaque  fonction  prise  avec  son  signe;  en  effet,  en  don- 
nant à  X  un  accroissement  h ,  y  prend  un  accroissement  Ay  et  il  vient 

y  -f.  Ay  =  /'(x  ^  A)  -f-  F  (x  -♦-  A)  —  ^ (x  H-  A)  ; 

mais ,  d'après  ce   qu'on  a  vu  plus  haut ,  on  a 

f{x  ^-  A)  =/x  H-  hf{x  -4-  GA) , 

F  (x  -^  A)  =Fx  -*-  AF(x  -^  e'A), 

ç  (x  H-  A)  =3  yx  -f- hff\x  -♦-  e"A); 

il  vient  donc  en  substituant  et  en  remarquant  que  y  est  égal  à 

fx  -f-  Fx  — yx, 

^y  ==  A  [ A^  -4-  9 A)  -4-  F(x  -H  0'A)  —  f\x  -^  e"A)] 
d'où  l'on  tire  en   divisant  par  A  ou  Ax, 

^  =  />(x  ^  GA)  ^  F(x  ^  G'A)  —  f(x  H-  e"A), 

et  en  passant  à  la  limite ,  c'est-à-dire ,  en  faisant  A  égal  à  zéro,  il  vient 

dy 
^^f'x^F'x-y'x. 

Si  l'on  emploie  les  infiniment  petits,  on  conclut  facilement  de  cette 
équation  que  la  différentielle  d'une  fonction  composée  de  plusieurs 
fonctions  partielles  y  est  égale  à  la  somme  des  différentielles  de  ces 
fonctions  partielles  prises  chacune  avec  son  signe;  car  en  multipliant 
par  dx,  on  a 

et  il  est  visible  que  fxdx  ,  F'xdx  et  ff'xdx,  sont  les  différentielles  de 
/x  ,  Fx  et  ffx. 

Il  suit  de  là  que  la  dérivée  de 

y  =  a  -f-  /x 
est  donnée  par 

qui  est  la  même  que  si  la  constante  a  n'existait  pas ,  car  la  dérivée  du 
second  membre  est  la  somme  des  dérivées  de  chaque  terme  et  le  pre- 
mier étant  constant,  son  accroissement  et  par  suite,  sa  dérivée,  sont 
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nuls.  On  voit  par  là  que  deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par  un 
terme  constant  y  ont  la  même  dérivée. 

Si  Ton  avait  à  différcntier  a/x,  a  étant  un  coefficient  constant,  en 
donnant  à  x  un  accroissement  h ,  il  viendrait 

Ay af{x  -+-  h)  —  afx f{x  -+-  A)  —  fx 

Ai  h  "^  h  ' 


et  k  la  limite  il  vient 


dy 

i=<- 


qui  apprend  que  la  dérivée  du  produit  d'une  fonction  par  une  con- 
stante,  est  égale  à  la  dérivée  de  cette  fonction  multipliée  par  la 
constante. 

8.  Dérivation  des  fonctions  de  fonctions.  Il  arrive  souvent  qu'une 
fonction  y  n*est  pas  exprimée  immédiatement  au  moyen  de  la  variable 
indépendante  X,  quoique  y  dépend  de  celle-ci;  c'est  ce  qui  arrive 
lorsque  la  relation  y  et  x  est  établie  au  moyen  du  système  des 
deux  équations 

y  =  fz    ,    z  =  yx. 

On  dit  alors  que  y  représente  une  fonction  de  fonction  de  x.  II  est 
visible  qu'un  accroissement  donné  à  x  en  détermine  également  un 
dans  2,  à  cause  de  la  seconde  équation,  et  cet  accroissement  de  z  en 
fait  prendre  un  à  la  variable  y  par  suite  de  la  relation  exprimée 
par  la  première;  il  doit  donc  exister  une  certaine  dépendance  entre  ^y 

et  Ax  d'où  dépend  la  valeur  du  rapport  --et  par  conséquent,  de  la 

Ax 
dy 
valeur  limite  ou  de  la  dérivée  -^  ;  cependant,  la  première  équation 

dy 
différentiée  ne  donne  que  la  valeur  de  ^  - ,  la  seconde  fait  connaître 

-;-  ;  mais  aucune  des  deux  ne  donne  immédiatement  -,-.  Pour  trou- 
dx  dx 

ver  cette  dernière  dérivée ,  il  semble  qu'il  suffit  de  remplacer  z  par 
sa  valeur  ^x  dans  la  première  équation ,  ce  qui  lui  donnerait  la  forme 

j/=/x 

dy 
d'où  on  déduirait  immédiatement  la  dérivée  -r*;  mais  cette  marche  est 

dx 
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souvent  impraticable  à  cause  de  la  complication  des  calculs  ;  il  importe 
donc  de  trouver  sa  valeur  directement.  Donnons  &  x  un«accroissement 
h  dans  la  seconde  équation  ;  il  vient 

£  =  .'(«1-6*), 

dz 
ff'x  étant  la  dérivée  de  ffx  ou  -;-  et  0  une  quantité  comprise  entre  0  et 

dx 

Tunité.  La  variable  z  ayant  pris  un  accroissement  Az,  déterminera 

dans  fz  ou  y  un  accroissement  Ay  donné  par  Téquation 

dans  laquelle  fz  est  la  dérivée.de  /z,  c'est-i-dire^  -f-  et  6'  un  facteur 

dz 

compris  entre  zéro  et  Tunité.  En  multipliant  les  deux  équations  précé- 
dentes membre  à  membre,  il  vient 

^ .  :^i  ,  c'est-à-dire  ^  =  f\z  +  G  Az)  ^\x  -h  ô A) 

A2     AX  Ax 

équation  qui ,  si  l'on  passe  à  la  limite,  devient 

rfy  _  ^       ,    _  dy   dz 
f/x  ""'       ^    ~"  dx  dx 

et  nous  apprend  que  pour  oroir  la  dérivée  -f  d'une  fonction  de  fonc- 

dx 

tion,  il  faut  multiplier  les  dérivées  des  deux  fonctions,  prises  cha- 
cune par  rapport  d  la  variable  qu'elle  contient. 

On  serait  arrivé  à  la  même  conclusion ,  mais  d'une  manière  moins 
rigoureuse,  par  la  considération  des  infiniment  petits;  en  effet  les 
deux  équations  différentiées,  donnent 

dy=^fzdz  y  dz  =  ^^xdx 

et  en  multipliant  membre  h  membre  et  supprimant  le  facteur  commun 
dzy  il  vient 

/..       .    ,  dv       ^.      .        dy    dz 
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On  démontrerait  de  la  même  manière  que  si  Ton  avait 

y  =  fz,  z  =  ffUj  u  =Fx, 
il  viendrait 

dy dy  dz    du 

dx      dz  du   e(x' 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  la  fonction  y  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  x,  est  donnée  par  le  produit  des  dérivées  de  chaque 
fonction  prises  par  rapport  &  la  variable  qu'elle  contient. 

Si  l'on  fait  usage  des  différentielles  ou  des  infiniment  petits,  on 
multipliera  les  deux  membres  par  dx  et  on  écrira  ainsi  : 

dy  dz    du 

^       dz   du  dx 

dans  laquelle  dy  est  la  différentielle  de  la  fonction  de  fonctions  y^  par 
rapport  à  la  variable  indépendante  x,  ou  l'accroissement  infiniment 
petit  de  y  du  à  un  accroissement  dx  donné  à  x. 

9.  Dérivation  d'une  fonction  de  plusieurs  fonctions.  Dérivée  par- 
tielle  et  dérivée  totale,  —  Il  peut  aussi  arriver  que  y,  quoique  dé- 
pendant indirectement  d'une  variable  x,  soit  cependant  donné  en 
fonction  de  deux  variables 2  et  ti,  qui ,  elles-mêmes,  représentent  des 
fonctions  données  de  x;  soit  donc  h  dériver  le  système  des  trois 
équations 

y  =  /■(«,  II),    «  =  Fx,    u  =  ffx; 

en   remplaçant  z  ci  u  par  leur  valeur  dans  la  première,  y  serait 

exprimé  immédiatement  en  fonction  de  x  et  la  valeur  de  --p  pourrait 

dx 

s'obtenir  directement;  mais  on  peut  aussi  la  trouver  d'une  manière 

ordinairement  plus  expéditive  sans  effectuer  cette  substitution.  En 

donnant  à  x  un  accroissement  h,  z  et  u  en  vertu  des  deux  dernières 

relations,  prennent  des  accroissements  Az  et  ^u,  tels  que  l'on  a 

F'x  et  (f'x  étant  les  dérivées  de  Fx  et  yx,  et  0,  0'  deux  facteurs  incon- 
nus compris  entre  0  et  1.  Si  dans  f{z,  u)  on  donne  k  z  et  u  les 
accroissements  Az  et  Ati  déterminés  plus  haut ,  y  prendra  l'accroisse- 
ment Ay;  cette  double  opération  peut  se  faire  successivement,  en 

3 
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donnant  d*abord  à  z  seul  un  accroissement  Az  et  en  remplaçant  ensuite 
u  par  ti  +  Au  dans  le  résultat.  Or,  la  substitution  de  z  +  Aje  à  z 
dans  f{zy  u)  fait  prendre  à  cette  fonction  la  forme  suivante ,  d'après 
ce  qu'on  a  vu  (N*  5), 

/•(z,  ii)-f-Az/;'(z-4-e,Az,  v), 

fJ(Zf  u)  désignant  la  dérivée  de  ({z^  u)  ou  y,  prise  par  rapport  à  z^ 

c'est-à-dire ,  en  traitant  z  comme  seule  variable  et  u  comme  constant , 

dy 
dérivée  qu'on  désigne  aussi  par  -—-  ;  6^  est  un  facteur  compris  entre  0  et 

l'unité.  Pour  compléter  ensuite  l'accroissement  de  y^  il  faudra  dans 
f(z,  u)  et  fj(z  -f-  Ô^Az,  v)  donner  aux  u  l'accroissement  Au;  la  substi- 
tution de  ti  +  Au  &  u  dans  la  première  partie,  ({z^  ti),  fait  prendre 
à  cette  fonction,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (N*"  5) ,  la  valeur 

f(z,  u)  -4-  tiufJiz,  u  -f-  e;Au) 

en  désignant,  comme  plus  haut^  par  fu\Zy  u)  la  dérivée  de  f{z,u) 
prise  par  rapporta  la  seule  variable  m,  c'est-à-dire,  en  considérant  u 
comme  variable  et  z  comme  constant,  dérivée  que  l'on  désigne  aussi  par 

•r^.  Quant  à  la  seconde  partie  fJ{z  +  G^Az,  ti),  désignons  par 

f:{z  -f-e/Z,  u)  -f-  UAW 

ce  qu'elle  devient  quand  u  a  pris  l'accroissement  Ati;  après  cette 
double  substitution,  la  fonction  /"(z,  ti)  ou  y  devient 

y  -f-  Ay  =  f{z,  u)  -♦-  Ati/L'(z,  u  -f-  Ô/Ati)  -f-  Az^,'(z  -♦-  O^Az,  u)  -4-  UAzAu. 

Si  on  supprime  y  et  /*(z,  ti)  qui  sont  égaux ,  qu'on  divise  ensuite  les 

Atf        Az 
deux  membres  par  Ax  et  qu'on  remplace  r*  ^^  7~*  V^^  ^^ur  valeur 

trouvée  plus  haut,  il  viendra 

^  =  y'(x  -f-  ^'h)fj{z,  u  -f-  G/Ati)  H-  F{x  -f-  ^h)f:{z  H-  G^Az,  u) 
-f-  Uy'(x  -4-  G'A)F(x  -4-  ôA)Ax 

puis  passant  à  la  limite,  en  remarquant  que  h  ou  Ax,  Au  et  Az  sont 
nuls  en  même  temps ,  il  vient 

^|  =  Fx/;'(z,w)-f.?'x/L'(«,u)  , 


.(1). 
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formule  que  Ton  peut  écrire  de  cette  manière  : 

dy dy  dz       dy  du 

dx      dz  dx       du  dx 

Cette  dérivée  de  f{z,  u)  se  compose  de  deux  parties;  la  première  est, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  (N»  8),  la  dérivée  de  f{Zy  u)  prise  par  rapport 
kXf  z  étant  considéré  comme  fonction  de  x  et  ti  comme  constant. 
La  seconde  partie  est  la  dérivée  prise  en  considérant  u  comme  fonction 
de  X  et  2  comme  constant.  Chacune  de  ces  parties  se  nomme  dérivée 
partielle  de  la  fonction  de  fonctions,  et  les  deux  parties  réunies 
forment  la  dérivée  totcUe.  Si  Ton  avait  à  dériver  le  système  des  quatre 
équations 

y  =  /'(z,tt,v),    Z  =  ¥Xy  U  =  ffX,  t;  =  +x, 

on  démontrerait  de  la  même  manière,  que 


dy dy  dz      dy  du      dy  dv 

dx      dz  dx      du  dx      dv  dx 


.(2) 


que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 

f/{z,  «,  r)  =  /•.' .  F  ■*■  fj . ,'  +  f,' .  f , 

ce  que  Ton  exprime  d'une  manière  générale,  en  disant  que  la  dérivée 
totale  d'une  fonction  de  fonctions  est  égale  d  la  somme  de  ses  dérivées 
partielles. 

En  considérant  dy  et  dx  comme  des  quantités  infiniment  petites , 
on  peut  écrire  l'équation  précédente  de  eette  manière  : 

,        dy  dz  .        dy  du  ,        dy  dv  . 
dy='^  T-dx  H-  ^  T-  dx  -f-  -^  -j-dx. 
^      dz  dx  du  dx  dv  dx 

Les  différents  termes  du  second  membre  forment  les  différentielles 

partielles  de  la  fonction  f(Zy  u,  v)  prises  en  considérant  successivement 

z,  u,  V  comme  fonctions  de  x  ;  on  voit  donc  que  la  différentielle  totale 

d'une  fonction  de  plusieurs  fonctions  de  x  est  égale  à  la  somme  des 

différentielles  partielles  relatives  d  chaque  fonction. 

La  différentielle  de  f{x,  u)y  dans  laquelle  u  est  une  fonction  de  la 

variable  indépendante  x^  se  déduit  de  l'équation  ci-dessus,  en  faisant 

dz 
z  égal  à  x;  j-  est  alors  égale  à  l'unité  et  on  trouve 
dx 
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dans  laquelle  -p  du  second  membre  représente  la  dérivée  partielle 

de  f{Xy  u)  prise  par  rapport  à  la  seule  variable  x.  Pour  remonter  de 
cette  équation  différentielle  à  l'équation  dérivée,  on  devrait  diviser 
par  dx  les  deux  membres  de  Téquation  précédente  et  écrire 

dy dy      dy  du 

dx      dx      du  dx^ 

dy 
or,  sous  cette  forme,  il  y  a  ambignité  sur  la  signification  de  -p  ;  car 

dans  le  premier  membre,  il  représente  la  dérivée  de  y,  en  y  faisant 
varier  tous  les  x,  y  compris  ceux  contenus  dans  u;  tandis  que  le 
second  n'est  que  la  dérivée  de  y  par  rapport  aux  x  contenus  explici- 
tement dans  la  fonction  f{x,  u),  en  y  regardant  u  comme  constant. 
Pour  distinguer  ces  deux  quantités  essentiellement  différentes ,  nous 

écrirons  la  dérivée  totale  sous  la  forme  —  dy  an  lieu  de  ^ ,  ou  bien 

nous  laisserons  l'équation  sous  la  forme  différentielle  et  alors  dy 
représentera  la  différentielle  totale  de  y. 
iO.  Dérivée  d'une  variable  par  rapport  à  une  autre  variable  lors- 
qu'elles sont  exprimées  toutes  deux  en  fonction  d'une  troisième.  — 
Quelquefois  les  variables  x  et  y,  au  lieu  d'entrer  dans  une  même  équa- 
tion ,  sont  données  toutes  deux  en  fonction  d'une  troisième  variable 
(;  de  sorte  que  l'on  a 

y  =  ft,  x  =  Ft 

et  aucune  des  deux  équations  ne  peut  donner  la  dérivée  de  y  par  rap- 

dy 
port  a  X  ou  -~  ,  quoiqu'il  soit  visible  que  y  est  fonction  de  x.  Pour 

trouver  cette  dérivée  sans  effectuer  l'élimination  de  t  entre  les 
deux  équations,  donnons  à  celle-ci  un  accroissement  h  ou  A(  et 
désignons  par  ^y  et  Âx  les  accroissements  correspondants  de  y  et 
de  X;  il  viendra 

et  en  divisant  membre  k  membre , 

Aa      F'(t-i-ô'A)' 
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Si  l*on  passe  à  la  limite  en  faisant  h  nul,  les  accroissements  Ay  et 
àx  s'annulent  en  même  temps  et  on  trouve  la  valeur  suivante  de  la 
dérivée  cherchée  : 

El 
dy^rt^  dt 

dx'^Vt      dx 

dt 

Si  X  et  y  y  aulieu  d'être  exprimés  explicitement  en  fonction  de  (  étaient 
donnés  au  moyen  des  deux  équations 

f(x,y,t)^0    ,    F(x,y,  t)  =  0, 

il  suffirait  de  remarquer  qu'il  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  (N^  9) ,  que 
la  dérivée  de  f  (x,  y,  t) ,  prise  par  rapport  à  la  variable  indépendante  t 
est,  en  désignant  cette  fonction  par  f, 

d[dx^d^dy      df^ 
dxdt      dydt      dt' 

comme  cette  fonction  est  constamment  nulle,  sa  dérivée  doit  l'être 
aussi ,  et  l'on  a  par  conséquent 

dCé^^dfdy^^df^^ 
dx  dt      dy  dt      dt 

La  seconde  équation  donne  de  même 

dF  dx      dF  dy      dF      ^ 
dx  dt      dy  dt      dt 

qui,  jointe  &  la  précédente,  servira  à  déterminer  les  valeurs  de 

dx      dy  dy 

-77  et  -~  et  par  suite  celle  de  t^,  comme  on  vient  de  le  voir. 

dt      dt       ^  dx^ 

44.  Dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  fonctions.  —   Lorsqu'une 

fonction  y  est  formée  du  produit  de  plusieurs  fonctions  de  x,  telles 

que  u,  17,  te,  z ,  c'est-à-dire,  lorsqu'on  a 

y  =  u.v.w.z, 

la  dérivée  de  y  peut  être  exprimée  fort  simplement  au  moyen  des  dé- 
rivées des  fonctions  simples  u,  v,  w ;  en  effet  on  a  vu  (N""  40) 

que  la  dérivée  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  fonctions  ti,  v,  u?... 
est  égale  k  la  somme  des  dérivées  partielles  que  l'on  obtient  en  con* 
sidérant  successivement  chaque  fonction  comme  variant  seule;  or 
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si  Ton  ne  fait  varier  que  les  x  contenus  dans  u ,  la  dérivée  partielle 
de  V  est 

*  du 

en  faisant  varier  successivement  les  x  contenus  dans  v,  tr,  z,  on 

trouve 

dv  dw  dz 

u.w.z^,    u.v.z-^,   u.v.v,^ 

et  la  dérivée  totale  de  y  devient 

dy  du  dv  dw  dz 

dx  dx  dx  dx  dx 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  du  produit  de  plusieurs  fonctions  est 
égale  d  la  somme  des  produits  des  dérivées  de  chaque  fonction  simple, 
multipliées  respectivement  par  toutes  les  autres  fonctions. 

42.  Dérivée  du  quotient  de  deux  fonctions.  —  Si  la  fonction  y  était 
le  quotient  de  la  division  de  deux  fonctions  ti  et  v  de  x^  c'est4-dire,  si 
Ton  avait 

u 
2'  =  «' 

on  trouverait  aussi  une  expression  très  simple  delà  dérivée;  en  effet, 
en  représentant  par  Au ,  àVy  ày  les  accroissements  de  ti,  v,  y  corres- 
pondant à  un  accroissement  Ax  donné  à  x,  il  vient 

u  +  Au      u vAu  —  iiAv 

^        V+Av       V  v'^-hVàV    ' 

d*oà  Ton  tire  en  divisant  les  deux  membres  par  Ax, 

Au         àv 

V u  — 

Aj/         Ax         Ax 

Ax  «(v  +  Av) 

Si  Ton  passe  à  la  limite,  en  remarquant  que  lorsque  Ax  s'évanouit, 
Ay,  Au  et  Av  s'évanouissent  en  même  temps,  il  vient 

du         dv 

dy dx         dx 

dx  V* 
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c*est-à-dire ,  que  la  dérivée  du  rapport  de  deux  fonctions  est  égale  à 
la  dérivée  du  numérateur  multipliée  par  le  dénominateur  moins  la 
dérivée  du  dénominateur  multipliée  par  le  numérateur,  le  tout  divisé 
par  le  carré  du  dénominateur. 

En  adoptant  les  infiniment  petits,  on  peut  multiplier  les  deux 
membres  de  Féquation  par  dx  et  écrire  celle-ci  de  cette  manière  : 

vdu  —  udv. 

i3.  Enfin  nous  terminerons  en  faisant  remarquer  que,  si  deux 
fonctions  fy  et  Fx  sont  constamment  égales ,  y  est  une  variable  dépen- 
dant de  X  et  les  dérivées  de  ces  deux  fonctions  par  rapport  à  x  sont 
égales  entre  elles;  car  quel  que  soit  l'accroissement  donné  à  x,  les 
accroissements  des  deux  fonctions  seront,  par  hypotbèse  égaux  entre 
eux  y  ainsi  que  leurs  rapports  à  Ax,  lesquels  seront  les  deux  dérivées, 
lorsqu'on  passera  à  la  limite.  La  dérivée  de  Fx  par  rapport  à  x  peut 
être  représentée  par  F'x  ;  quant  à  celle  de  fy  dans  laquelle  y  est  une 

fonction  de  x,  on  a  vu  (N«  8)  qu'elle  est  représentée  par  PV'T'y  f'^ 
étant  la  dérivée  de  fy  prise  par  rapport  à  y  ;  on  a  donc 

r/  ^y     w,,      «  .  dy    F'x 

fy-i-^'^^  d'ou^=^. 

i4.  Calcul  des  dérivées.  Dérivée  de  Log  x.  —  Les  dérivées  de  toutes 
les  fonctions  s'obtiennent  facilement  lorsqu'on  connaît  les  dérivées 
des  fonctions  de  la  forme  Log  x  et  sin  x  ;  nous  commencerons  donc  par 
nous  occuper  de  ces  deux  là. 

Considérons  en  premier  lieu  la  fonction  logarithmique  Log  x.  En 
donnant  à  la  variable  indépendante  un  accroissement  h ,  il  vient 

Ay Log(x-f-fc)— 'Logx 

Ax~  h 

que  l'on  peut  transformer,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des 
logarithmes,  de  la  manière  suivante  : 
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dy 
La  valeur  de  ^  serait  connue  si  l'on   connaissait  la  limite  de 

i  4-  -  j  quand  h  s'évanouit;  op  si  Ton  fait  régal  à  p,  p  sera 

ou  un  nombre  entier,  ou  un  nombre  fractionnaire ,  ou  un  nombre 
incommensurable;  on  peut  donc  généralement  considérer  p  comme 
étant  compris  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs  n  et  n  -i-  1  et 


comme 


(in —  ]    est   évidemment  compris  entre    (  ^  "♦-  -  )    et 

i  -H  -  j        la  limite  de  Log  (  ^  +  -  J    sera  aussi  comprise  entre 

/        iV  /        iV^* 

les  valeurs  limites  de  Log  (  ^  +  ~  j    et  de  Log  (  ^  +  ^  )       •    n   et 

n  -H  i  étant  des  nombres  entiers,  on  a ,  en  développant  au  moyen 
de  la  formule  du  binôme  de  Newton , 

On  a  de  même 

"^V""nyv2""ny\3""ny  V 


etc. 


Pour  avoir  la  limite  de  ces  deux  développements  ou  pour  déterminer 
ce  qu'ils  deviennent  quand  h  s'évanouit,  remarquons  que  puisque 

X 

■T  =Py  p  converge  vers  l'infini  quand  h  converge  vers  zéro ,  et  par 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  25 

i 

conséquent  -  devient  nul.  De  même ,  puisque  p  diffère  de  ti  de  moins 

d'une  unité,  cette  dernière  quantité  devient  infinie  en  même  temps 

i  n 

que  jp^  et  -  est  nul;  enfin  ~  approche  d'autant  plus  de  l'unité,  que 

n  et  p  sont  plus  grands  et  l'unité  est  la  limite  de  ce  rapport  ;  les  deux 
développements  précédents  deviennent  donc  à  la  limite 

et  par  conséquent  log  (  1  +-  -  l  ,  qui  reste  toujours  compris  entre  eux, 
se  réduit  aussi  &  cette  même  valeur;  on  a  donc 

^  =  -Logjl+l-*-— H-j-^H-^-^-^H-etc. 

La  quantité  comprise  entre  parenthèse ,  quoique  composée  d'un  nom- 
bre infini  de  termes ,  peut  être  évaluée  en  nombre  avec  une  exactitude 
aussi  grande  que  l'on  voudra ,  parce  qu'ils  décroissent  très  rapidement; 
en  représentant  ce  nombre  par  e ,  on  trouve 


«  =  2,71828 , 

et 

Si  l'on  fait  usage  des  différentielles ,  cette  équation  s'écrira  de  cette 

manière 

dx 
dy  =  Loge— . 

Telle  est  donc  la  valeur  de  la  différentielle  de  Log  x. 

La  différentielle  du  logarithme  d'une  variable  dépend  du  système 
dans  lequel  est  pris  ce  logarithme,  puisque  Log  (2,71828....)  change 
avec  la  base  du  système;  s'il  s'agit  d'un  logarithme  vulgaire,  on  aura 

dx  dx 

d.Logx=:  — Log  (2,71828)  =0,  43429—. 

X  X 

Parmi  tous  les  systèmes  de  logarithmes ,  celui  pour  lequel  l'expres- 
sion de  cette  différentielle  prend  la  forme  la  plus  simple ,  est  celui 

4 
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OÙ  le  nombre  e  est  pris  pour  base  ;  les  logarithmes  se  nomment  alors 
logarithmes  Népériens  du  nom  de  Nëper,  inventeur  des  logarithmes. 
Gomme  dans  tout  système ,  le  logarithme  de  la  base  est  égal  à  Tunitë, 
on  a ,  en  employant  la  notation  log  pour  représenter  les  logarithmes 
Népériens, 

dx 
log  c  =  i  et  d  log  X  =  —  i 

X 

et  plus  généralement ,  si  Ton  a 

y  =  îog(/x), 

en  remplaçant  fx  par  une  variable  z ,  on  aura  &  dériver  le  système  des 
deux  équations 

yt=logz,    z  =  fx 

dans  lequel  y  est  une  fonction  de  fonction.  D*après  le  N"*  8 ,  il  vient 

dy  ^  d (logz)  dzi  fx 

dx  dz       dx      z'  fx 

c*estrà-dire ,  que  la  dérivée  du  logarithme  Népérien  d'une  fonction  est 
égale  à  la  dérivée  de  cette  fonction  divisée  par  la  fonction. 

On  emploie  de  préférence  les  logarihmes  Népériens  dans  le  calcul 
différentiel  et  le  calcul  intégral ,  à  cause  de  la  simplicité  de  leur  diffé* 
renticlle  ;  c'est  pourquoi  ce  seront  toujours  ceux-ci  que  Ton  désignera 
dans  la  suite,  à  moins  qu'on  n'indique  expressément  le  contraire. 

15.  Dérivée  de  sin  x.  —  Passons  à  la  recherche  de  la  dérivée  de 
sin  X.  On  a  évidemment 

Ay sin  (x-^-h)  —  sinx 

Ax  h 

qui  se  transforme  au  moyen  de  la  formule 

2       1  1 

sin  a  —  sin  6  =-sin-(a  —  6)cosrr(a  -4-  6), 
r       U  2 

dans  la  suivante  : 

Ay      2  sin^A       ^         *  .  v      *  sin{A       ,        1,, 

7^  = r— cos(x  H- -A)  = -J— cos(xH--A). 

Ax       r       A  ^         2    '       r     ^A  ^        2    ' 

Avant  de  passer  à  la  limite  de  ce  rapport,  remarquons  que  Tare 
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ÂB  (fig.  4)  que  nous  supposerons  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle ,  est 
toujours  compris ,  quant  à  sa  longueur ,  entre  le  sinus  BG  et  la  tan- 
gente AD.  En  effet ,  en  menant  la  corde  AB ,  il  est  visible  que  Taire 
du  secteur  OAB  est  comprise  entre  les  aires  dos  triangles  OBA  et 
ODA,  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  inégalités 

OA.arcBA      OA.AD     OA.arcBA      OA.BC 
2         ^      2       '  2^2 

ce  qui  vérifie  la  proposition,  puisqu'on  tire  de  ces  inégalités , 

arcBA  <AD,  arcBA>BC. 

Il  suit  de  là  que ,  a  étant  cet  arc  de  cercle ,  on  a  toujours 

sin  «  tang  « 

ou  bien,  en  remplaçant  tang  a  par  r et  multipliant  par  cos  a  les 

deux  membres  de  la  seconde  inégalité , 

sin  oL  sin  a      cos  a 

<  ^> ^>  — T"' 

a  a  r 

-.  .     -  ,  ,  ,  fiî'ï  « 

On  voit  donc  que  pour  toute  valeur  de  a,  le  rapport est  compris 

cos  a  ^    cos  a   ,      .         „      .   .      ., 

entre  i  et ,  et  comme,  pour  a  ==  0, devient  1  unité,  il  en 

résulte  que est  égal  à  i  quand  a  s'évanouit. 

OL 

Reprenons  la  valeur  de  -^  ;  si  l'on  passe  &  la  limite,  c'est-à-dire,  si 
Ax 

sin  ~  h 
l'on  fait  évanouir  A,  il  résulte  de  ce  qui  précède,  que — 5-^- devient 

ï  '• 
égal  à  l'unité ,  et  on  trouve 

dy cos  X 

di         ~' 

ou  bien  en  faisant  le  rayon  égal  à  l'unité  , 

dy 

-^=COS  X, 

dx 
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c*est-à-dire  que  la  dérivée  du  sinus  de  x  est  égal  au  cosinus  du  même 
arc. 

Si  l'oD  fait  usage  des  infiniment  petits  ou  des  différentielles,  cette 
équation  devra  être  écrite  sous  la  forme 

dy  =  cos  X  rfx. 

Gos  X  dx  est  donc  la  différentielle  de  sin  x. 

i6.  Dérivée  de  x"^.  —  Les  dérivées  des  autres  fonctions  se  déduisent 
sans  peine  des  deux  que  nous  venons  de  déterminer.  Soit  d'abord 
y  =  x*",  m  étant  un  nombre  réel  quelconque;  prenons  les  logarithmes 
Népériens,  et  égalons  ensuite  les  dérivées  des  deux  membres  (N*»  13), 
en  observant  que  y  est  fonction  de  x ,  il  vient 

i  dy  1         ^    dy 

log  y  =  mlogx,    --^  =  m  -    d'où   -^-=mx'"-*, 

v  ux  X  ax 

en  remplaçant  y  par  sa  valeur  x*". 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  de  x**  s'obtient  en  diminuant  l'ex- 
posant d'une  unité  et  en  multipliant  par  l'exposant. 

Si  on  fait  usage  des  différentielles ,  on  multipliera  les  deux  mem- 
bres par  dx  ;  il  vient  alors 

dy,  c'est-à-dire ,  d . (x")  =  mx"»"*  dx. 

La  règle  précédente  suffit  pour  différentier  toute  fonction  de  la 
forme 

que  Ton  écrira  de  cette  manière  : 


Par  exemple,  pour|/x,  on  trouve 

dy_    i 

dx      2[/x 

Pour  y  =  yfx  qu'on  peut  transformer  en 

y  =  |/s,     z  =  fx, 
il  vient 

dx      dz  dx      2j/J  2  (//x 
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C'esC-à-dire,  que  la  dérivée  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  est 
égale  d  la  dérivée  de  cette  fonction  divisée  par  le  double  du  radical» 

17.  Dérivée  de  la  fonction  exponetitielle  a'.  — Proposons-nous  de  déri- 
Ter  la  fonction  exponentielle  a'  =  y  y  dans  laquelle  a  est  une  constante. 
En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  et  dérivant,  il  vient 

log  y  =  X  log a,     -  J^=  log  a,     ^=  y  log a  =  a'  log a. 

On  tire  aussi  de  là 

rfy ,  c'est-à-dire,  rf.  a'  =  log  a .  a'dx. 
Pour  y  ==  a*  ,  z  =  /x ,  on  trouve  de  même 

:/=-r  -7^==a'.  logo,  fx^af'  fx  logo. 
dx      dz  dx  o       f  I         o 

On  voit  donc  que  la  dérivée  d'une  constante  élevée  à  une  puissance 
variable  s'obtient  en  multipliant  la  fonction  exponentielle  par  la 
dérivée  de  l'exposant  et  par  le  logarithme  népérien  de  la  constante. 
Si  a  est  égal  à  la  base  e  des  logarithmes  népériens,  la  dérivée  se 
simplifie,  parce  que  log  e  est  l'unité  et  il  vient  pour  y  =  e*  et  y  =  e^', 

-ii=  6*  ou  d.C^cdx. 
dx 

^  =  ef'px  ou  d.ef'  =  ef'fxdx. 

18.  Dérivées  des  fonctions  trigonométriques.  —  Passons  aux  fonctions 
trigonométriques.  On  a  déjà  vu  que  la  dérivée  de  sin  x  est  cos  x  ;  pour 
dériver  cos  x,  remarquons  que  si  l'on  fait  x  égal  à  i''  —  z,  il  viendra 

y  =  cos  (i**  —  z)  =  sin  z ,     2  =  1''  —  x  ; 

et  en  dérivant  le  système  de  ces  deux  équations ,  on  trouve 

rfy dy    dz  dz 

dx      dz    dx  rfx' 

dz 
qui  devient,  à  cause  de  z  =  1''  —  x  et  :}-  =  —  1, 

(ix 

-p=  —  cos  (1*'  —  x)  =  —  sin  X , 
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c*est-à-dire,  que  la  dérivée  d'un  cosinus  est  égaie  au  sinus  précédé 
du  signe  moins. 

Pour  dériver  tang  x,  on  remplacera  tang  x  par  sa  valeur et  en 

cosx 

se  rappelant  la  forme  de  la  dérivée  d'une  fraction,  on  trouve 


sin  X      rfy co8*x  -i-  sin*x         i 


On  dérivera  de  même  cos  x  en  substituant  i''  —  z  à  x  et  on  trou- 
vera pour  dérivée 

\_ 

sin'x 

Des  transformations  du  même  genre  feront  connaître  les  dérivées 
des  autres  lignes  trigonométriques  ;  ainsi  pour  sec  x,  on  substituera 

i 

sa  valeur et  on  trouvera  pour  dérivée 

I         cosx 

sinx 

cos*x 

«  .         ,    ,  •     i  cosx 

Pour  cosec  x  qui  est  égal  a  -: —  ,  on  trouve r-i-  • 

sinx  sin'x 

On  désigne  par  arc  sin  x,  Tare  de  cercle  dont  le  sinus  est  égal  k  x. 

Pour  dériver  cette  fonction  trigonométrique  inverse,  rcmarqnons  qu'il 

résulte  de  sa  définition  même,  qu'en  la  représentant  par  y,  on  doit 

avoir 

sin  y  =  X. 

Si  on  dérive  les  deux  membres,  en  remarquant  que  le  premier  est 
une  fonction  de  fonction  de  x ,  il  vient 

d'où  l'on  tire 

dy_    1  4  ,        1 


dx      cos  y      |/4  _  sin*y      |/l  —  x* 
On  trouve  de  même  pour  la  dérivée  de  arc  tang  x, 

y  =  arc  tang  X,   tangy  =  x,   ^3^  ^  =  *  > 
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dy  ,  i  i 

~  =  cos*y  =  T : ;-  ==1 1  • 

dx  ^       \  -¥■  tang'i/      1  -t-  X* 

Et  enfin  les  fonctions 

y  =  sin(/x),  y  =  tang(/x),  y  =  arc tang (/x) , 

conduisent  aux  dérivées  suivantes ,  en  se  rappelant  le  théorème  sur  la 
dérivation  des  fonctions  de  fonction , 

^^cos^/x;   /^>  ^^-eost(/i:)»    dx-i+/x* 

19.   Ce  qui  précède    suffit   pour  dériver  les ^  fonctions  explicites 
algébriques  ou  transcendantes  les  plus  compliquées.  Ainsi ,  pour  avoir 

la  dérivée  de  l/l  -♦-  2x  —  x*,  on  posera 

j2=  i  -♦-  2x  —  x',  y  =  V/z  =  z'. 

dy      rfy     dz      1   -1,^      ^    ,       2  i— X 

--  =  —-•  —  =  -  z     (2  —  2  x)  =  -  -  • 

dx      dz    dx      5        ^  3v^(i  ^  2x  — x«)* 

On  trouvera  de  même  les  dérivées  suivantes ,  en  efiectuant  les  trans- 
formations que  l'on  a  indiquées  : 

y=log(x-t-i/ÎTx')==log«,-^=-^-j^=-(  iH —  1= 

^        ^  ^  'dx     dzdx     z\      |/i^xV     |/l-4-x« 

1     m   /l/i  H-  X*  -4-  X      ,  dy  i 

V    j/i  ^x«  — X  ^^     |/i-i-x« 

,     i/i  -♦-  X  -t-  l/i  —  X     dy  1 

y  =  log^^-= '^^  ;>^= .      ■       - 

|/1  H-  X  —  j/i  —  X       "^  X  |/i  -♦-  x« 

^  p    <fy      dydw      dydt? v-i^^        ri        ^^ 

y      '  '  dx      dtidx      dt?dx  dx  ^    dx 

y  =a^'  =  a%  '4-=-T'  j-  =  aMog  a . 6*  log 5  =  log a  log  5  a*' 6*. 
ax      az  ax 

Si  Ton  avait 

y  =  cos  (,  x  =  sin  *, 
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la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  se  trouverait  en  posant  (N«  10) 

dy       dt       —  sïnt  x 

^— ==  — taDgf= 


dx       dx         cosf  '    o  y^ ^ 

Tt 

20.  Dérivation  des  fonctions  imaginaires.  —  Les  fonctions  que 
nous  avons  dérivées  jusqu'à  présent,  étaient  toutes  réelles  ;  et  en  effet, 
si  elles  avaient  été  imaginaires^  des  accroissements  ou  des  diminutions 
attribuées  k  de  semblables  fonctions  n'auraient  eu  aucun  sens  intelligi- 
ble. Cependant ,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  plus  se  rendre  compte  d'un 
accroissement  d'une  quantité  imaginaire  que  de  la  nature  de  la  quantité 
imaginaire  elle-même,  on  est  souvent  conduit  h  généraliser  les  trans- 
formations effectuées  sur  des  quantités  réelles;  ainsi  si  une  fonction 
de  X  contient  soit  en  coefficient,  soit  en  exposant  le  symbole  imaginaire 
y —  i  ,  on  dérivera  d'après  toutes  les  règles  précédentes,  en  considé- 
rant |/ —  1  comme  une  quantité  invariable.  Les  fonctions 

y  =  cos  X  H-  j/ —  1  sinx,  y  =  a^~  * 
donneront  donc 

-T^  =  —  sin  X  -t- 1/ —  i cosx,    -r  =  i/ —  ^  log a a^ "  . 

dx  ^  dx      ^  ^ 

2i.  Dérivation  des  fonctions  implicites.  Équations  dérivées.  — 
Jusqu'ici  on  ne  s'est  occupé  que  de  la  dérivation  des  fonctions  expli- 
cites. Considérons  maintenant  la  fonction  implicite 

/-(x,  y)  =  0. 

La  valeur  de  la  dérivée  de  la  variable  dépendante,  ou  -^  ,  pourrait 

dx 

souvent  s'obtenir  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  &  y  et  en  dé- 
rivant ensuite  d'après  les  règles  précédentes;  mais  outre  que  cette 
résolution  est  souvent  impossible ,  il  importe  encore  de  pouvoir  obte- 
nir cette  dérivée  sans  passer  par  cette  opération  préliminaire.  Soit 
donc  k  l'accroissement  que  fait  prendre  h  y  un  accroissement  h  donné 
à  x;  ces  deux  accroissements  sont  liés  entre  eux  de  telle  manière  que 
si  l'on  remplace  x  par  x  -^  h  et  y  par  y  -t- 1 ,  l'équation  doit  encore 
être  satisfaite,  c'est-à-dire,  que  l'on  doit  avoir 

/'(x-hA,y-4-fc)  =  0. 
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Cette  double  substitution ,  au  lieu  d'être  faite  simultanëment,  peut  se 
faire  successivement  de  cette  manière  :  donnons  aux  x  Taccroissement 
h  sans  toucher  aux  y;  la  fonction  /"(x ,  y)  devient  alors 

/'(x,y)H- A/'/(xH-GA,y), 

/*'  (^»  y)  représentant,  comme  au  (N®  9) ,  la  dérivée  de  cette  fonction 
prise  par  rapport  à  la  lettre  x  considérée  comme  seule  variable.  Don- 
nons ensuite  dans  ce  résultat  un  accroissement  k  aux  y  sans  toucher 
aux  X  ;  le  premier  terme  f(x ,  y)  devient 

/'(x,y)-t-i/;'(x,  y  H-e'*), 

en  représentant  par  fy  (x,  y)  la  dérivée  de  /*(x,  y)  prise  par  rap- 
port à  la  seule  variable  y  ;  quant  au  second  terme  /"/(x  -♦-  GA,  y), 
représentons  par  U  son  accroissement;  ce  terme  deviendra  donc 

fj  {X'\-^h,y)  H-Uifc 

et  le  résultat  de  la  double  substitution  dex-^-Aàxetdey-H^ày 
prendra  la  forme 

/•(x,  y)  -4-  kfj  (x,  y  -4-  e'fc)  h-  hfj  (x  h-  9A,  y)  -f-  UAifc  =  0, 
ou  bien,  en  supprimant  le  premier  terme  qui  est  nul , 

I  /;'  (^.  y  -*-  ô'*)  -^  A'  (^  -*-  oA,  y)  +  ufc  =  0. 

Si  l'on  passe  à  la  limite  en  faisant  h  nul,  ce  qui  fait  évanouir  ky  -  de- 

h 

viendra   -,  -  et  on  aura  l'équation 
dx 

d'oùl'on  tii-c 

dx      f;{x,yy ^'' 

qui  apprend  que  pour  une  fonction  implicite  de  deux  variables  x,  y, 
égale  à  zéro,  la  dérivée  de  la  variable  dépendante  y  est  représentée 
par  le  quotient  de  la  division  de  la  dérivée  de  la  fonction  par  rapport 
h  X,  par  sa  dérivée  par  rapport  k  y,  en  changeant  le  signe  du  quotient. 
Ordinairement  on  laisse  cette  équation  sous  la  forme 

/;'{x,2/)5f-H/-/(x,y)  =  0 
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que  Ton  nomme  équation  dérivée  de 

f{x,y)  =  0. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  se  compose  de  deux  parties 
dont  la  première  est  visiblement  la  dérivée  de  la  fonction  par  rapport 
à  y  considéré  comme  fonction  de  x,  et  la  seconde,  la  dérivée  par 
rapport  à  x  considérée  comme  variable  indépendante.  Ces  deux  parties 
se  nomment  dérivées  partielles  et  la  somme  forme  la  dérivée  totale. 
Ainsi ,  dans  l'exemple  suivant , 

y'  —  5xy'  —  3x'y  h-  x*  -♦- 1  ===  0 , 

on  trouve 

fs{x,  y)  =  -  Sy«  -  6xy  -+-  Sx»,    /"/(x,  y)  =  5y«  -  iOxy  -  5x« 

et  l*équation  dérivée  prend  la  forme 

(3y«  —  iOxy  —  5x«) ^  —  (5y«  -4-  6xy  —  5x«)  =  0. 

Elle  conduit  à  une  valeur  de  ^  exprimée  en  fonction  de  x  et  de  y. 

Pour  avoir  cette  dérivée  en  fonction  de  x  seul ,  il  faudrait  éliminer  y 
entre  cette  dernière  équation  et  l'équation  primitive  donnée. 

Les  dérivées  de  /*(x,  y)  par  rapport  à  x  et  y ,  que  nous  sommes  con- 
venus de  désigner  par  /"/(x,  y)  et  /y'(x,  y),  sont  souvent  représentées 

dfi^y  y)      df{x,  y)    j^  ^^j^^^  ^^  dy    ^^^  ^^^^^  j^  ^^^^^ 
^         dx  dy  dx 

df{x,y) 

dy dx 

dx~^       df{x,  y) 
dy  ~ 
Cette  équation  peut  aussi  être  mise  sous  la  forme  suivante,  en 
faisant  disparaître  les  dénominateurs  et  en  traitant  rfx  et  dy  comme 
des  quantités  ordinaires , 

dy  dx 

Telle  est  Téquation  différentielle  de  f{x,  y)  =  0.  Le  premier 
membre  se  compose  de  deux  parties,  dont  la  première  est  évidemment 
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la difiërentielle  de  f{x^  y)»  en  traitant  y  seul  comme  variable,  et  la 

seconde  est  la  difiërentielle  de  f{Xy  y)  prise  en  faisant  varier  x  seul. 

Chacune  de  ces  parties  se  nomme  différentielle  partielle  de  f{x,  y) , 

l'une  par  rapport  à  y  et  l'autre  par  rapport  à  x;  la  somme  forme 

la  différentielle  totale.  Connaissant  l'équation  différentielle  totale , 

on  pourra  toujours  par  une  simple  division  remonter  à  la  valeur  de 

du 

-7-.    Soit  par  exemple 

xy  — a  =  0; 


on  trouvera 


M^LÉ.dy  =  x9\ogxdy, 
fe^dx  =  ya^*dx, 


et  en  additionnant , 


x!f  log  xdy  -t-  yx^^dx  =  0 , 
qui  est  Féquation  différentielle  de  l'équation  donnée;  on  en  tire 

dy^      y 

dx  X  log  X 

Observons  que  la  différentielle  d'une  équation  implicite  à  deux 
variables  aurait  pu  se  déduire  de  la  règle  démontrée  (N""  9)  pour  la 
différentiation  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  en  effet  u  «==  /"(x,  y),  y 
étant  une  fonction  de  x  ;  il  vipnt 

dx  dy      dx 

et  comme  u  est  nul,  du  l'est  aussi;  on  a  donc,  en  supprimant  le 
facteur  commun  dx , 

df{x,  y)  ^  df{x,  y)    dy^^ 
dx  dy         dx         ' 

22.  Dérivées  des  ordres  supérieurs  des  fonctions  explicites.  —  La 
dérivée  f'x  d'une  fonction  donnée  de  x  étant  elle-même,  en  général , 
une  fonction  de  x,  peut  être  soumise  au  procédé  de  la  dérivation  et 
a  par  conséquent  une  dérivée  que  nous  représenterons  par  /^'x.  Cette 
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fonction,  obtenue  par  deux  dérivations  successives ,  se  nomme  dérivée 
ou  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  fx.  De  même,  la  dérivée 
de  f'x  que  nous  désignerons  par  f'"x,  est  la  dérivée  du  troisième 
ordre,  etc. 

Les  valeurs  de  ces  dérivées  successives  sont  faciles  &  obtenir;  ainsi 
pour  la  fonction  x"*,  on  trouve 

/^x  =  iiix"*-*,    f'x  =  m  (m  —  l)x*-% 
/•'"x  =  m{m^  \)  (m  —  2)  x--». 

a 
Poury  =-,  il  vient 

^  a       -,,        2a       _.,,  6a       ^„,        24a 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  à  une  autre  notation 
simple  et  commode  pour  représenter  les  différentes  dérivées.  On  a  vu 

plus  haut  (N**6)  que  ^  doit  être  considéré,  non  comme  une  fraction 

ordinaire,  mais  comme  une  notation  ou  un  signe  servant  à  rap- 
peler clairement  l'origine  et  la  signification  de  cette  quantité.  Ensuite 
on  a  fait  la  remarque  que  Ton  pouvait ,  sans  changer  les  résultats , 
traiter  dy  et  dx  comme  des  grandeurs  infiniment  petites ,  susceptibles 
de  toutes  les  opérations  de  Talgèbre ,  ce  qui  a  permis  de  considérer 

-^ ,  non  plus  comme  un  simple  signe,  mais  comme  un  véritable  rap- 
dx 

port  entre  Taccroissement  de  la  fonction  et  celui  de  la  variable ,  ces 

accroissements  étant  infiniment  petits  à  la  vérité,  mais  soumis  à  toutes 

les  règles  de  la  différentiation  ;  ainsi  la  différentielle  de  dy  est  d{dy) 

que  l'on  convient  d'écrire  ainsi  :  d*y ,  et  qu'on  nomme  différentielle 

seconde  de  y  ;  de  même  la  différentielle  de  d*y,  est  d  (ci*y) ,  que  l'on 

écrit  d'y ,  c'est-à-dire ,  différentielle  troisième  dey;  il  en  est  de  même 

de  dx;  cependant  comme  x  est  la  variable  indépendante,  c'est-à-dire, 

celle  à  laquelle  on  attribue  un  accroissement  facultatif,  on  peut  pour 

simplifier,  admettre  que  x  augmente  toujours  par  intenalles  égaux,  ce 

qui  rend  dx  constant  et  ses  différentielles  successives  nulles.  Cela 

posé,  si  on  prend  la  différentielle  de  la  fraction  -p,  en  supposant  le 

dénominateur  constant,  on  trouve 

d(dy)_d^y 
dx  dx 


(^y 
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et  le  coefficient  difTérenti^l  qui  s'obtient  en  divisant  par  dx,  prendra 

d^t/  (/'î/     d"i/ 

la  forme  y^.  On  trouvera  de  même  ~,   -t-2  pour  les  coefficiens  dif- 

férentiels  du  3"»°  et  du  «™"  ordre. 

Ces  notations  auxquelles  nous  a  conduit  la  considération  en  appa- 
rence peu  rigoureuse  des  infiniment  petits,  a  été  conservée  dans  la 
théorie   des  limitas   pour    représenter    les    dérivées  des  dilTérents 

ordres ,  d*abord  parce  que  la  notation  -j-^  indique  clairement  que  cette 

quantité  s'obtient  par  n  dérivations  successives  par  rapport  à  x  et  en 
second  lieu,  parce  que  leur  adoption  présente  cet  avantage  impor- 
tant que  Ton  peut  à  chaque  instant  transformer  les  résultats  obtenus 
par  la  considération  des  infiniment  petits,  dans  ceux  qu*eut  donné 
la  théorie  des  limites.  Par  exemple,  les  dérivées  successives  de  la 
fonction  x^  trouvées  plus  haut ,  pourront  aussi  être  obtenues  de  la 
manière  suivante ,  en  faisant  usage  des  infiniment  petits  :  une  pre- 
mière différentiation  donne 

dy  =  mx"*"*  dx 

si  on  différentie  une  seconde  fois  en  traitant  dy  comme  variable  et 
dx  comme  constant,  on  trouve 

d^y  ==  m  (m  —  1)  X**"'  dx*, 

dhf 
d'où  l'on  tirera,  quand  on  le  voudra,  la  valeur  de  -,—•  et  cette  valeur 

sera  identiquement  la  même  que  si  l'on  eut  pris  la  dérivée  de  la  déri- 
vée du  premier  ordre.  En  différentîant  une  troisième  fois  les  deux 
membres  de  l'équation  précédente,  il  vient 

d'y  =  m  (w  —  1)  (w  — -  2)  x*-'  dx' 

d'v 
qui  servira  à  déterminer  -=-^  ,  et  ainsi  de  suite. 

23.  Dérivées  successives  d'une  fonction  de.  fonction.  — Les  dérivées 

d'v       d'v 

successives-— 5      -r^ d'une  fonction  de  fonction  donnée  par  le 

dx'       dx' 

système  des  deux  équations 

N  y==/«>     tt  =  Fx, 
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s'obtiennent  facilement;  car  une  première  dérivation  donne  (N""  8) 

dy dy  du 

dx       du  dx 

et  si  l'on  prend  une  seconde  fois  la  dérivée  des  deux  membres  par 

rapport  à  x,  en  remarquant,  i»  que  la  dérivée  de  —  est  -r~,  2»  que 

dx        dx*'      ^ 
dy 
—  est  une  fonction  de  u  tirée  dey  =  fu  et  que  par  conséquent  la 

dérivée  de  ^^  par  rapport  à  x  est 


■œ 


du      d*ydu 


du         dx      du^  dx 

^  -  .,-.,,    du  .  d*u 

et  5"  que  la  dérivée  de  -p  par  rapport  a  x  est  -=-;  ,  on  trouvera 
ox  dx* 

dx*   ""   du*  \dxj     ■*■  dii  diï  * 
En  dérivant  une  troisième  fois,  on  trouverait  de  même 
rf»y  _  d»y  /du\i  d^d^udu       dy  rf»u 

dx*       du^  \d^J  ^**'  dx*  dx       du  dx* 

Dans  l'exemple  suivant  : 

2^  =  logu,     t<  =  sinx, 
on  trouve 

dy^i        ^___J_        d^y       2 
du       u  '     du*  u*  '     du*       u* 

du                    d*u                         d^u 
^=co8x,    ^  =  -sinx,     ^ cosx 

et  en  substituant , 

dy cos  X  d*y co8*x      sin  x i 

dx         u  '     dx*  u*  u  sin*x  ' 

d'y      2  cos'x      5  sin  x  cos  x      cosx 2  cos  x 

dx'  w'  u*  u  sin'x 


CALCUL   DIFFÉRENTIEL.  59 

34.  Dérivées  successives  ^  les  deux  variables  étant  données  en  fonc- 
tion d*une  troisième.  —  Supposons  les  deux  variables  y  et  x  données 
en  fonction  d'une  troisième,  de  manière  que  l'on  ait 

on  sait  (N"  iO)  que  la  dérivée  première  est  donnée  par  Téquation 

dy 

dx~~F't     «te  ' 
dt 

Pour  trouver  la  dérivée  seconde  -t^  >  dérivons  les  deux  membres 

dx* 

de  l'équation  précédente  par  rapport  à  ( ,  en  observant  que  x  étant 

fonction  de  t ,  on  a 

\écj  \dxj  dxd^ydx     d*y 

dt      ~      dx      dt~dx*dt      dx* 

mais  la  dérivée  du  second  membre  est 

Ftft  —  f'tF't, 

(F'O* 
il  vient  donc 

dx    d*y      dy  d*x 

d*y      Ftp't  —  f'tV't      di"dt*~didi* 

dx*~  (F't)»  /rfxV 

\dtj 

d^y 
Une  marche  analogue  fera  connaître  la  valeur  de    -r^  ,  etc. 

Prenons  pour  exemple 

y  ==sin  tj     x  =  cos  t; 
On  trouve 

/•'f  =  cos  e, /■"(=  — sin  t,  F7  =  — sin  f,  F"f  =  — cos(, 
et  par  suite, 

dy  d*y      sin't -4-  cos  *( 1  rf'y 3cos( 

^^=  — cote,    ^=    (— sinf)»    """^sin»*'    rfx*""'~sin«t 
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25.  Dérivées  des  fonctions  implicites.  —  Passons  à  la  recherche  des 
dérivées  des  différents  ordres  dans  les  équations  implicites.  On  sait 
(N"  2i  )  que  la  dérivée  du  premier  ordre  de  y  dans 

est 

dy  dx 

dx  df 

dy 

Le  second  membre  est  en  général  une  fonction  de  x  et  de  y  que 
nous  représenterons  par  F  (x,  y)  ;  on  a  donc 

et  si  on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  en  obser- 

vant  que  la  dérivée  du  premier  membre  est  -r^  et  que  la  dérivée  du 

second,  est 

dF      dF  dy 

dx      dy  dx  ' 
il  viendra 

d}y  __  dF  dF  dy         , 

dx^      dx  dy  dx 

ou,  en  remplaçant --^  par  sa  valeur, 

d«w       dF      dF    ^, 
di-di-*-d-y-^(^'^)- 

Le  second  membre  est  encore  une  fonction  de  x  et  y  qu'on  repré- 
sentera par  f  (x,  y),  de  sorte  que 

à*y        ,       . 

qu'on  dérivera  de  nouveau  de  la  même  manière  pour  avoir  y^  • 

26.  Équations  dérivées  successives.  —  Au  lieu  de  chercher  immé- 
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diatement  les  valeurs  de  j^,   -7^ on  préfère  souvent  suivre  la 

marche  que  voici  :  on  sait  que  Tëquation  dérivée  de 

est,  en  représentant,  pour  abréger  la  fonction  par  f  et  la  dérivée  -p 
parp, 

qui  fera  connaître  -^  quand  on  en  aura  besoin.  Comme  fj  et  /,'  con- 
tiennent X  et  y  et  que  p  est  une  certaine  fonction  de  x  et  y  ou  plutôt 
de  X  seul,  puisqu^on  peut  concevoir  y  remplacé  par  sa  valeur  en  x, 
on  considérera  le  premier  membre  de  cette  équation  comme  étant  une 
fonction  de  x  variable  indépendante,  de  y  fonction  de  x  et  de  p 
fonction  de  x.  Si  donc  on  convient  de  représenter  par  /*J  ^ ,  /*'^'^  ^ ,  les 
dérivées  de  fx  par  rapport  à  la  lettre  y  et  par  rapport  à  la  lettre  x, 
et  par  f'^  »»  /^'  y  >  les  dérivées  de  /,'  par  rapport  à  x  et  à  y,  il  viendra 
en  prenant  la  dérivée  totale  des  deux  membres  de  cette  équation  par 
rapport  à  x^ 

qui  est  l'équation  dérivée  seconde  de  l'équation  donnée.  On  pourra 
quand  on  voudra,  en  tirer  la  valeur  de  -^  ou  -7-^  •  En  représentant 

3^  par  a  y  on  pourra,  de  même,  considérer  la  fonction  qui  forme  le 
ox 

i*'  membre  de  l'équation  précédente  comme  contenant  des  x,  des  y 

fonction  de  x,  des  p  fonction  de  x  et  des  q  fonction  de  x,  et  si  l'on 

dq      d^y 
prend  la  dérivée  totale^  on  aura  une  équation  qui  contiendra  ^r- ou  ^~ 

et  qui  servira  à  déterminer  cette  dernière  dérivée. 

Souvent  au  lieu  de  la  notation  f"  ^  qui  indique  le  résultat  d'une 

double  dérivation ,  la  première  par  rapport  à  la  lettre  x  et  la  seconde 

d*f 
par  rapport  à  la  lettre  y,  on  emploie  la  notation  ,  j:   &  laquelle  on  est 
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conduit  par  la  considération  des  infiniment  petits.  L*équation  précé- 
dente devient  alors 

dY  dy  ^  d*f/dy\*  ^  dfd*y  ^  d*f  ^     d*f  dy _^ 
dydxdx      dy*\dxj        dy  dx*      dx*      dxdy  dx 

Prenons  pour  exemple 

ary  —  i  =  0. 
On  tire  de  là 

dx      ^'     dy      '''     dx*        '     dy*      "'     dxdy"    '     dydx~    ' 

^3  =  0.  etc. 
L'équation  dérivée  première  est  done 

dx     ^ 

dy 
d*ou   on  pourrra  tirer  -^  •  Les  équations  dérivées  seconde ,  troi- 
sième, etc.,  sont 

dx         dx* 

d«y^    ^—0    ' 
dx*         dx'  . 

d*y      d^y 

qui  donnent  les  valeurs  de  -r4i     i-v 

*  dx*      ax* 

27.  Différentielles  successives  d'une  fonction  implicite.  —  Les  prin- 
cipes de  la  difTérentiation  conduisent  d'une  manière  souvent  plus 
commode  aux  équations  dérivées  successives  d'une  équation  implicite 
donnée.  La  même  fonction  nous  servira  d'exemple;  sa  différentielle  est 

Si  on  différentie  de  nouveau  en  traitant  x,  y,  di/  comme  variables 
et  dx  comme  constant,  on  trouve  successivement, 

xd*y  -t-  ^dydx  =  0, 

xd^y  -4-  Zd*ydx  =  0, 

xd*y  -+-  kd^ydx  =  0 , 
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qui  sont  les  équations  différentielles  seconde,  troisième ,  etc.,  de 
l'équation  implicite  proposée;  elles  reproduisent  exactement  les  équa- 
tions dérivées,  en  divisant  les  deux  membres  de  la  première  par  dx*, 
et  par  efx^,  dx* les  deux  membres  de  la  seconde,  de  la  troi- 
sième, etc. 

Les  mêmes  principes  peuvent  servir  à  déterminer  les  dérivées  des 
ordres  supérieurs  des  fonctions  données  par  un  système  de  plusieurs 
équations.  Soit  z  une  variable  indépendante  et  x,  y  deux  fonctions  de 
cette  variable  déterminées  par  les  équations 

F(x,  y,  z)  =  0. 

En  dérivant  une  première  fois  par  rapport  à  z,  il  vient  comme 
on  Ta  vu, 

dfdx      dfdy      df_  dFd^^dFdy      dV_ 

dx  dz      dy  dz      dz         *     dx  dz      dy  dz      dz         ' 

dx        du 
d'où  l'on  peut  déduire  par  l'élimination ,  les  valeurs  de  -7-  et  -"^ . 

dz       dz 

d^x       d^y 
Pour  obtenir  les  expressions  de  -z-^  et  -7—  il  suflit  de  dériver  de 

d*x      d^ti 
nouveau  ces  équations  et  de  résoudre  par  rapport  à  -j-r  et  -~~  celles 

oz"      dz* 

que  l'on  trouvera,  après  avoir  substitué  pour  x*    ®'   "3  '  leur  valeur. 

dz         dz 

28.  Changement  de  la  variable  indépendante.  —  Les  dérivées  suc- 

dy      d^y         ..  ,      ,      . 
cessives-^ ,     -=— tirées  des  équations 

f{^9y)  =  ^    ou    y  =  fx 

ont  été  prises  jusqu'ici  en  supposant  x  variable  indépendante,  ou  au 

point  de  vue  de  la  considération  des  différentielles ,  en  supposant  dx 

dx       d  *x       d  '  j* 

invariable.   Si  on   voulait  avoir  les  dérivées  -r-,    -r-r*     -;-  

dy       dy*       dy^ 

pour  lesquelles  x  devient  la  variable  dépendante  et  y  la  variable  indé- 
pendante ,  il  faudrait  reprendre  les  dérivations  successives  de  la  fonc- 
tion donnée  dans  cette  nouvelle  hypothèse;  mais  il  existe  entre  ces 
deux  espèces  de  dérivées,  des  relations  telles  que,  si  les  premières 
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ont  été  calculées,  on  pourra  immédiatement  connaître  les  secondes. 
Pour  trouver  ces  relations ,  remarquons  que ,  diaprés  ce  qu^on  a  vu 
(N**  10  et  24),  au  lieu  de  considérer  x  et  y  comme  liées  entre  elles 
par  une  seule  équation,  on  peut  les  concevoir  exprimées  chacune 
en  fonction  d'une  troisième  variable  t,  pourvu  que  ces  fonctions 
de  t  soient  telles  qu'en  éliminant  cette  lettre  entre  les  deux  équa- 
tions, on  retrouve  l'équation  donnée  en  x,  y;  alors  en  prenant  la 
nouvelle  variable  t  pour  variable  indépendante,  on  a  vu  que  les  dérivées 

dx    d}x    dPx 

-,-  ,   r-r ,  -7-7  etc.  sont  données  par  les  formules 

dy    dy*    dy^  ^ 

dx  dy  d^x      dx  d*y 

^_^  d*x      dtW~Tt'dt^      rf»x 

dy-dy'  dyi-         T^V  '    rfy»^^*^' 

dt  \dij 

Or,  si  on  conçoit  l'équation  primitive  en  x,  y  résolue  par  rapport  à  y 
et  qu'on  fasse  x  égal  à  tla  relation  entre  x  et  y,  pourra  être  remplacée 
par  le  système  des  deux  équations 

y  =  ftjx  =  t. 

La  seconde  des  deux  équations  donne 

dx  d*x 

di^      'rfï^"" 


et  les  formules  deviennent,   en  observant  que  dt  =  dx, 

cPy 
dx       4      d«x  dx*      cPx 


dy^  dy*  /dyV'rfy» 

dx  \dxj 


=:etc. 


qui  remplissent  évidemment  le  but  qu'on  se  proposait.  En  tirant  de 

dy     d*y 
ces  équations  les  valeurs  des  anciennes  dérivées  -^^  ^ et  en 

les  substituant  dans  les  équations  dérivées  totales  trouvées  plus  haut 
(N*»  2i  et  26),  on  obtiendra  les  équations  dérivées  prises  dans  l'hypo- 
thèse de  y  variable  indépendante. 

29.  La  première  de  ces  équations  donne  lieu  à  une  remarque  im- 
portante. Si  on  dérive  l'équation 

/'(x,y)=o. 
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en  prenant  x  pour  variable  indépendante,  on  a  pour  équation  dérivée, 

dy    dx      dx       ' 
et  pour  équation  différentielle , 

:/-  cfy  -»-  -r  <fa  =  0. 

dy    ^       dx 

En  changeant  ^  en  y- ,  on  a  pour  équation  dérivée,  dan$  l'hypo- 
thèse  de  y  variable  indépendante , 

dy  dx       dx         '  dy      dx  dy 


et  pour  équation  différentielle , 

dy  dx 

On  voit  donc  que  Téquation  différentielle  première  d'une  équation  à 
deux  variables,  reste  la  même  quelle  que  soit  celle  des  deux  que  l'on 
prenne  pour  variable  indépendante.  Cette  remarque  ne  s'applique 
qu'aux  équations  différentielles  premières. 


CHAPITRE  II. 


Applications  analytiques  du  calcul  différentiel.  —  Détermination  de  la  vraie  valeur 
des  fonctions  qui  deviennent  §  pour  une  certaine  valeur  attribuée  à  la  variable. 

—  Fonctions  qui  deviennent  ^  .  —  Fonctions  qui  deviennent  0  ;  <»  •  —  Fonc- 
tions qui  deviennent  i* .  —  Formule  de  Taylor.  —  Formule  de  Maclaurin.  — 
Convergence  des  séries.  —  Terme  somma  toi  re  de  la  série  de  Taylor.  —  Limite 
de  la  série  de  Taylor.  —  Conséquences  relatives  à  la  convergence  de  la  série 
de  Taylor.  —  Terme  limite  de  la  série  de  Maclaurin.  ~  Conséquences  relatives 
a  la  convergence  de  la  série  de  Maclaurin.  —  Série  de  Taylor  en  défaut.  — 
Développement  d^une  fonction  suivant  les  puissances  entières  d^une  fonction 
donnée  de  la  variable.  —  Formule  pour  le  retour  des  suites.  —  Formule  pour 
la  résolution  des  équations  numériques.  —  Maxima  et  minima  des  fonctions 
d^me  seule  variable.  —  Expressions  imaginaires  des  sinus  et  cosinus.  — 
Racines  de  Tunlté.  —  Racines  des  équations  à  deux  termes.  —  Développement 
de  cos«»ap,  sin«»x.  —  Quelques  expressions  symboliques  remarquables.  —  Déve- 
loppement de  cos  tnx  et  sin  mx. 


30.  Fonctions  qui  deviennent  §  pour  une  certaine  valeur  attribuée 
d  la  variable.  —  Proposons-nous,  pour  première  application  analy- 
tique du  calcul  différentiel,  de  trouver  la  limite  vers  laquelle  converge 

p 
la  fraction  ~ ,  lorsqu*en  faisant  converger  x  vers  une  valeur  constante 

a ,  les  deux  termes  P  et  Q  qui  sont  des  fonctions  de  x,  convergent  à  la 
fois  vers  zéro ,  ou  lorsque  la  fraction  se  présente  h  la  limite  sous  la 
forme  f  ■  Remarquons  d'abord  que  lorsqu'une  fonction  P  de  x  s'éva- 
nouit pour  x  =  a,  on  doit  en  conclure  que  a  est  une  des  racines  de 
l'équation  P  =  0  et  par  suite  du  théorème  fondamental  de  la  théorie 
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des  équations,  P  doit  être  divisible  exactement,  une  ou  plusieurs  fois, 
par  X  —  a,  du  moins  si  cette  fonction  est  rationnelle  et  algébrique  ; 
en  sorte  que  P  peut  être  mis  sous  la  forme  P'  (x  —  a)**,  dans  laquelle 
P'  ne  s'évanouit  plus  pour  x  =  a.  On  reconnaît  de  même  que  Q  doit 
être  de  la  forme  Q'  (x  —  a)"  et  par  conséquent 

P       P^(x  — g)^ 
Q~  Q'(ar  — a)"  ' 

On  voit  par  cette  décomposition,  pour  quel  motif  les  deux  termes 

p 

de  la  fraction  -  s'évanouissent  à  la  fois  pour  x  =  a;  on  voit  aussi  qu'en 

supprimant  le  facteur  commun  x  —  a ,  on  connaîtra  la  vraie  valeur 

p  P' 

de  la  fraction  rr  ;  ainsi ,  si  m  =  n,  la  vraie  valeur  est  ~  dans  laquelle 

X  doit  être  remplacé  par  a.  Si  m  >  n ,  la  fraction  est  réductible  h  la 

forme  — ^^ — r^ qui  devient  zéro  pour  x  =  a.  Enfin  si  n  >  w, 

P'  i 

on  la  ramène  à  la  forme  7-7-7 r et  pour  x  =  a ,  il  vient  -  ou 

Q'(x  — a)"—       ^  0 

l'infini. 

Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  que  si  l'on  pouvait  découvrir  le 

facteur  commun  de  ces  deux  termes,  on  connaîtrait  immédiatement  la 

vraie  valeur  de  la  fraction;    mais  cette  recherche  est  souvent  fort 

longue,  surtout  pour  les  fonctions  irrationnelles  ou  transcendantes. 

Le  calcul  dififérentici  conduit  h  une  solution  très-simple  et  générale 

de  la  question  ;  en  effet  si  a  est  la  valeur  de  x  qui  fait  évanouir  les 

deux  termes,  en  remplaçant  x  par  a  +  /i,  la  fraction  deviendra 

-r:^ ;4  et  il  suffira  de  faire  A  nui  pour  retrouver  la  valeur  cher- 

f(a^h) 

chée;  or  en  désignant  par  0  et  0'  deux  facteurs  inconnus  compris 

entre  0  et  i,  on  sait  (N«  5)  que  les  deux  termes  de  cette  fraction 

se  transforment  de  la  manière  suivante  : 

F  (a  -H  A)       Fa4-AF^(a-4-eA) 
/•(a-+-A)""  fa-k-hp  (a-^-rh)  ' 


qui  se  réduit  à 


F  (g  -f-  A)      F^  (g  -t-  QA) 
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parce  Fa  et  fa  sont  nuls  par  hypothèse.  Si  on  fait  converger  h  vers 
zéro  cette  égalité  devient 

Va      Y'a 
fa-Ji' 

d*où  résulte  ce  théorème  :  le  rapport  de  deux  fonctions  qui  s'éva^ 
nouissent  d  la  fois  quand  on  attribue  à  la  variable  une  certaine 
valeur,  est  égal  au  rapport  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions- 

Si  les  deux  dérivées  premières  s'évanouissent  elles-mêmes  pour  la 
valeur  attribuée  à  la  variable ,  il  est  visible  qu'en  opérant  sur  celles-ci 
comme  on  Ta  fait  sur  les  fonctions  primitives ,  on  sera  conduit  k  cette 
conclusion ,  que  le  rapport  cherché  est  représenté  par  le  rapport  des 
dérivées  secondes  et  qu'en  général ,  il  est  représenté  par  le  rapport 
des  deux  premières  dérivées  semblables  qui  ne  s'évanouissent  pas 
simultanément. 

Prenons  pour  exemple  la  fraction ^  qui  devient  §  pour  x  =  i  ; 

on  trouve ,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes  » 

—  2x""2 

pour  la  valeur  cherchée.  La  fraction 

3x*  —  a*  —  2ox 
X*  —  5  ox  H-  4o* 

qui ,  pour  x  =  a ,  deviennent  § ,  donne  »  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  termes, 

6  X  -  2  g 4 

2x—^a~      %' 

On  trouve  de  la  même  manière ,  pour  x  =  0, 

o* — 6'      log"a  —  log*6 
X*     "^  i.  2.5 n  ' 

et  en  dérivant  plusieurs  fois  le  numérateur  et  le  dénominateur, 
pour  x==  0, 

1— cosx_l      e^  — e"^*— 2x_        x  —  sin x  _ i 
X»  2'        X  — sinx     ~"    '         X*  6* 
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31 .  Fonctions  qui  deviennent  ^  •  —  Si  les  deux  termes  de  la  frac- 

on  trouvera  la  vraie  valeur  en  effectuant  les  opérations  indiquées  plus 
haut,  sur  la  fraction  mise  sous  la  forme 

fx 


Fx 


qui  devient  §  pour  x  =  a.  En  prenant  la  dérivée  des  deux  termes  de 
cette  fraction,  on  trouve 

rx     \fx)  ri' 

F'x 

et  par  conséquent,  en  représentant  par  A  ce  que  devient  la  fraction 

Fx 
donnée  -j-  quand  x  =  a, 
fx 

*      *   F'a' 
d'où  l'on  tire 

F'o 

On  voit  par  là  que  la  règle  indiquée  plus  haut  est  commune  aux  cas 
où  les  deux  termes  deviennent  à  la  fois  nuls  ou  infinis. 
Prenons  pour  exemple  la  fraction 


qui  devient  §  pour  x  =  0 ,  quand  m  est  positif.  Si  on  y  applique  la 
règle  précédente,  il  se  présente  une  difficulté  que  Ton  évite  en  faisant 
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ce  qui  transforme  la  fraction  donnée  dans  celle-ci 

r 

dont  les  deux  termes  sont  infinis  pour  y  =  oo  c'est-è-dire,  pour  x=xO; 
la  vraie  valeur  est  donc  la  même  que  celle  de 

Celle-ci  devenant  aussi  ^  pour  y  =  oo ,  a  pour  valeur 


m(m  — 2)y-^' 
2"       e^^y 


2  ^2  J    cv« 


et  ainsi  de  suite.  Or,  si  m  est  un  nombre  entier  et  pair,  après  un 

nombre  -r-  de  dérivations  successives,  on  trouvera  pour  vraie  valeur 
z 

la  fraction 

m 

i.2.  3.  4  1 


dont  le  dénominateur  seul  devient  infini  pour  y  =:  oo  ;  la  valeur 
cherchée  est  donc  zéro.  Si,  au  contraire,  m  est  impair  ou  fraction- 
naire, il  est  visible  qu*après  un  nombre  n  de  dérivations  immédia- 
tement supérieure  à   ^,  Texposant  de  y  deviendra  négatif;  on  pourra 

donc  en  faisant  descendre  y  au  dénominateur  faire  en  sorte  que  le 
numérateur  soit  un  nombre  constant  et  fini ,  tandis  que  le  dénomi- 
nateur prendra  la  forme  y"-*ey*  et  sera,  par  conséquent  encore  infini; 
on  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  la  fraction 


"âc' 


est  nulle  pour  x  =  0. 

52.  La  méthode  précédente  serait  évidemment  en  défaut  si  toutes 
les  dérivées  successives  du  numérateur  et  du  dénominateur  étaient 
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nulles  ou  infinies  pour  la  valeur  donnée  &  la  variable,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  fraction 

y^x  ^l/a-h  ^)/x — a 

dont  les  deux  termes  sont  nuls  et  ont  des  dérivées  successives  toutes 
infinies  pour  x  =  a.  Il  faut  dans  ce  cas,  chercher  à  découvrir  algébri- 
quement le  facteur  commnn  qui  fait  évanouir  les  deux  termes.  En 
décomposant  la  fraction  précédente  de  cette  manière 

j/{x  -H  a)  {y^-h  l/i)  (|/x  —  |/i)" 
/j/x  —  j/â  l/{x  H-  a)  (|/x  H-  i/a) 


on  reconnaît  que  }/y/x  —  i/a  ^^  facteur  commun  et  on  trouve 
pour  vraie  valeur, 


33.  Fonctions  qui  deviennent  0° ,  oo».  —  Cherchons  encore  la  vraie 
valeur  que  prend  la  fonction  Fx^'  lorsque  les  deux  fonctions  Fx  et  fx 
deviennent  nulles  pour  une  même  valeur  a  de  la  variable.  En  la  repré- 
sentant par  u ,  il  vient 

loff  Fx 

u  =  Fx/*',  log  u  =  fx  log  Fx  =  — ^ 

1 

Celte  deruièrc  expression  prend  la  forme  — -^  pour  x  =  a,  puisque 
log  0  est  égal  à  l'infini  négatif;  sa  vraie  valeur  est  donc 

Fo 
_Fo_     f*a¥'a 
_f^~^  ^a  fa 
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qui  se  réduit  à  +  /a  ou  &  zéro ,  parce  que  les  fonctions  fa  et  Fa 

étant  nulles,  leur  rapport  est  égal  à  celui  de  leurs  dérivées.  Le  log 

de  u  étant  zéro,  on  en  conclut  que  généralement  la  valeur  limite  d'une 

fonction  qui  prend   la  forme  0**  est  Tunité. 

Si  Fx,  au  lieu  de  devenir  zéro^   devenait  infini^  c'est-à-dire,  si 

la  fonction  donnée  prenait  la  forme  00°,  les  deux  termes  de  la  fraction 

los  Fa 

— ^ — seraient  infinis  et  la  vraie  valeur  de  log  u  serait  encore  donnée  par 

Fo 
mais  les  deux  termes  de  la  fraction  —-  étant  infinis  en  même  temps,  on  a 

1 

Fo^      Fa /a«F'o. 

fa  fa* 

la  valeur  de  log  u  se  réduit  donc  à  /a  ou  &  zéro ,  d'où  l'on  conclut 

que  00''  est  aussi  égal  &  l'unité. 

54.  Fonctions  qui  deviennent  1  *  •  —  Enfin  si  Fx  convergeait  vers 

l'unité  et  fx  vers  l'infini  pour  x  =  a,  en  opérant  comme  plus  haut, 

loff  Fx 
il  est  visible  que  -~ —  convergerait  vers  f  et  par  suite,  que  Ton  aurait 

aussi 

f*a  F'o 

Fx  — 1 

mais  Fx  convergeant  vers  l'unité ,  la  fraction   — - —  converge  vers 


^  et  l'on  a 

Fa  —  1  _       F'g 

fa  fa* 

la  valeur  de  log  u  devient  donc 

/«. 

(Fa  — l)/o  Fo 

^°8«= F^^ W=ri 


fx 
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et  comme  cette  dernière  se  présente  sous  la  forme -^,  elle  devient  enfin 


fa/Fa-r\* 


OU    tt  =  e 


I 

On   trouve  ainsi  cos  x«»*'  =  i   pour  x  =  0,    tang  a •»»»«•'  =  - 

6 

pourx  =  -,  (i  -Hx)'  =  e  pourx  =  0,  sinver  x «"« '  =  -  pourx=~ 

et  enfin  (1  -i-  x**)«"  =  e"*  ,  ce  qui  prouve  que  pour  x=  0  cette 

fonction  devient  e,  i  ou  oo  selon  que  m  est  égal,  supérieur  ou  infé- 
rieur à  n.  Si  les  deux  termes  de  la  fraction  étaient  fonctions  de  deux 
variables  x,  y  liées  entre  elles  par  l'équation 

f{x,y)  =  0 

et  que  ces  deux  termes  devlncent  nuls  pour  certaine  valeur  a,  6  de 
X,  y  satisfaisant  à  cette  dernière  équation ,  la  vraie  valeur  de  la  frac- 
tion s'obtiendrait  encore  en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes  par 
rapport  à  X,  en  considérant  y  comme  fonction  de  x,  puisqu'on  peut 
concevoir  y  remplacé  par  sa  valeur  en  x  tirée  de  f{x,  y)  =  0.  Ainsi 

F(x,  v) 
pour  — ; — ~ ,  la  vraie  valeur  serait 

dF  dFdy  dF  df^dF  df 

dx  dy  dx  dx  dy      dy  dx 

dtf  df  dy  dff  df     d^  df 

dx  dy  dx  dx  dy      dy  dx 

après  qu'on  aura  remplacé  x,  y  par  a,  6.  Cette  seconde  valeur  résulte 
de  ce  que  dans  f{x,  y)  =  0,  ^  est  égal  ^  —  jT»*  Ainsi,  en  cherchant 

ce  que  devient  pour  x  =  0  la  dérivée  -^  tirée  de 
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on  trouve  o  =  0,   5  =  0, —  =  §  et  la  formule  précédente  donne 

dx 

I— • 

35.  Formule  de  Taylor.  —  Pour  deuxième  application  analytique 
des  principes  du  calcul  différentiel ,  proposons-nous  de  développer  des 
fonctions  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  qu'elle 
contient.  On  dit  qu'une  fonction  fx  est  développée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  la  variable  x  lorsqu'on  a  transformé  identique- 
ment fx  en  une  autre  fonction  de  la  forme 

Ax*  -+-  BxP  -H  CxV  -H  etc. 

dans  laquelle  les  coefficiens  A,  B,  C,  D et  les  exposants  «»  p,  y 

sont  finis  et  indépendants  de  x.  Remarquons  d'abord  que ,  de  quelque 
manière  que  l'on  arrive  à  ce  développement,  que  nous  supposerons 
toujours  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  a,  p,  7...  de  x,  le 
résultat  doit  toujours  être  le  même,  pourvu  que  l'on  n'assigne  à  x 
aucune  valeur  particulière,  ou  en  d'autres  termes,  qu'une  même 
fonction  ne  peut  donner  lieu  à  deux  développements  différents  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  la  même  variable;  en  effet,  si 

A'x^'  H-  B'xP'  H-  C'xV'  -i-  etc. 

pouvait  être  un  second  développement,  on  aurait 

Ax*  -i-  BxP  H-  etc.  =  A'x*'  -4-  B'xP'  -»-  etc (1) 

égalité  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  x,  qu'à  la  condition 
qu'il  y  ait  identité  complète  entre  les  deux  membres.  Pour  le  faire 
voir,  observons  d'abord  que  s'il  y  avait  de  part  ou  d'autre  des  expo- 
sants négatifs,  en  multipliant  les  deux  membres  par  x  élevé  à  une 
puissance  supérieure  au  plus  grand  exposant  négatif,  ils  deviendraient 
tous  positifs  et  que  par  conséquent  il  suffit  de  démontrer  l'identité  en 
supposant  tous  les  exposants  positif.  Or,  si  on  suppose  a'  plus  grand 

que  a,  il  vient  en  divisant  par  x^, 

A  -H  BxP— «  -4-  CxV— «  -H  etc.  =  A'x«'— «  -4-  B'x?'—*  -+-  C'x^  — «  -+-  etc. 
Pour  X  =  0  le  premier  membre  se  réduit  à  la  constante  A  ;  il  en  doit 
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donc  ctrc  de  même  du  second  membre,  ce  qui  ne  pourrait  arriver  si  a' 
était  supérieur  à  a  puisque  tous  les  termes  disparaîtraient,  tandis  que 
pour  a'  =  a  l'équation  se  réduit  à 

Si  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (1)  on  supprime  les  deux 
termes  égaux  Ax*  et  A'x*  ,  celle-ci  devient 

BxP  -H  CxV  H-  etc.  =  B'xP'  -f-  C'xV'  h-  etc. 

et  on  démontrera  de  la  même  manière  l'égalité  des  autres  termes , 
d'où  Ton  conclura  que  les  deux  développements  sont  identiques. 

36.  Avant  de  nous  occuper  du  développement  de  fx  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x,  nous  démontrerons  qu'il  existe  un  déve- 
loppement plus  général  et  qui  renferme  le  premier  comme  cas  particu- 
lier. Si  dans  fx  on  donne  à  x  un  accroissement  h  y  la  fonction  devient 
f{x-k-h)  et  proposons-nous  de  développer  cette  dernière  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  A,  c'est-à-dire ^  sous  la  forme 

AA«  H-  BAP  -f-  CA7  ^  etc. 

A,  B  9  C a,  p,  7 étant  indépendants  de  A.  On  a  vu  (N""  5)  que 

/*(x  -4-  A)  peut  toujours  se  décomposer  de  cette  manière 

/•(x  H-  A)  =  /x  -f-  A/^  (x  -4-  GA) 

pourvu  que  x  et  x  -^  A  ne  sortent  pas  des  limites  entre  lesquelles  fx 
et  fx  restent  finis  et  continus,  ce  qui  peut  être  admis  quand  x  reste 
variable.  Mettons  cette  équation  sous  la  forme 

/•(x-+-A)  =  /x-hAR, 

en  faisant 

R  =  /-'(x+ôA). 

Comme  les  deux  membres  de  cette  équation  sont  identiques  pour 
toute  valeur  de  A,  les  dérivées  successives  des  deux  membres  par 
rapport  à  cette  lettre  seront  aussi  égales  ;  or,  on  sait  qu'en  représen- 
tant X  -h  A  par  x',  la  dérivée  de  /x'  par  rapport  à  A  est  (N®  8) 

dx'    dh-'^'-dh-f'^-^^^^''' 

c'est-à-dire ,  que  cette  dérivée  s'obtient  en  prenant  la  dérivé  de  fx  par 
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rapport  à  x  et  remplaçant  ensuite  x  par  x  -h  A.  On  reconnaît  de 
même  que  la  dérivée  seconde,  la  troisième  etc.  de  /"  (x  -+-  h)  par  rap- 
port à  A  sont  /""(x  H-  A),  /"'(x  -^  A) ;  on  a  donc  cette  suite 

d'égalités 

/•(x  -H  A)  ==  /x  -4-  AR  , 

r(x-A)  =  2^^A^ 
r(x^A)  =  o^.^A^ 


'     ^  '  dA"-»  (/A- 

d'où  Ton  tire,  en  additionant,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres 

A" 
de  la  deuxième  par  —  A ,  de  la  troisième  par  ■+■  — 5-,  de  la  quatrième 

Il  9  M 

—  A»     ^    .    .^       . 
par  z — ^— ^  et  ainsi  de  suite, 

f(x-^h)^hr{x^h)^^r{x^h)^^j"\x-^h) 

±  -T—T Mlx  -h  A)  =  /x  di  7--—= jr-  • 

1.2 n'     ^  '       '  1.2.5 ndA» 

si  on  change  x  -4-  A  en  x'  et  par  conséquent  x  en  x'  —  A  et  qu'ensuite 
on  substitue  —  A'  à  +  A,  il  viendra ,  en  supprimant  tous  les  accents, 

A»  A»  A"+*      /rf*R\ 

/•(xH-A)=/x  +  ArxH.f-rx....H-— ^î — nn^x-^-f;, (3r  )• 

'^         '     '  '         1.2'  1.2.. ..w'  1.2.3 n\dh''/ 

Il  est  &  remarquer  que  ces  transformations  doivent  aussi  être  faites 

rf»R 
dans  la  valeur  de  -^ ,  dont  il  sera  question  plus  loin  et  que  nous 

mettons  entre  paranthèscs  pour  rappeler  ce  changement. 
Le  second  membre  de  cette  équation  donne  le  développement  de 
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une 


/■(x -H  A)  jusqu'au  terme  multiplié  par  A"  ;  car,  bien  que  f  -rr;  )  soit 

fonction  de  A ,  il  est  cependant  visible  que  si  on  développe  cette  fonc- 
tion inconnue  en  série  suivant  les  puissances  de  A ,  il  en  résultera  un 
nouveau  développement  dont  le  premier  terme  prendra  rang  après 

A* 
-— /"("'x et  que,  par  conséquent,  les  premiers  termes  du  déve- 
loppement  de   f{x -h  h)   ne  changeront  plus;   en  eiTet  pour    que 

A»+*     /d"R\ 

— = (  -TT"  )  put  donner  des  termes  contenant  le  facteur  A  à  des 

4.2.3.. ..n\dAV  ^ 

puissances  inférieures  à  n  +  1 ,  il  faudrait  que  le  développement  de 

/d-R\ 

WÂ-/  ^^°^*'^'  ^®^  termes  divisés  par  A*  et  par  conséquent  que 

I  -—  j  devint  infini  pour  A  =  0,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  car  on 
tire  de  cette  équation , 

n.^H)-f.-Hr^-^^r. -^^n^i 

(5f)= *  •*•' " 1^. 

et  si  on  cherche  ce  que  devient  le  second  membre  pour  A  =  0 ,  on 

I 

trouve  qu'il  se  réduit  à r  A»+*)x. 

n  -4-  1  ' 

37.  Gomme  Tlndice  n  peut  croître  indéfiniment,  on  pourra  poser  en 
général , 

f{x  ^h)  =  fx^  hfx  +  ^rx  H-  i^r^  -H  etc. 

pourvu  que  l'on  suppose  illimité  le  nombre  de  termes  de  cette  série 
dont  la  loi  est  évidente.  Elle  ne  sera  limitée  que  si  la  fonction  fx  est 
telle  que  les  dérivées  successives  sont  toutes  nulles  à  partir  d'un  certain 
rang,  ce  qui,  évidemment,  n'aura  lieu  que  si  fx  est  de  la  forme 
ox**"  +  6x"  -4-  etc.,  m  et  n  étant  des  nombres  entiers  et  positifs.  Cette 
formule  est  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Taylor.  En  représen- 
tant fx  par  y,  on  la  met  aussi  sous  la  forme 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  pour  une  fonction  quelconque  /x, 

8 
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({x-^h)  est  toujours  développable  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  h ,  pourvu  que  l'on  ne  donne  pas  à  x  une  valeur  particu^» 
lière,  et  pour  obtenir  le  développement,  il  suffit  de  déterminer,  par 
des  dérivations  successives,  les  valeurs  de  /^x,  f^^x et  de  les  substi- 
tuer dans  la  formule. 

58.  Si  Ton  admet  à  priori  la  possibilité  de  développer  f{x  -h  h)  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  A ,  on  démontre  la  formule 
de  Taylor  d'une  manière  très-simple  par  la  méthode  des  coefficiens 
indéterminés;  supposons  en  effet  f(x-^  h)  développé  de  cette  manière, 

/•(x  -^  A)  =  A  -i-  BA  -f-  CA«  -^  DA«  h-  etc. 

A,  B,  C,  D étant  des  coefficiens  inconnus  et  indépendants  de  A. 

Cette  équation  devant  subsister  pour  toute  valeur  de  A ,  les  dérivées 
des  deux  membres  par  rapport  à  A,  seront  aussi  égales;  on  a  donc 
cette  suite  d'égalités ,  en  se  rappelant  la  dérivée  trouvée  au  N^  précé- 
dent pour  /"(x  -f-  A)  par  rapport  &  A , 

/•(x  -♦.  A)  =  A  H-  BA  -^  CA«  +  DA»  -f-  etc. 
/•'(x  -4-  A)  =  B  -f-  2CA  H-  3DA«  -f-  4EA»  -f-  etc. 
f"{x  -f-  A)  =  2C  -^  2. 3DA  -♦-  3 .4EA«  -f-  etc. 
/•'"  (x  -^  A)  =  1 . 2 . 3  D  H-  2 . 3 .  4EA  -f-  e  te . 


Ces  équations  doivent  être  vérifiées  pour  toutes  valeurs  de  A  ;  on  a 
donc ,  on  faisant  A  nul , 

A=/x,  B=r^,  c=±^rx,  D^jj-i^rx, 

^      -pxetc. 


1.2.3.4' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  /"(x  -♦-A),  on 
obtient  la  formule  de  Taylor. 

39.  Applications  du  théorème  de  Taylor.  ^  Appliquons  cette  for- 
mule à  quelques  exemples.  Supposons 

^x  =  X*  ; 
il  vient 

/x  =  x*,    fx  =  mx'^-*y    f'x=^m{m  —  i)x'*'-", 
/•'"x  =  m{m  —  i)  (m  —  2)x— » 
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et  par  conséquent , 

1 .  z 

■^^17273 ^x-»A»^clc. 

On  volt  par  là,  que  la  formule  du  binôme  de  Newton,  que  nous 
n'avons  supposé  démontrée  que  pour  le  cas  d'un  exposant  entier  et 
positif  9  est  encore  vraie  pour  un  exposant  quelconque. 

Pour  la  fonction  - ,  il  vient 

X 

/x=i,    f'.^-l,,    f'.^l,    rx=y ,  etc. 

et  l'on  trouve  en  substituant 

1  i       *       A«      A»      A* 


.      etc. 


Il  est  visible  qu'on  serait  arrivé  au  même  résultat  en  effectuant 
directement  la  division  de  \  par  x  -4-  A. 
Poursîn  X,  on  a 

/x  =  sinx,    /^x  =  cosx,    f'x  =  —  sinx,    /''"x  =  —  cosx,  etc. 

et  par  conséquent 

sin  (x  -H  A)  =  sm  X  H-  A  cos  x  — - — ^sin  x  —  - — 5— =tî08  x  -h  etc. 


1.2  1.2.3 


on  trouve  de  même 


cos  (x  -♦-  A)  =  cos  X  —  A  Sm  x  —  - — -  cos  x  -4-  r — rr—z  SIU  X  -t-  CtC. 

^  '  1.2  1.2.3 

II  est  à  remarquer  que  si  dans  sin  x,  sin  A ,  sin  (x  +  A),  les  arcs  de 
cercle  x,  A,  x-+- A  peuvent  être  exprimés  en  degrés,  minutes  et 
secondes ,  cependant  les  arcs  x  et  A  placés  en  dehors  des  lignes  trigo- 
noméiriques  sont  toujours  des  nombres  abstraits,  représentant  les 
longueurs  de  ces  mêmes  arcs  comptés  sur  la  circonférence  qui  a  l'unité 

par  rayon  et  par  conséquent  estimés  k  raison  de  7^  par  chaque 

loO 

degré. 
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La  fonction  a'  donne 
fx  =  a*,    f'x  =  a*  log  a ,    f'x  =  a'  log  •a ,    /"'"x  =  a*  log  *a ,  etc. 

d*où  il  résulte  que 

.  ,  A*  log  •a  A' log 'a 

a*+*  =  a*  -♦-  a'A  log  a-k-  a'  — h  a^       J^      -♦-  etc. 

Si  on  suppose 

y  =  fx  =  Lo%Xy 

on  trouve 

1  i  â 

/•'x  =  -Loge,    /•"x  =  — -Loge,    /"'"x^- Loge,  etc. 

et  par  conséquent 

Log(x-HA)  =  Logx-hLoge(^--2ii-*--3i,-4ii-*-«^-J 

40.  Formule  de  Maclaurin.  —  La  formule  de  Taylor  conduit  au 
développement  d'une  fonction  fx  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  sa  variable  ;  en  effet ,  si  on  fait  x  égal  à  zéro  et  qu'on  représente 

par  /"o,  /"'o,  /""o ce  que  devient  /x,  /"'x,  /""x quand  on  y 

fait  X  nul ,  et  qu'ensuite  on  remplace  h  par  x,  il  viendra 


A^^^x/^w^ro-rro/"'»^ 


etc. 


Cette  formule  est  celle  de  Maclaurin,  Il  est  visible  qu'elle  donne  le 
développement  cherché,  car  les  coefficients  /b,  f*o,  f'o sont  évi- 
demment des  constantes  que  l'on  pourra  déterminer  dans  chaque  cas. 
Il  résulte  de  cette  équation ,  qu'une  fonction  peut  en  général  être  dé- 
veloppée suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable; 
mais  comme  on  n'obtient  ce  développement  qu'en  donnant  à  la  varia- 
ble X  la  valeur  particulière  zéro,  il  n'a  pas  le  même  degré  de 
généralité  que  le  développement  de  Taylor.  Aussi  verrons-nous  plus 
loin  que  la  série  de  Maclaurin  est  quelquefois  en  défaut. 

41 .  La  Série  de  Maclaurin  se  met  aussi  sous  une  autre  forme.  Si  dans 
la  série  de  Taylor  on  remplace  x  par  a  et  A  par  x  —  a ,  en  désignant 
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par  /"jji  /^ ce  que  deviennent  /x,  fxj ,  on  trouve  le  dévelop- 
pement 

qui  sert  i  développer  fx  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de 
X  —  a.  Il  doit  être  employé  toutes  les  fois  que  fx  est  tel  que  Tune  de 
ses  dérivées  devient  infinie  pour  x=oi.  Il  est  à  remarquer  que  la  pré- 
sence d'une  constante  a  d'une  valeur  arbitraire  dans  le  second  membre 
de  cette  équation  n'est  qu'apparente,  car  si  on  y  effectuait  tous  les  cal- 
culs indiqués ,  cette  quantité  disparaitrait.  Cela  résulte  d'ailleurs  de 
ee  que  le  premier  membre  étant  indépendant  de  a ,  cette  lettre  doit  dis- 
paraître du  second  membre ,  qui  est  identique  au  premier. 

42.  Pour  première  application,  considérons  la  fonction  |/a**-f-2" 
que  nous  mettrons  sous  la  forme 


y/*-^^==«i^*-^^- 


on  trouve 
/i=a|/rrx,/''x=a-(i-*-x)  *  ,   rx=a — =l?(l-hx)    *    ,etc, 


n     n 


et  par  conséquent, 

'  '  n     '  n        n        '  n        n  n 

La  formule  de  Maclaurin  donne  donc 

On  trouvera  pour  les  fonctions  a',  arc  sin  x,  arc  tang  x,  sin  x,  cos  x, 
les  développements  suivants  : 

x'log*a      x'iog'a 
a^=i-»-xloga-4-     ^   ^     "^125"^ 

X»  3 .  3x«  3 .  3 .  5 .  5x^ 

arc  sm  X  =  X  -4-  - — ^--^  -f-  •; — ^r-^ — ; — ;:  -h  - — ^—;z — ; — =— "S — S  "♦-  CtC. 

1.2. 3       i.2.3.4.5       1.2.3.4.5.6.7 
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sinx  =  x  —  ■.    ^   ^  -f-  .    ^   ^    .    ^ —  ^    ^   p^    .    w   ^   >*  •*"  ctc, 


cosx:  ^^  .   1234      1.2.3.4.5.6 

log(i  ^x)  =  x-—  -H  ----h--etc. 

Si  dans  la  première  ëquation  on  fait  a  égal  à  la  base  e  des  loga- 
rithmes nëpëriensy  et  x  égal  à  Tunitë,  on  trouve  pour  e  la  valeur 

k  laquelle  on  a  déjà  été  conduit.  En  faisant  x  égal  h  Tunité  dans  la 

troisième  équation  et  observant  que  -  est  Tare  dont  la  tangente  est 

égale  à  l'unité,  on  est  conduit  à  cette  expression  remarquable  d'un 
huitième  de  la  circonférence 

ir        ^        i        i        1        1         i 

43.  La  principale  utilité  des  développements  des  fonctions  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  la  variable,  est  de  fournir  un  moyen 
expéditif  et  commode  pour  calculer  la  valeur  approchée  d'une  fonc- 
tion pour  chaque  valeur  attribuée  k  la  variable.  Ainsi  le  dévelop- 
pement 

X»  X» 

sin  X  ^=  X  — -4- —  etc. 

1.2.3      1.2. 3. 4  8 

conduit  assez  promptement  à  la  valeur  des  sinus  de  tous  les  arcs;  car 
il  est  visible  que  les  termes  diminuent  très  rapidement  de  valeur, 
surtout  si  l'arc  x  est  petit,  et  quelques-uns  des  premiers  suffiront  pour 
donner  une  valeur  approchée  du  sinus. 

Le  développement  de  ya'^  -h  z**  que  nous  mettrons  sous  la  forme 


n. ,        /.        i      «       n — i       1       X* 

n— i      2n— i      i       X»  \ 

H — - —  •  ^  •  -r  —  c^-  I 

n  2n        3n    a'-  / 
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peut  servir  à  calculer  la  racine  n'^'  d'un  nombre  A  ;  car  si  a  est  la  ra- 
cine approchée  de  A  et  x  le  reste,  il  est  visible  que  les  termes  de  la 
série  décroîtrent,  en  général,  assez  rapidement  pour  qn*on  puisse  se 
borner  aux  premiers  termes ,  du  moins  lorsque  le  reste  x  est  petit 
relativement  à  a**. 

44.  Un  semblable  usage  des  développements  des  fonctions  exige  évi- 
demment que  les  termes  diminuent  assez  rapidement  pour  qu'on  puisse 
les  négliger  tous  à  partir  d'un  certain  rang.  Il  faut  donc  rejeter 
comme  inutiles  et  comme  pouvant  même  donner  des  résultats  fautifs, 
ainsi  qu'on  le  verra  bientôt,  les  développements  qui  ne  décroissent 
que  lentement  et  à  plus  forte  raison,  ceux  dont  les  termes  au  lieu 
de  décroître,  vont  en  augmentant.  Ainsi  il  ne  faudrait  pas,  pour 
calculer  les  logarithmes  des  nombres,  employer  la  formule 

Log(fc-*-i)=Loge(  A  —  Y-*- 5*— 4  "*"        / 

que  Ton  obtient  en  faisant  x=l  dans  le  développement  de  Log(x  -¥■  h)  ; 
car  il  est  visible  que  pour  une  valeur  de  h  supérieure  à  l'unité,  les 
termes  vont  en  croissant.  On  ne  peut  donc  l'employer  que  lorsque  h 
est  plus  petit  que  l'unité,  et  pour  le  rendre  propre  au  calcul  des 
logarithmes  des  membres  supérieurs  à  l'unité,  il  faut  lui  faire  subir 
certaines  transformations  ;  ainsi  si  on  change  +  A  en  —  A ,  il  vient 


Log(i 


-fc)=Loge(^-A-----.j-etc.J 


et  en  retranchant  l'un  de  l'autre  les  deux  développements  et  remar- 
quant que 

Log  (1  +  A)  -  log  (1  -  A)  =  Log  (jZIj)  . 

I      /*-*-*N     «t       /l       h*      h*     h'  \ 

^°8(rr7iJ=2Loge(^A -H  -  + --4---i-etc.J. 


on  trouve 


Faisons 


i  -^  h      n-hi         „,,  1 

,     d  ou  h  =  ■ 


i-_*-     n      '     """'•-2n  +  i' 
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il  viendra  enfln  en  substituant, 


•) 


i  i 


5  (2n  -f-  i)« 


-*-ctc. 


Dans  ce  développement^  les  termes  décroissent,  en  général ,  très- 

i 
rapidement,  puisque  pour  n  =  20,  le  premier  est  —  et  le  second 

;  on  pourra  donc  s'en  servir  pour  former  une  table  de  losa- 

68921  r  r  o 

rithmes;  car  ayant  trouvé  le  logarithme  d'un  nombre  n,  la  formule 
donnera  le  logarithme  du  nombre  suivant  n  -f-  i. 

45.  Convergences  des  séries.  Pour  que  Ton  puisse  faire  d'un  déve- 
loppement l'usage  indiqué  plus  haut,  il  ne  suffit  pas  que  les  termes 
aillent  en  décroissant  ;  il  faut  encore  que  la  loi  de  ce  décroissement 
soit  telle  que  la  somme  de  tous  les  termes  que  l'on  néglige,  à  partir 
d'un  certain  rang,  soit  une  quantité  finie  négligeable  devant  les  ter- 
mes dont  on  tient  compte.  Ainsi,  s'il  s'agit  du  développement. 

.       i      i       i      i      i 

^^2-*"3-*-4"^5-^6-^'''- 

on  ne  pourra  pas  considérer  la  somme  d'un  nombre  quelconque  des 
premiers  termes ,  comme  une  valeur  app'k*ochée  de  la  somme  totale  ; 
en  effet  en  faisant  h  égal  à  l'unité  dans  le  développement  de  Log(i — A), 
on  retrouve  la  suite  précédente;  la  somme  totale  est  donc  infinie, 
puisque  Log(i  —  i)  ou  Log  o  est  l'infini  négatif;  et  il  doit  en  être  de 
même  de  la  somme  des  termes  depuis  un  rang  quelconque  jusqu'à 
l'infini,  puisqu'un  nombre  limité  des  premiers  termes  ne  forme 
évidemment  qu'une  quantité  finie. 

On  voit  par  cet  exemple  combien  il  importe  d'avoir  le  moyen  de 
s'assurer  que  la  somme  des  termes  &  partir  d'un  certain  rang  est  très- 
petite  devant  ceux  dont  on  tient  compte.  C'est  cette  recherche  qui  va 
faire  l'objet  des  paragraphes  suivants. 

46.  Séries  convergentes  et  divergentes.  —  Nous  appellerons  en  gé- 
néral série  une  suite  infinie  de  quantités  se  déduisant  les  unes  des 
autres  d'après  une  loi  uniforme  et  déterminée.  Si  on  désigne  par  Sn  Ift 
somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  s^  sera  évidemment  une 
fonction  du  nombre  n  et  la  série  est  dite  convergente  si  la  somme  s^ 
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converge  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  lorsque  le  nombre  ou 
rindice  n  converge  vers  l'infini.  Cette  limite  se  nomme  somme  de  la 
série.  Celle-ci  est  divergente  dans  le  cas  contraire  et  n'a  plus  de 
somme.  La  comparaison  d'un  développement  donné,  à  celui  formé 
par  une  progression  géométrique,  fournit  quelques  principes  propres 
à  faire  reconnaître  la  convergence  d'une  série.  Remarquons  d'abord 
que  si  la  série  donnée  forme  une  progression  géométrique 

a,  aq,  aq^^  aq^ a<jr" 

la  somme  des  n  premiers  termes  est 

.\=£ 

et  il  est  visible  que  cette  somme  converge  vers  l'infini  avec  l'indice  n, 
si  q  est  un  nombre  supérieur  à  l'unité ,  puisque  dans  ce  cas  g"  est  in- 
finiy  tandis  que,  q  étant  plus  petit  que  l'unité,  elle  se  réduit  à  une 

Or 

valeur  finie  et  déterminée   ;  il  suit  de  1&  que  la  progression 

géométrique  forme  une  série  convergente  ou  divergente,  selon  que  le 
coefficient  constant  q  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Soit  maintenant  une  série  quelconque  dont  nous  supposerons  tous 
les  termes  positifs, 

«0  "^  **!  -»-  ti,  -^-  M,  H-  «4  -4- -f-  tt,  -♦-  etc. 

dans  laquelle  ti«  est  le  terme  général;  je  dis  que  si  l'on  représente 

par  q  la  plus  grande  valeur  numérique  que  prend  |/^  quand  on  fait 
croître  n  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  la  série  sera  convergente  si  q  est 
plus  petit  que  l'unité  ;  en  effet  l'inégalité 

y^n<q 

ayant  lieu  par  hypothèse ,  pour  toute  valeur  croissante  de  n,  on  en 
déduit  en  donnant  &  n  toutes  les  valeurs  possibles  et  en  élevant  les 
deux  membres  à  la  puissance  n , 

et  par  conséquent 
Uo  -♦-  u,  -+-  fit 1-  ti,  <1  -+-  9  -+-  q*-^ 1-  7"  ou  <— — 2 ; 
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or  si  q  est  inférieur  k  l'unité,  le  second  membre  converge  vers  la 
1 

limite  finie ,  quand  n  converge  vers  l'infini;  la  somme   des 

1  —q 

i 

termes  reste  donc  inférieure  à  la  quantité  finie .  Si  quelques  uns 

i—q 

des  termes  de  la  série  étaient  négatifs,  la  convergence  existerait  à  plus 

forte  raison,  lorsque  la  série,  en  prenant  tous  les  termes  positivement, 

remplit  les  conditions  de  convergence.  11  suit  de  1&  que  les  séries 

a  cos  X  -4-  a*  cos  2x  -4-  o'  cos  3x  -♦-  a*  cos  4x  -4-  etc. 

a  sin  X  H-  a*  sin  2x  -4-  a'  sin  3x  -♦-  o*  sin  4x  -h  etc. 

sont  convergentes  quels  que  soient  les  signes  des  différents  termes, 
pourvu  que  a  soit  plus  petit  que  l'unité ,  car  on  a 

I/o"  cos  nx  =  o  |/cos  nx,     J/ a"  sin  nx  =  ay  sin  nx 

et  comme  cos  nx  et  sin  nx  sont  moindres  que  l'unité ,  il  en  est  de 

même  de  a  |/  cos  nx  et  a  y  sin  nx  pour  toute  valeur  de  n. 

La  série  est  encore  convergente  si  la  plus  grande  valeur  numé- 
rique du  rapport  — —  ,  quand  on  fait  croître  n  indéfiniment ,  est  in- 

férieure  h  l'unité  ;  car  en  représentant  cette  plus  grande  valeur  par  q , 
on  aura  par  hypothèse , 

.7<*'   «<*'   «<' ;r— <* 

d'où  Ton  tire  en  multipliant  membre  h  membre  les  deux,  puis  les 
trois  etc.  premières  inégalités , 

et  par  conséquent  en  additionnant,  on  est  conduit  k  l'inégalité 

I o«+i 

tig -♦- ti|  H- !!,••••  H- «.<«,(! -*-}-♦- ç* -h ç*  •••-♦-}••),  ou  <«,-— 2 — > 

i  —  q 

dont  le  second  membre  converge  vers  la  quantité  finie  — ^  si  q  est 

1  — ç 

moindre  que  l'unité ,  puisque  9*+*  devient  alors  nul  quand  n  devient 

infini. 
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Souvent  dans  une  suite  donnée,  les  conditions  de  convergence  ne  se 
vérifient  pas  dès  les  premiers  termes,  mais  &  partir  d'un  certain 
terme  de  rang  m  jusqu'à  la  fin.  Dans  ce  cas  la  série  est  encore  dite 
convergente,  mais  on  conçoit  la  somme  totale  comme  composée  de 
deux  parties,  la  première  comprenant  les  m  premiers  termes  et  qui 
forment  une  somme  finie ,  puisque  le  nombre  m  est  limité,  la  seconde 
comprenant  le  reste  de  la  suite  et  obéissant  en  entier  à  la  loi  de  con- 
vergence, c'est-à-dire  ayant  aussi  une  somme  finie. 

Remarquons  aussi  que  lorsqu'une  série  est  convergente,  la  somme 
des  n  premiers  termes  représente  d'une  manière  approchée,  la  somme 
totale  d'autant  plus  exactement  que  n  est  plus  grand ,  puisque  la  par- 
tie que  l'on  néglige  n'est  autre  que  l'excès  de  la  somme  totale  finie , 
sur  ces  n  premiers  termes. 

47.  Considérons  en  particulier  la  série  de  Taylor 

h*  A>  h"" 

fx  V-  hPx  4-  —-f'x  -t-  — —  f "x H f*x  -t- 

'    ^    '  1.2'  i. 2.3^  1.2...n' 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'elle  sera  convergente  si  l'on  a  pour 
toutes  les  valeurs  croissantes  de  n, 

*•  +  *  f 


i.2.5....(n-^i)  (n-Hi)/-(» 


A- 


i.2.3...n 
si  donc  on  représente  par  q  la  valeur  maxima  de  •  ,  la  série  sera 

•1  -4—  4 

convergente  si  h  est  inférieur  à pour  toute  valeur  croissante 

de  ». 

Cette  condition  est  visiblement  remplie  à  partir  d'un  certain  rang 
lorsque  q  est  une  quantité  finie,  puisque  le  numérateur  est  indéfini- 
ment croissant  avec  n.  On  voit  donc  que  la  série  de  Taylor  est  conver- 
gente pour  toute  valeur  de  h  lorsque  toutes  les  dérivées  successives  de 
la  fonction  sont  des  quantités  finies,  ce  qui  arrive  nécessairement 
quand  on  n'assigne  à  la  variable  aucune  valeur  particulière;  puisqu'on 
a  vu  (N**  4)  que  dans  ce  cas  une  dérivée  a  toujours  une  valeur  finie.  Le 
développement  de  Taylor  doit  donc  être  considéré  comme  convergent, 
quelque  soit  la  valeur  de  A,  si  x  est  une  variable  arbitraire. 

Puisque  la  série  de  Maclaurin  se  déduit  de  celle  de  Taylor  en  faisant 
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x  =  o  et  en  changeant  A  en  x,  on  conclut  de  ce  qui  précède  que  la 
série  de  Maclaurin  est  convergente  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 
toutes  les  fois  que  les  dérivées  successives  conservent  des  valeurs  finies 
pour  X  =  0.  Ainsi  le  développement 

X         x'  X* 

est  toujours  convergent  puisque  les  dérivées  successives  sont  toutes 
égales  à  e'  qui  pour  x  =^  o  devient  l'unité.  Il  en  est  de  même  des  déve- 
loppemens  de  sin  x  et  de  cos  x.  Quant  au  développement  de  arc 
tangx, 

X      x'      x^      x' 


on  a 

W-  +  1 


,x". 


La  condition  de  convergence  est  donc 

-  X*  <  i     ou    X*  <  - 


»  -♦-  2  n 

pour  toute  valeur  croissante  de  n.  Comme  le  second  membre  tend 
vers  l'unité  pour  n  =  oo ,  la  série  n'est  convergente  que  pour  des 
valeurs  de  x  plus  petites  que  l'unité.  On  est  conduit  au  même  résultat 
pour  le  développement  de  log  (1  -4-  x). 

48.  Terme  sommatoire  de  la  série  de  Taylor.  —  Après  avoir 
déterminé  les  n  -f-  i  premiers  termes  de  la  série  de  Taylor,  on  peut 
trouver  une  fonction  de  x  et  A  qui  complète  la  valeur  de  f{x  -+■  h)  ; 

il  suffit  pour  cela  de  calculer  le  terme  sommatoire  l  -77-  )  •  - — r— = , 

^  \d/i"y     i.2.3...n 

que  l'on  obtient  en  dérivant  n  fois  par  rapport  à  A,  la  valeur  de  R, 

c'est-à-dire , 

f{x-^-h)  —  fx 
R=  j^  , 

et  en  changeant  dans  le  résultat  le  signe  de  h  en  remplaçant  x  par 
X  -4-  A,  comme  on  l'a  vu  (N°  36). 

Eclaircissons  ceci  par  un  exemple.  Soit  la  fonction 

x«  — 1 
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il  Tient 

f{x  -H  A)  =  ' '-. 

Proposons-nous  de  développer  cette  fonction  suivant  les  puissances 
de  A,  en  arrêtant  le  développement  aux  cinq  premiers  termes  ;  on 
aura 

/^=-7-'  r-=-^'  /^'^=-^'  r^=7*' 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  Taylor,  on 
trouve 


^TÂ  X      ■**     x«     •        x«"*'x*      x»"*'\dAV  4.2.3.4' 


X 

Pour  calculer  le  terme  sommatoire,  observons  que 

(x-^hy-^i    x«— i 


^^/(x-^A)~/x^      XH-A        ?L^_|^,. 


A  ■"  A  x(x^A)' 

et  en  dérivant  par  rapport  à  A , 

d*R      4.2.5.4 

dA*"~(A-Hx)»x' 
Eu  y  faisant  les  changements  indiqués  ci-dessus,  il  vient 


/rf*R\  A»       _       A» 

\rfAV  '  i.2.3.4""(xH-A)xS 


on  a  donc  exactement 

(j:-f-A)«_i_a;«  — 1      x«  -♦-  1         A*      A^_ ^^  _^        A» 
X  H-  A  X  x'  X*       X*      x*^       (x  -H  A)  x*^  ' 

ou  en  général , 

(x^A)»  — 1       x«  — i       x*-f-i,  A"  +  « 

^ i- == 1 j — Ah 1-  , TT 17  • 

x-f-A  X  X*  (xH-A)x"^* 

A"  +  * 
Si  on  développait T ^^^  suivant  les  puissances  de  A,  soit  par 

(X   "T~  /*  1  X 
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la  division,  soit  au  moyen  du  théorème  de  Maclaurin,  on  trouverait 
les  termes  en  A""*"^  A*"*"*  etc.,  qui  forment  la  suite  de  la  série 
obtenue  plus  haut. 

49.  Limites  de  la  série  de  Taylor.  —  La  connaissance  de  la  forme 
du  lerme  sommatoire  est  utile ,  parce  qu'elle  permet  d'apprécier  le 
degré  d'approximation  avec  lequel  les  premiers  termes  de  la  série  de 
Taylor  donnent  la  valeur  développée  de  f(x  -f-  A)  et  qu'il  fait  con- 
naître souvent  les  conditions  de  convergence  de  ce  développement; 
ainsi  dans  l'exemple  précédent,  il  y  aura  convergence  pour  des  valeurs 

A»+*  1      /AV"*"* 

particulières  de  x  et  de  A,  si , n — rr  ou  1-|  -  i        qui  repré- 

^  (x-*-A)x"+<      XH-A\xy 

sente  la  somme  des  termes  depuis  celui  du  rang  n  -f-  i  jusqu'à  l'in- 
fini, reste  fini  et  converge  vers  zéro  quand  n  converge  vers  l'infini,  ce 
qui  aura  lieu  visiblement,  quel  que  soit  A,  si  on  donne  à  x  une  valeur 
supérieure  &  A.  Mais  le  plus  souvent  les  opérations  qu'il  faut  effectuer 
sont  tellement  longues  et  la  valeur  finale  à  laquelle  on  arrive  est  telle- 
ment compliquée,  qu'elle  ne  remplit  que  fort  imparfaitement  ce  but  ; 
aussi  se  borne-t-on  ordinairement  à  déterminer  ainsi  qu'il  suit,  deux 
limites  entre  lesquelles  se  trouve  comprise  la  valeur  de  ce  terme  som- 

matoire.  (  -—  )  étant  fonction  de  A,  change  de  valeur  avec  lui;  si 


donc  on  représente  par  C  une  limite  supérieure  et  par  c  une  limite 
inférieure  des  valeurs  par  lesquelles  il  passe,  tandis  que  A  va  en 
décroissant  jusqu'à  zéro,  on  aura  pour  toute  valeur  de  A, 

a.^K)-f.-rs.k-r..^^ /^"-T:i^>  ^^^n  l 

Or,  pour  que  la  première  inégalité  subsiste  quel  que  soit  A,  il  ■; 

suffît  que  la  dérivée  du  premier  membre  soit,  pour  toute  valeur 
de  A,  plus  petite  que  la  dérivée  du  second  membre;  en  effet,  pour 
A  =  0,  les  deux  membres  sont  nuls  et  si  la  dérivée  du  premier 
est  toujours  plus   petite  que  celle  du  second,  le  premier  croîtra  à  ^^ 

partir  de  zéro,  moins  rapidement  que  le  second  et  lui  restera  par  con- 
séquent inférieur.  Pour  le  même  motif,  il  suffît  que  la  dérivée  du  '  \ 
premier  membre  soit  plus  grande  que  celle  du  second,  pour  assurer  ^^ 
l'existence  delà  seconde  inégalité  pour  toute  valeur  de  A.  Dérivons               '^i| 
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donc  jiar  rapport  k  h,  en  observant  que  /x,  /"'x,  f'x,,,.  ne  ren- 
ferment pas  A ,  et  que ,  d'après  ce  qu'on  a  vu ,    '  ^  ., — -  est  égal  à 

ah 

p {x  -i-  h)\  C  ti  c  devront  satisfaire  à  ces  nouvelles  inégalités  : 

r(x  ^  ^) - rx - r^.^...^'>'x ^^  * ;;_ ,)  < c  (»  -.  d ^^. 

On  prouvera  par  un  raisonnement  semblable ,  que  ces  inégalités  sont 
assurées  si  l'on  a  les  deux  suivantes  : 

f-  (x  ^  A)  -  f"x....  f^^^x—^"^—-.  >  c  (n  -♦- 1)  -        ***"* 


1.2....  (n  — 2)-^    ^  '1.2... .(n  —  i)' 

et  en  continuant  les  dérivations,  on  trouve  enfin  pour  condition  finale 
suffisante , 

/•t«+*>(x  ^  A)<  C  (n  H-  1),     /•^•+*>  (x  -♦-  A)  >  c  (n  -♦- 1) 
d'où  l'on  tire 

C>— ^. /-<-+»>  (x  + A),    c<— l-y./-<-+^>(x  +  A), 

conditions  qui  seront  satisfaites,  si  en  désignant  par  W  et  h"  les 
valeurs  de  h  qui  correspondent  &  la  plus  petite  et  &  la  plus  grande 
valeur  que  prend  /'^"+*^(x  -♦-  h)  quand  on  fait  décroître  h  jusqu'à  zéro, 
on  fait 

C  =  — ^  /"^-^^^  (x  -h  A") ,     c  =  -^  /•<-+*>  (x  ^  A'). 
La  véritable  valeur  de  (  ——  )  est  donc  toujours  comprise  entre  ces 


\dh-J 


deux  quantités;  or  si  Ton  suppose  que  la  fonction  /'^••+*^(x  -4-  A)  reste 
finie  et  continue  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  entre  x  et 
X  H-  A,  ce  qu'on  peut  toujours  admettre  tant  que  l'on  ne  donne  pas  à 
X  une  valeur  particulière,  il  résulte  du  principe  de  continuité  des 
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fonctions ,  qu'en  faisant  croître  h  par  degrés  insensibles ,  la  fonction 
^(n+D^j.  ^  ^j  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre 

/•^•-^*>  (x  ^  h')    et    /•<-+*>  (x  -H  A") , 

pendant  que  h  passe  de  la  valeur  A'  &  la  valeur  A''  ;  il  existe  donc  une 

valeur  de  h  comprise  entre  h'  et  h"  qui  rend /"<•+*>  (x  -♦-  A) 

-—  1  ;  et  cette  valeur  étant  comprise  elle-même  entre  0  et  A, 


puisque  h'  et  A"  sont  compris  entre  ces  limites,  elle  peut  être  repré- 
sentée par  GA  ,  9  désignant  un  certain  facteur  inconnu  compris  entre 
0  et  1 ,  de  sorte  que  l'on  a  Tégalité 


(S)-»4î^"-<.-»). 


La  formule  de  Taylor  devient  donc 

f(x  -f-  A)  =  /x  -f-  Arx  -4-  —  f'x  H-  -^  f'x....  -4-     *"      /•«•^x 
'^  ^      '  '  i.2'  i.2.3'  1.2.. .n^ 


1.2...  (n -4-1) 
ou  bien  en  représentant  fx  par  y, 

'^  '      ^      dx         dx*  1,2  dx-1.2...» 

d'»-^«/•(x-^-eA)         A''^^ 
"*"         rfx»+*         1.2...(» -h1)' 

Observons  que  ce  dernier  terme,  ou  le  terme  limite  y  s'obtient  eu 

déterminant  la  valeur  de  -; — ~  ou  /'<"+*^x  et  en  changeant  x  en 

dx"+*         ' 

X  H-  eA. 

Si  la  fonction  /'t*»+*^x  était  constamment  croissante  ou  décroissante, 
depuis  X  -4-  0  jusqu'à  x  -+-  A ,  les  quantités  A'  et  A"  mentionnées  plus 
haut  seraient  égales  à  0  et  i  A,  de  sorte  que  le  terme  limite  ou  le 
reste  de  la  série  depuis  le  terme  en  x*  exclusivement,  serait  compris 
entre 
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Eo  général,  le  reste  de  la  série  de  Taylor  est  compris  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  par  laquelle  passe 


1.2.  5 (n  -4-1) 


/•l^+Mx 


tandis  que  la  variable  x  va  en  croissant  depuis  une  valeur  particulière 
t.  jusqu'à  X  -4-  A.  Cette  remarque  suffit  le  plus  souvent  pour  faire 
apprécier  le  degré  d'approximation  avec  lequel  les  n  + 1  premiers 
termes  de  la  série  donnent  la  valeur  de  /"(x  +  A);  ainsi  pour  la 
fonction  e*,  on  trouve 


1.2  1.2....n  1.2.3....(n-+-l) 

et  l'erreur  commise  en  prenant  les  n  +  1  premiers  termes  pour  valeur 
de  a*  ~^  ^  se  trouve  limitée  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
par  laquelle  passe 

^1.2.3....(n-4-l)' 

tandis  que  x  augmente  jusqu'à  x  +  A,  ou  plutôt,  comme  cette  fonc- 
tion est  toujours  croissante,  l'erreur  est  comprise  entre 

A-+*  ^,  A-+* 

et    e'+*- 


1.2.5 (n-f-1)  1.2.3 (n-Hl) 

50.  Conséquences  relatives  à  ta  convergence  de  la  série  de  Taylor,  — 
Le  théorème  que  l'on  vient  de  démontrer  sur  les  limites  de  la  série 
de  Taylor,  conduit  à  plusieurs  conséquences  importantes  relatives  h 
la  convergence  de  ces  séries.  D'abord  quelle  que  soit  la  fonction  pri- 
mitive /x,  en  prenant  h  assez  petit,  on  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  la  somme  des  termes,  à  partir  de  celui  du  rang  n,  soit  aussi 
petite  que  l'on  voudra,  pourvu  que  toutes  les  dérivées  restent  finies, 
ce  qui ,  conmie  on  l'a  vu ,  arrive  toujours  quand  on  ne  donne  pas  à  x 
une  valeur  particulière;  car  le  terme  limite 

se  compose  de  deux  facteurs ,  dont  le  second  peut  diminuer  évidem- 
ment avec  h  jusqu'à  zéro,  tandis  que  le  premier  ne  peut  dépasser 
une  certaine  limite  désignée  plus  haut  par  C;  le  reste  de  la  série  peut 

10 


74  CHAPITRE    II. 

donc  être  rendu  aussi  petit  que  Ton  voudra.  Cette  proposition  n'est 
plus  généralement  vraie  si  on  donne  &  x  une  valeur  particulière ,  à 
moins  que  Ton  se  soit  assuré  que  /'("■♦'^'(x -f- ôA)  ne  prend  pas 
alors  une  valeur  infinie,  ce  que  Ton  reconnaîtra  en  s*assurant  que 
^v'»+<'(x -H  A)  reste  fini  et  continu  depuis  /'(••  +  *)(x -h  o)  jusqu'à 
/•(«  +  «'(x-*-A). 

En  second  lieu,  si  on  diminue  suffisamment  la  valeur  de  A,  oh 
peut  toujours  faire  en  sorte  que  l'un  quelconque  des  termes  de  rang  n 
soit  supérieur  à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent;  en  effet,  il 
suffit  pour  cela  de  prendre  h  de  manière  que 

A"  A"+* 

rn^x >  A-+«)(x-i-OA) 

'        i.2.3 n-^'  ^  M. 2. 5 (#1-4-1) 

ce  qui  aura  lieu ,  si  C  étant  la  plus  grande  valeur  comprise  entre 

/•(•  +  *)(x  -t-  o)  et  /"v*-»-*)  (x  -h  A),  on  a 

/•Hx>C-    * 


n  -4-  i 
d'où 

n-f-  i 


Il  est  visible  que  A  pourra  avoir  une  valeur  numérique  supérieure 
à  zéro,  toutes  les  fois  que  C  n'est  pas  infini,  ce  dont  on  sera  cer- 
tain si  /"<.•+ '^x  reste  fini  et  continu  depuis  /'(■+*^(x -♦- o)  jusqu'à 
/■(-  +  *)(x-t-A). 

51.  Terme-limite  de  la  série  de  Maclaurin,  —  Le  théorème  sur  les 
limites  de  la  série  de  Taylor  peut  être  étendu  à  la  série  de  Maclaurin  ; 
il  suffit  pour  cela  de  faire  x  nul  dans  le  développement  de  Taylor  et 
d'y  remplacer  ensuite  la  lettre  A  par  la  lettre  x.  On  trouve  ainsi 


/x=/-o-H/-'o.x-Hro.^72+r'o.Y72:5 ^f'-^'-rrr, 

'         ^    M. 2 (n-f-i) 


Comme  on  obtient  ce  développement  en  donnant  à  x  dans  la  série 
de  Taylor  une  valeur  particulière  zéro,  il  est  clair  qu'il  est  nécessaire 
de  mettre  à  la  généralité  de  ce  résultat  la  même  restriction  que  pour 
la  série  de  Taylor   (voir  le  numéro   précédent),   c'est-à-dire  que 
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/'l»+*}(Ôx)  doit  être  une  quantité  finie,  ce  dont  on  ne  peut  s'assurer 
qu'en  vérifiant  que  Z"'^'»"*"*  x  reste  fini  et  continu  depuis  /"(•+*)  (o)  jusqu'à 

Si  on  applique  cette  formule  aux  exemples  traités  plus  haut  (N**  59) , 
on  trouve,  en  arrêtant  le  développement  au  terme  en  x'  inclusivement, 

X*  log'a       a^'x^log'o 


a'  =  i  -f-  X  log  a  -4- 


arc  sin  X  =  X 


i .  2  1.2.3 

x^      1  -4-  2(Gx)« 


•    •'[i_(ex)»]« 

X      X*  3(6x)»— 1 
arclangx^---^— J^^.. 


/l-x«==l--/ 


5-1-1.  2(Qx)«     x^  _ 

*  i.2.5.~4 


[i-(ex)«]- 

52.  Conséquences  relatives  à  la  convergence  de  la  série  de  Maclaurin. 
—  Les  propositions  dépendant  de  la  convergence  de  la  série  de  Taylor 
démontrées  au  N*"  50 ,  sont  aussi  applicables  à  la  série  de  Maclaurin  ; 
ainsi,  1®  on  peut  en  général,  rendre  la  série  aussi  convergente  que  l'on 
voudra  en  diminuant  suflisamment  la  valeur  de  la  variable  x,  c'est-à- 
dire,  faire  en  sorte  que  la  somme  des  termes  à  partir  d'un  certain  rang 
jusqu'à  l'infini  soit  aussi  petite  que  l'on  voudra.  2""  On  peut,  en  géné- 
ral ,  en  prenant  x  assez  petit,  faire  en  sorte  que  l'un  des  termes  soit  su- 
périeur à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent.  Dans  l'un  et  l'autre  cas, 
la  fonction  est  supposée  telle  que  toutes  ses  dérivées  successives  restent 
finies  et  continues  pour  toute  valeur  de  la  variable  comprise  entre  zéro 
et  X. 

53.  Puisque  le  développement  de  Taylor  ou  celui  de  Maclaurin, 
quand  ils  sont  convergents^  représentent  /*  (x  +  A)  et  fx  d'autant  plus 
exactement  que  l'on  en  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes ,  il  faut 
en  conclure  que  les  développemens  entiers  ont  rigoureusement  ces 
fonctions  pour  limites,  s'ils  sont  convergents,  et  peuvent  par  consé- 
quent leur  être  identiquement  substitués.  11  n'en  serait  pas  de  même 
si  la  série  était  divergente  ;  comme  dans  ce  cas  la  somme  des  termes 
que  l'on  néglige  ne  converge  pas  vers  zéro ,  il  est  évident  que  la  série , 
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quel  que  soit  le  nombre  de  termes  que  Ton  considère ,  ne  représentera 
jamais,  même  d^une  manière  approchée,  la  fonction  proposée. 
En  appliquant  le  théorème  de  Maclaurin  aux  fonctions 

et  à  quelques  autres  de  forme  analogue,  il  se  présente  une  cir- 
constance remarquable.  Si  l'on  en  prend  les  dérivées  successives 
et  que  Ton  y  fasse  x  nul  pour  avoir  les  valeurs  de  /b,  /^o,  f"o  etc.,  on 
trouve  que  tous  ces  coeilîciens  se  présentent  sous  la  forme  ^  et  on 
reconnaît  que  les  vraies  valeurs  sont  toutes  indéfiniment  nulles;  de 
sorte  que  les  développemcns  entiers  de  ces  fonctions  semblent  égaux 
k  zéro.  Cette  anomalie  s'explique  en  observant  que  rien  ne  prouve 
que  ces  développemcns ,  dont  tous  les  termes  sont  nuls ,  sont  con- 
vergents et  que  par  conséquent  on  ne  peut  rien  conclure  de  cette 
circonstance,  pour  la  valeur  de  la  somme  de  tous  les  termes,  si  ce 
n'est  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  développables  suivant  les  puis- 
sances positives  de  la  variable ,  ce  qui ,  du  reste ,  est  évident  puisque 
pour  X  infiniment  petit,  le  développement  de  Maclaurin  procédant 
suivant  les  puissances  positives  croissantes  de  la  variable ,  doit  repré- 
senter un  infiniment  petit  d'un  ordre  limité ,  tandis  que  la  fonction 

I 
^  fg^  devient  un  infiniment  petit  d'un  ordre  infini ,  puisqu'on  a  vu 
e 

(N*»  51)  que  le  rapport  —^  est  nul  pour  toute  valeur  de  m,  quand 
on  fait  X  nul  ou  infiniment  petit. 

Il  suit  de  là  que  les  fonctions  /x  +  e  ^*  et  fx  ont  en  apparence  le 
même  développement  qui,  s'il  est  convergent,  ne  représente  que  fx. 
On  voit  par  cet  exemple,  qu'un  développement  donné  ne  repré- 
sente que  la  partie  de  la  fonction  primitive ,  qui  est  susceptible  d'être 
développée  suivant  les  puissances  positives  de  la  variable. 

54.  Série  de  Taylor  en  défaut,  —  La  série  de  Taylor  est  dite  en 
défaut  lorsque  quelques  unes  des  dérivées  /*'x,  f^x  etc.  sont  infinies. 
Tant  que  l'on  traite  x  comme  variable  ou  qu'on  ne  lui  donne  pas 
une  valeur  déterminée,  aucune  de  ces  dérivées  ne  peut  être  infinie; 
car  en  supposant  que  f^'^^x  soit  la  première  qui  prenne  cette  valeur, 
la  précédente,  c'est-à-dire,  /*<^*~*)x  sera  une  certaine  fonction  de  la 
variable  x  dont  la  dérivée  serait  infinie,  ce  qui  ne  peut  arriver,  d'après 
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ce  qu*on  a  vu  (N"*  5)  ;  mais  quand  on  donne  à  x  une  valeur  déterminée , 
il  peut  se  faire  que  celle-ci,  combinée  avec  les  constantes  de  la  fonc- 
tion, rende  un  dénominateur  nul,  et  par  suite,  la  dérivée  infinie; 
supposons  par  exemple,  que  l'une  des  dérivées  successives  renferme 

un  terme  de  la  forme  ■  ,         — ,  X  étant  quelconque.  Il  est  évident 

qu'aussi  longtemps  que  x  reste  arbitraire,  le  dénominateur  [/x*  —  a* 
devra  subsister;  mais  si  Ton  donne  à  x  la  valeur  particulière  a, 
X*  —  a*  deviendra  nul  et  la  dérivée  sera  infinie.  On  reconnait  aussi 
par  cette  exemple  que  si  une  des  dérivées  est  infinie  pour  une  cer- 
taine valeur  de  la  variable ,  toutes  les  suivantes  devront  l'être  aussi  ; 

car  si  l'une  d'elles  prend  la  forme  ,  on  sait  que  toutes 

(/x'— o* 

les  suivantes  renfermeront  |/x* —  o*  au  dénominateur.  Cette  pro- 
position peut  du  reste  être  démontrée  d'une  manière  générale,  et 
en  outre  on  reconnait  que  lorsqu'une  dérivée  devient  infinie,  cette 
circonstance  indique  qu'il  y  a  impossibilité  de  développer  f(x  +  h) 
suivant  les  puissances  entières  de  h ,  et  que ,  pour  que  les  coefficiens 
cessent  d'être  infinis  il  faut  que  l'exposant  de  h  devienne  fractionnaire 
à  partir  du  terme  où  la  dérivée  devient  infinie.  Pour  le  faire  voir, 
reprenons  la  démonstration  de  la  formule  de  Taylor ,  au  moyen  des 
coefficiens  indéterminés.  Supposons  f{x-¥-h)  développé  suivant  les 
puissances  ascendantes  entières  ou  fractionnaires  de  A ,  et  posons 

/•(x-i-A)  =  /xH-  AA*  -4-  BAP  -*-  CAV ^-  NA^  -^PA^  -h  etc. 

les  coefficients  A,  B,  G....  étant  des  quantités  finies  et  inconnues. 

Pour  déterminer  A,  B,  C et  les  exposants  a,  ^,  7....,  remarquons 

que  les  deux  membres  de  cette  équation  étant  identiques  pour  toute 
valeur  de  A,  les  dérivées  d'un  ordre  quelconque  des  deux  membres, 
doivent  aussi  être  égaux  pour  toute  valeur  de  A  et  par  conséquent 
pour  A  =  0  ;  or ,  si  l'on  égale  les  dérivées  premières ,  en  remarquant 
que  la  dérivée  de  f{x  -+-  A)  par  rapport  à  A  est  /"'  (x  -f-  A) ,  c'est-à-dire, 
la  dérivée  de  fx  en  changeant  x  en  x  H-  A  (N°  56) ,  il  vient 

/•'(x4-A)  =  aAA«-»-t-ete. 

et  si  on  fait  A  =  0,  comme  le  premier  membre  se  réduit  h  f'x^  le 
second  devra  aussi  se  réduire  à  une  quantité  équivalente  ;  si  cette 
dérivée  f'x  est  finie ,  le  second  membre  devra  donc  aussi  se  réduire 
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à  une  quantité  finie  ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  a  est  entier  et 

égal  à  Tunité;  car  s'il   était  inférieur,  a  —  i  serait  négatif  et  le 

aA 
premier  terme ,  mis  sous  la  forme  ,^_^ ,  deviendrait  infini  pour  A  nul  ; 

tandis  que  si  a  était  supérieur  h  l'unité,  a — i  serait  positif  et  ce 
premier  terme  serait  nul  pour  h  nul ,  ainsi  que  tous  les  termes  sui- 
vants, a  étant  égal  à   Tunité,   Téquation  devient 


/*(x'4-ft)  =  A  -+-pBftP-*  -»-etc. 

et  pour  fc  =  0 ,  il  vient 

A  ==  f'x. 

En  dérivant  une  seconde  fois  par  rapport  kh,  on  trouve 

f"{x  H-  A)  =  p(p  —  i  )BAP-«  -4-  etc. 

et  si  on  suppose  que  /*''x  ait  une  valeur  finie,  on  fera  voir,  comme 
plus  haut,  que  p  ne  peut  être  que  2  et  on  en  conclut  en  faisant  &  =  0, 

On  trouvera  de  la  même  manière 

7  =  3,     J  =  4 


^  =  1-7275^'-'    ^=  172:174^""^  ••  ^  =  1727377.^^"'^- 

Ce  raisonnement,  qui  fait  connaître  les  différents  termes  de  la  série 
de  Taylor,  pourra  être  continué  indéfiniment  tant  que  les  dérivées 
successives  /"(*)  x  conserveront  des  valeurs  finies  ;  mais  supposons  que 
pour  une  certaine  valeur  attribuée  à  x,  la  dérivée  /"(»+*) x  devienne 
infinie;  alors  le  raisonnement  précédent  se  trouve  en  défaut,  lorsqu'on 
arrive  à  l'équation 

/"C-  +  41  (x  4-  ft)  =  fr (tt  —  i )  (tt  —  2) Vh"-^-'  -f  etc.; 

en  effet ,  pour  A  =  0 ,  le  premier  membre  se  réduit  par  hypothèse  à 
une  quantité  infinie  f^'*'^^)x;  or,  si  tt  était  un  nombre  entier,  le 
second  membre  ne  pourrait  pas  devenir  infini  comme  le  premier  ;  car 
l'exposant  n  étant  plus  grand  que  l'exposant  n  du  terme  précédent, 
TT  —  n  —  i  ne  pourrait  être  que  zéro  ou  un  nombre  entier  positif  et 
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pour  A  =  0  le  second  membre  se  réduirait,  dans  le  premier  cas,  à  la 
valeur  finie 

7r(7r  — i) 3.2.1.  P 

et  dans  le  second,  à  zéro;  tandis  que  si  n  est  fractionnaire  et  compris 
entre  n  et  n-hi,  ir  —  n  —  i  sera  négatif  et  ce  terme  mis  sous  la 
forme 

.(,_!)(„_  2) ?^^^ 

deviendra  infini  comme  le  premier  membre.  On  voit  donc  que,  lors- 
que la  dérivée  de  Tordre  n-hi  devient  infinie  pour  une  certaine  valeur 
de  la  variable,  le  développement  de  f  {x  -^  h)  contient  nécessaire- 
ment h  avec  lin  exposant  fractionnaire  compris  entre  n  et  n  +  i,  dans 
le  terme  qui  suit  A".  Réciproquement,  si  dans  le  développement  de 
f{x  -i-  h)  obtenu  d'une  manière  quelconque,  il  se  trouve  un  exposant 
fractionnaire  compris  entre  les  nombres  entiers  n  et  n  +  i,  on  recon- 
naît que  la  dérivée  /'(«+0  x  doit  être  infinie,  puisque  en  faisant  h  nul 
dans  l'équation 

fn^î)  (x  H-  A)  =  TT  (tt  —  i)  (tt  —  2) P  h""---*  -H  etc. , 

mise  sous  la  forme 

le  second  membre  devient  infini.  On  conclut  aussi  de  là  que  toutes  les 
dérivées  suivantes  sont  infinies;  car  on  a 

/■(•  +  «Î(X  H-  h)  ==  7r(7r  —  i)  (tt  —  2) (tt  —  W  —  i)PA^— "«  -4-  etc. 

/•(•  +  3)(a;  ^h)  =  iT{n  —  i){n  —  2) (tt  —  «  —  2) PA^--"»  ^  etc. 

dont  les  premiers  membres  deviennent /"(*"♦■* 'x, /'(*'^')x  quand  on 
on  fait  A  =  0  et  dont  les  seconds  membres  sont  tous  infinis ,  puisque 
TT  —  n  —  2,   TT  —  n  —  3  etc. ,  sont  des  exposants  négatifs. 

Si  Z"^*)»  est  la  dernière  dérivée  qui  conserve  une  valeur  finie  pour 
une  valeur  particulière  de  x,  la  série  de  Taylor  pourra  être  em- 
ployée jusqu'à  ce  terme;  mais  comme  tous  les  suivants  deviennent 
infinis  quand  on  conserve  pour  A  des  exposants  entiers,  il  serait 
inutile  de  pousser  le  développement  plus  loin ,  à  moins  d'employer 
des  exposants  fractionnaires ,  et  Ton  se  borne  alors  à  déterminer  le 
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terme  sommatoire  qui  suit  /*Hx.  En  développant  la  fonction  qui  le 
représente ,  suivant  les  puissances  de  h ,  soit  par  la  division ,  soit  par 
tout  autre  moyen ,  on  reconnaîtra  en  effet  que  ce  développement  ne 
peut  se  faire  suivant  les  puissances  entières  de  h ,  mais  que  le  premier 
terme  doit  nécessairement  renfermer  une  puissance  fractionnaire.  G*est 
pour  ce  motif  que  la  série  est  dite  en  défaut.  Dans  Texcmple  suivant 

y=x^-h{x  —  b)  {x  —  a)* 
on  trouve 

/■'a:==3x«-4-(x— a)» -t.5(x— 6)(x— a)*,    /^'x  =  6x -t-5  (x  — o)« 

jK     '  1  L\  ^     m  (x h\ 

+  ^(x_6){x-a)*,    /•"'x  =  6  +  ^(x-o)«  +  -^-î^ ^,etc. 

*  *  ^  {x-ay 

On  voit  que  pour  x  égal  k  a,  /'"'x  devient  infini  ainsi  que  toutes 
les  dérivées  suivantes;  il  faut  donc  se  borner  aux  trois  premiers  ter- 
mes de  la  série  et  employer  le  terme  sommatoire  pour  le  reste.  En  le 
développant  ensuite ,  on  trouve 

f(a  ^-  A)  =  a'  H-  3a«A  -i-  3aA«-h  (o— 6)A*  -+-  A' -h  A*. 

Si  au  lieu  d'employer  le  terme  sommatoire,  on  emploie  le  terme- 
limite,  en  supposant  que  fi'*'^*)x  soit  la  première  dérivée  qui  devienne 
infinie,  on  ne  pourra  pas  représenter  en  général  le  reste  de  la  série  par 

A"  +  * 

parce  que  /"^"^ *)  (o  -*-  0  A)  n'est  plus  finie  et  continue  depuis  x  =  a 
jusqu'à  x  =  o -h  A.  Il  faut,  dans  ce  cas,  se  borner  à  développer 
/■(x  -4-  A)  jusqu'à  la  dérivée  /*t")x  et  prendre  pour  le  reste 

/•(•)(a-f-GA). 


i  .â.D-:....  n 
Ainsi,  dans  l'exemple  précédent,  il  vient 


/•(x-4-A)  =  a'-+-5a«A  h-  5aA*  h-  ^YiS(a  — 6)(9A)*  -f-24  0A 

H- 55  (9  A) '\ 
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56.  Développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances  entières 
d'une  fonction  donnée  de  la  variable.  Au  lieu  de  développer  une 
fonction  donnée  fx  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la 
variable  x,  on  peut  se  proposer  de  la  développer  suivant  les  puissan- 
ces entières  et  positives  d'une  fonction  donnée  «px  de  cette  variable, 
c'est-i-dire ,  de  manière  à  avoir 

Fx=  A  -4-  B(<px)  -4-  C(yx)«  -4-  D(yx)»  -4-  E(<px)*  -4-  etc. 

A,  B,  C...  étant  des  coefficiens  constants  à  déterminer.  Pour  cela, 
prenons  les  dérivées  successives  des  deux  membres  de  cette  équation  ; 
en  représentant  par  (?a:*)',  (<px*)"  etc.  les  dérivées  successives  de^x', 
fX*,  etc.  on  aura 

F'x  =  By'x  H-  C  (yx»)'  -4-  D  (<px»)'  H-  E  (yx*)'  ■+-  etc. 

F"x=  By'^x  -4-  C  (fx«)"  H-  D  {<fxy  -f-  E  {ffxy  -4-  etc. 

F'"x  =  By'"x  h-  c  (<px«)'"  -h  D  (<px»)'"  -4-  E  (<px*)'"  -4-  etc. 

F(»)x==B<pHx  -4-  C  (yx*) (-)  -H  D (yx')(»»)  -♦-  E  (yx*) W  -h  etc. 

Si  on  représente  par  a  une  valeur  de  x  qui   rend  fX  nul,   c'est- 
à-dire,  une  des  racines  de  Téquation 

tpx  =  0, 

il  vient,  en  développant  les  dérivées  successives  de  (f  x)"  et  en  rem- 
plaçant X  par  a ,  ce  qui  rend  f  x  nul , 

F«  =A, 
F'<x  =Bt'a, 

F'a  ==By"«-4-i.2Cy'aS 
F'"a  =  Bt'"a-H  i.2.3Cy'«f'«-4-  i,2.3.DfV, 
F""a=  Bt""a  ■+-  i .2  C (3^"a«  -4-  4?'«f'"a)  -4-  i .2.5.6  D t'aV'a 
-Hi.2.3.4EyV, 

d'où  l'on  tire 

F'a                 F"a<p'a--®"aF'a 
A  =  F«,     B==l^,     C= \    ^   J/    , 

^       F^'^gyV—  5F'VyVy'V  >^  SF^ay^V—  F^tty'ay'"a 
'^^  i.2.3yV  '  ''*^- 

il 
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OU  bien 

dA  rfB  dC  dp  rfE 

A  =  ra,     B  =  -^,    Q=—-^      D=~-^,    E=-T-;-,    F  =  ----,  etc. 
?«  2y'a  3f'a  4y'a  5yV 

qui  font  connaître  la  loi  de  la  fonnation  des  coefficiens.  Cette  formule 
serait  en  défaut  si  la  valeur  a,  qui  rend  nulle  la  fonction  7X9  faisait 
aussi  évanouir  <f'x. 

i 

On  trouve  ainsi  pour  le  développement  de  e  ^  en  fonction  de  log  x. 


i 

e  '  =  \(i.^  logx-^-i-^log»x-H^_^log'x 

Si  dans  la  formule  générale,  on  fait  fx  égal  à  x,  «  est  alors  zéro  et 
on  trouve 

A=:Fo,    B  =  F'o,     C=.^F"o,     D  =  — i-=F'"0,  etc. 

1 . z  1.2.5 

et  elle  devient 


Fx  =  Fo  -4-  F'o.  X  -4-  F"o.-p-r-  -♦-  F'"o.7— r--  -h  etc. 

1.2  1.2.3 

qui  est  la  formule  de  Maclaurin. 

57.  Formule  pour  le  retour  des  suites.  —  Si  dans  la  même  formule 
générale  on  fait  Fx  =  x,  on  trouve 

A=«,  B=— ,   C  =  -^,  D=-— .-!: 7T-^^^—y  E  =  etc. 

ff  a  2  fa'  2.3  fa^ 

et  par  suite, 

x  =  «^_,x--— ,x«^— — ,x3-etc....(l) 

Cette  formule  est  inverse  de  celle  de  Maclaurin.  Cette  dernière  donnait 
le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  la  variable ,  tandis  que  la  nouvelle  donne  le  développe- 
ment d'une  variable  suivant  les  puissances  de  la  fonction. 
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Ainsi,  le  développement  de  Maclaurin  a  donné 

3C^        X^        x/^ 

log(i  -Hx)  =  x  —  ir'*""==" — T"*"®^- 

2  d  4 

et  si  l'on  prend  log  (i  -h  x)  pour  ^x,  la  valeur  a  de  x  qui  rend  yx 
nul,  est  zéro,  le  nouveau  développement  devient  donc 

i  i 

X  =  log  (i  -*-  x)  -4-  -  log*  (i  -4-  x)  -4-  •T--Z  log  3  (i  -♦-  x)  -H  etc. 

et  en  général,  si  l'on  a 

y  =:  &x  -h  ex*  +  dx'  -4-  ex*  -♦-  etc.  =  yx, 
on  en  déduit 
y  =  f  X  =  &x  -h  ex*  +  dx'  -*-  etc. ,    y 'x  =  5  +  2ex  -4-  3dx*  •¥•  etc. 

et  eomme  pour  x  =  0,  f  x  est  nul,  on  voit  que  a  est  zéro  et  il  vient 
i  e    .      2e*— 6d    , 

telle  est  la  formule  générale  pour  le  retour  des  suites, 

58.  Formule  pour  la  résolution  des  équations  numériques.  — 
Comme  a  doit  rendre  ^x  nul,  si  on  remplace  <px  par^x — 7 a  dans 
la  formule  générale  du  N**  précédent,  a  sera  égal  à  a,  les  coefficiens 
A,  B,  C,  D....  deviendront 

dB  dC 

F'a                da                 da 
A  =  Fa,     B^ r-,     C^^-r-,     D==-^ 

et  la  formule  deviendra 

F'a 

Fx  =  Fo  -h  -7-  (f  X  —  <pa)  -H  C  (f  X  —  y  a)*  -4-  D  (<px  —  (po)'  -1-  etc. 
ff  a 

dans  laquelle  a,  x,  7  et  F  sont  quelconques.  Quand  x  est  une  racine 
de  l'équation  ^x  ==  0 ,  elle  se  réduit  à 

F'o 

Fx  =  Fa ;-fa  -1-  C^a*  —  D^'  -h  etc. 

^a 

f|uî  donne  la  valeur  d'une  fonction  quelconque  F  d'une   racine  dr 
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réquation  fx  =  0.  Si  on  remplace  Fx  par  x,  cette  équation  devif.nt 

X  =  a 7—-  — 7-; — "—  M  ^  j 7-1 ço  —  etc. 

ffa      1.2    <p'a»         1.2. 3  yV  ^ 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  représentant p- 

par  -^j  par  ^l''  sa  dérivée  par  rapport  à  a  ,  par  (4^y  la  dérivée  du  pro- 
duit >|^>|^'  et  ainsi  de  suite, 

dans  laquelle  a  est  quelconque,  pourvu  que  la  série  soit  convci^ente. 
Cette  expression  est  utile  pour  la  résolution  des  équations  numériques  ; 
car  si  a  est  une  valeur  suffisamment  approchée  d'une  racine  de 
réquation 

Fx  =  0, 

la  quantité  Fa  suivant  laquelle  la  série  est  développée,  aura  une  valeur 
très  petite,  la  série  sera  convergente  et  donnera  la  valeur  de  la  racine 
X.  Cette  racine  est  celle  qui  est  la  plus  rapprochée  de  a,  puisque  x — a 
a  une  valeur  unique  et  très  petite  si  Fa  est  très  petit. 
Soit  par  exemple  à  résoudre  l'équation 

X»  — 2x  — 20  =  0; 

comme  il  est  visible  que  x  diffère  peu  de  3^  on  fera  «égal  à  ce  nombre 
et  on  aura 

Fa  =  a»--2o  — 20  =  1, 

F'a  =  3a*  — 2  =  25, 

F"o  =  18,  F'"a  =  6,  F""a  =  0,  F'""a=0,etc. 

En  substituant,  on  trouve 

1  9  4711 

^  =  ^-25-15625 -244ÛÔ628-*»"-=='''«'**^" 

valeur  exacte  à  moins  d'un  dix  millionième  près. 

La  formule  de  Maclaurin  peut  aussi  servir  à  démontrer  un  théorème 
important  d'algèbre.  Considérons  une  fonction  quelconque  imaginaire, 
c'cstrà-dire ,  contenant  d'une  manière  quelcxinque  le  symbole  imagî- 
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naire  j/ —  i  que  nous  désignerons  par  s  ;  ]a  fonction  proposée  pourra 
être  désignée  par  fs.  Or,  quelle  que  soit  la  signification  de  s ,  on  peut 
concevoir  cette  fonction  développée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  £et  mise  sous  la  forme  suivante,  fo,  /"'o,  /*"o...  désignant  ce  que 

deviennent  A,  t"  >  "r^  ®^'  Quand  on  y  fait  e  =  0, 
de     a  a* 

/'e  =  /-OH-£/-'o-f-— /-"OH- 

si  on  remplace  e  par  sa  valeur  [/ —  i,  on  trouve 


l.â.  3.4.  5 


-etc 


) 


dans  laquelle  le  second  membre  est  visiblement  de  la  forme  : 
p  ^  Q  (/ —  i.  Il  suit  de  là  que  toute  fonction  imaginaire  peut  être 
mise  sous  la  forme  P  ■+-  Q  [/ —  i  et  Téquation  précédente  fait  connaître 
la  valeur  des  deux  fonctions  réelles  P  et  Q,  du  moins  lorsqu'elles  rem- 
plissent les  conditions  de  convergence  dont  il  sera  question  plus  loin. 
59.  McLxima  et  minima  des  fonctions  d'une  seule  variable.  —  Pour 
troisième  application,  occupons-nous  de  la  théorie  des  maxima  et 
minima  des  fonctions  d'une  seule  variable.  Si  Ton  fait  croître  x  d'une 
manière  continue,  fx  variera  lui-même,  en  général,  d'une  manière 
continue  et  il  arrivera  le  plus  souvent  que  cette  fonction,  après  avoir 
été  en  croissant  dans  un  certain  intervalle,  finira  par  diminuer  si  l'on 
continue  à  faire  croître  x.  L'état  de  la  fonction  au  moment  où  elle  cesse 
de  croître  pour  aller  en  décroissant,  se  nomme  maximum ,  et  on  donne 
le  nom  de  minimum  à  l'état  de  la  fonction,  lorsqu'après  avoir  été  en 
diminuant  dans  un  certain  intervalle ,  elle  commence  ensuite  à  croître. 
La  théorie  des  maxima  et  minima  a  pour  objet  de  déterminer  la  valeur 
qu'il  faut  donner  a  x  pour  que  la  fonction  devienne  maximum  ou  mi- 
nimum. En  donnant  à  x  un  accroissement  et  une  diminution  A,  on  trouve 

f(x^h)=fx+hrx  -H  J^^r^'^ -f-  ^-^^/-«(x^-  e  A), 

f(x  -  h)  =:fx  -hf'x  +  ^^f"x ±  ^7^^/"w  (^  ■+-  e' A). 
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Pour  que  x  corresponde  à  un  maximum  ou  un  nantmiiiii  de  la 
fonction  fx^  il  faut  évidemment  que  f{x  -*-  h)  eif{x — A)  soient  tous 
deu\  plus  petits  ou  tous  deux  plus  grands  que  fx  quel  que  petit  que 
soit  A,  c'est-à-dire  que  /*(x  -+-  A)  — fxeif{x  —  A)  —  /"x,  et  par  con- 
séquent les  valeurs  suivantes, 

aient  le  même  signe ,  ce  qui  ne  peut  ayoir  lieu  que  si  fx  est  nul , 
puisque  ces  deux  valeurs  commencent  par  un  terme  de  signe  différent 
et  qu'on  a  vu  (N<*  50)  qu'on  peut  toujours,  en  prenant  A  assez  petit, 
faire  en  sorte  que  ce  terme  l'emporte  sur  la  somme  de  tous  les  suivants 
et  par  conséquent,  donne  son  signe  à  la  série,  fx  étant  nul,  les  deux 
différences  f{x-¥-h)  —  fx  et  f{x  —  A)  —  fx  seront  de  même  signe, 
car  leurs  valeurs  se  réduisent  aux  suivantes 

dans  lesquelles  les  premiers  termes  sont  tous  deux  de  même  signe  et 
comme  ils  peuvent  être  rendus  supérieurs  à  la  somme  des  termes  qui 
suivent,  ils  donneront  le  même  signe  aux  deux  séries.  Il  résulte  de  ce 
qu'on  vient  de  voir,  qu'en  résolvant  l'équation 

les  racines  sont   les   valeurs  de  x  qui  rendent  fx  maximum  ou 

minimum.  Remarquons  que  dans  le  cas  du  maximum,  ces  deux  diffë* 

renées  doivent  être  toutes  deux  négatives ,  ce  qui  ne  peut  arriver  que 

A* 
si  — -  /""x  est  négatif  quel  que  soit  A ,  c'est-à-dire ,  si  f"x  est  négatif. 

On  trouvera  de  même  que  dans  le  cas  du  minimum ,  il  faut  que  fx 
soit  positif.  Ainsi ,  après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  x  correspon- 
dant à  un  maximum  ou  à  un  minimum ,  on  substituera  ces  valeurs 
dans  f^'x  et  on  aura  un  maximum  ou  un  minimum  suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  sera  négatif  ou  positif. 
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Cette  régie  est  en  défaut  lorsque  f'x  est  nul  en  même  temps  que  fx\ 
alors  les  valeurs  trouvées  pour  x  ne  correspondent  pas  nécessaire- 
ment à  des  moxtma  ou  des  mmima\  car  il  vient  dans  ce  cas 

f{x-h)==fx-. — |-^r* =*=T:lb,^^"'(''-^'**)' 

et  on  fera  voir,  comme  on  Ta  fait  plus  haut,  que  les  deux  seconds 
membres ,  qui  commencent  avec  des  signes  différents ,  ne  peuvent  être 
tous  deux  positifs  ou  tous  deux  négatifs  que  si  f"x  est  nul  ;  de  sorte 
que  cette  condition  devra  être  jointe  aux  deux  précédentes  pour  qu'il 
y  ait  maximum  ou  minimum^  qu'on  distinguera  ensuite  par  le  signe 
que  prendra  la  dérivée  suivante  f'"x.  Si  celle-ci  était  aussi  nulle ,  ou 
prouverait  que  f""x  doit  être  nul ,  et  ainsi  de  suite.  On  énonce  donc 
la  règle  générale  de  cette  manière  :  Pour  avoir  la  valeur  de  x  corres- 
pondant à  un  MAXIMUM  ou  à  un  minimum  d'une  fonction  y  on  égalera  à 
zéro  la  dérivée  du  premier  ordre  ;  on  en  tirera  les  valeurs  de  x ,  que 
Von  substituera  dans  f'x;  il  y  aura  maximum  ou  minimum  suivant  que  le 
résultat  de  la  substition  sera  négatif  ou  positif  Si  le  résultat  est 
nul,  on  substituera  les  valeurs  de  x  dans  f'*x  et  il  n'y  aura  maximum 
ou  HiNiNUM  que  si  cette  dérivée  est  égale  d  zéro;  dans  ce  cas  on  distin- 
guera le  MAXIMUM  du  MINIMUM  par  le  signe  que  prendra  f""x  après  la 
substitution  j  et  ainsi  de  suite. 

Cette  théorie  est  insuffisante  lorsque ,  pour  la  valeur  particulière  de 
la  variable  qui  répond  au  maximum ,  le  développement  de  Taylor  est 
en  défaut  dès  le  premier  terme ,  ou  lorsque  la  dérivée  première  f'x 
prend  une  valeur  infinie.  On  évite  ce  cas  d'exception  en  présentant 
cette  théorie  comme  il  suit  :  ce  qui  caractérise  le  maximum ,  c'est  cette 
circonstance  que,  en  faisant  varier  x,  fx  cesse  de  croître  pour  aller  en 
décroissant.  Or,  on  a  vu  (N*>  7)  qu'une  fonction  est  croissante  ou 
décroissante  selon  que  sa  dérivée  est  positive  ou  négative  ;  d'où  il  suit 
que  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  la  dérivée 
change  de  signe,  ce  qui,  quand  la  fonction  reste  réelle,  a  lieu  en 
passant  par  zéro  ou  par  l'infini.  D'où  il  suit  que  les  valeurs  cherchées 
de  la  variable  ne  peuvent  être  que  les  racines  de  l'une  ou  l'autre  des 
deux  équations 

fx  =  0,    fx=«. 

La  théorie  précédente  n'avait  conduit  qu'à  la  première  équation  de 
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condition.  Comme  une  fonction  qui  passe  par  zéro  ou  par  Tinfini  ne 
change  pas  nécessairement  de  signe ,  les  racines  de  ces  équations  ne 
répondent  pas  toujours  à  un  maximum  ou  un  minimum  et  il  est  né- 
cessaire de  s'assurer  que  la  fonction  primitive  fx  est  à  la  fois  crois- 
sante ou  à  la  fois  décroissante  quand  on  remplace  x  par  a;  -h  A  et 
X  —  h,  h  restant  très  petit. 

60.  Applications  de  la  théorie  des  maxima  et  minima,  —  Appli- 
quons cette  théorie  à  quelques  exemples.  Soit  la  fonction  a — 6  x  +  x^; 
on  en  tire 

/•'x=— 6-i-2x=^0,   x  =  53     r*  =  2. 

X  =  -  correspond  donc  à  un  minimum.  Pour ^ ,  on  trouve 

2  1  -I-  x* 

/''^=/T-^^t=0»  oui-x«=Oetx=±i,  /■"x=-.2xrf^^^. 

La  première  racine  donne  —  -  pour  f"x  et  correspond  à  un  moxt- 

mum  ;  la  seconde  donne  -  et  correspond  à  un  minimum. 
z 

Pour  la  fonction  implicite 

X*  —  2  oxy  —  y«  -I-  i  =  0 

on  fera 

dy       X  —  ay  ,    ^  ^  x 

dx       y  -4-  ox  ^         '    ^       a 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  y  dans  Téquation  primitive,  il  vient 
x«  —  2x*  —  ^  -4-  i  =  0    d'où    X  =  d=         ^  et   w  =  db     ^  . 


On  a  ensuite 


dy 
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dy 
qui ,  pour  les  deux  valeurs  de  x ,  devient  en  remarquant  que  —   est 

dx 

nul, 

rf*y  _      -h  i  cPy  •—  i 

La  première  racine  correspond  donc  h  un  mmtmtim  de  la  fonction  y 
et  la  seconde  à  un  maximum.  Pour  — ,  on  trouve  sans  peine  que 

i 
X  =  - — ^  donne  un  minimum  ou  un  maximum  suivant  que  a  est  plus 
log  a  ^  , 

grand  ou  plus  petit  que  Tunité. 

Nous  terminerons  ces  applications,  en  résolvant  quelques  pro- 
blèmes d'analyse  et  de  géométrie  dont  la  solution  dépend  de  la 
théorie  des  maxima  et  minima. 

Trouver  un  nombre  x  tel  que  sa  racine  x***«  soit  la  plus  grande 
possible.  Le  problème  posé  en  équation  donne 

et  on  trouve 

dy        --«/.      ,       V        -  i— logx 

et  par  conséquent 

i  — logx=0,    d'où   x=e  =  2,74828 oubienx==oo. 

On  peut  s'assurer  que  la  première  solution  (correspond  à  un  m^iximum 
et  la  seconde  k  un  minimum. 

Partager  un  nombre  donné  a  en  deux  parties  telles  que  le  produit 
de  la  n**'^  puissance  de  l'une  par  la  m^^^  puissance  de  l'autre^  soit 
un  MAXIMUM.  En  représentant  le  produit  par  y  et  Tune  des  divisions 
par  X,  il  vient 

y  =  x»(o — X**)  et  -^  =  (a — x)**nx"-* — x"wt(o — x)**-* 


=x""'*jna  —  (iH-+-n)xj(a  —  x)"»~*  =  0. 
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fia 


On  trouve  denx  solutions  x  =  0 ,  x  =ïa  pour  un  minimum  et  x= 

m  -*-« 

pour  un  maximum. 

a 
Si  m==n  ==i  9  il  vient  x  =  -,  ce  qui  apprend  que  le  produit  des 

deux  parties  d*une  droite  donnée  est  un  maximum  quand  les  deux 
parties  sont  égales. 

Trouver  parmi  les  cylindres  droits  d'un  volume  donné  y  celui  dont 
la  surface  totale  ^  y  compris  les  bases,  est  la  plus  petite  possible. 

V  étant  le  volume  donné,  si  on  représente  par  y  la  surface  totale, 
par  X  le  rayon  de  la  base  et  par  x'  la  hauteur,  on  trouve  pour  la 
surface  des  deux  bases  Sttx*  ,  pour  la  surface  convexe,  Sttxx'  et  pour 
la  surface  totale  Sttx*  -i-27rxx';  mais  le  volume  estTrx'x';  on  a  donc 


et  en  substituant , 


d'où  l'on  tire 


v  =  .x«x'    d'où    x'  =  ^. 


t/  =  27rX*H 

^  X 


Mener  d'un  point  donné ,  à  une  courbe  donnée ,  la  droite  la  plus  longue 
et  la  plus  courte  possible.  Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  donné, 
X,  y  les  coordonnées  du  point  de  la  courbe  où  la  droite  doit  aboutir  et 
l  la  longueur  de  cette  droite  ;4l  vient 

y=szffxeiP={x — x')*-f-(y — y')«=x* — 2xx'H-x^4-y* — 2yy'-*-y*j 
et  en  remplaçant  y  par  sa  valeur , 

p=x«  — 2xx'-i-x'*-*-(^x)*  — 2y'fx-f-y^, 
d'où 

/.^=x~x'H-f'x(yx— y'), 

et  par  conséquent  les  points  cherchés  sont  donnés  par  les  racines  de 
l'équation 

X — x'-i-f'x(fx — y')  =  0. 
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61.  Il  y  a  quelquefois  certaines  précautions  à  prendre  dans  le  choix 
de  la  variable  indépendante  pour  pouvoir  déterminer  le  maximum 
ou  le  minimum  d'une  fonction  au  moyen  de  la  théorie  générale.  Le 
problème  suivant  offre  un  exemple  de  ce  cas.  Proposons-nous  de 
chercher  la  droite  la  plus  longue  et  la  plus  courte  qu*on  puisse  mener 
d*un  point  A  (fig.  5)  à  un  cercle,  x,  y  étant  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  circonférence  et  (a:=a),  (y  =  0)  les  coordonnées  du  point 
A ,  la  distance  /  de  A  à  un  point  de  la  circonférence  est  donnée  par 

et  comme  l'équation  du  cercle  est 

il  vient  en  éliminant  y , 

l  =  j/  (x  —  a)*  -4-  r*  —  x«  =  |/  r*  -f-  a*  —  2ax 

d'où  Ton  tire 

dl  —a 


dl 
Et  il  est  visible  que  cette  valeur  de  —  ne  peut  pas  être  égalée  à 

zéro  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  x.  Elle  ne  peut  pas  non  plus 
être  égalée  &  l'infini ,  parce  que  \/r^  -+-  a*  —  2ax  devient  imaginaire 
et  cesse  par  conséquent  d'être  continu  quand  x  dépasse  la  valeur  qui 
rend  nul  ce  radical  (voir  la  fin  du  N""  59).  Cette  difficulté  cesse  d'exister 
si,  au  lieu  d'éliminer  y  y  on  élimine  x;  car  on  trouve  alors 


/  =  |/y«  _-  x«  -r  o«  —  2ax  =  K  r«  H-  a«  — 2a|/r«  — y« 

et  il  vient,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré  et  en  dérivant 
ensuite  » 

d'où  l'on  tire  pour  le  mcucimum  ou  le  minimum , 

y  r=  0 ,     /  =  l/r*  -f-  a*  q=  2or  =  a  db  r. 

62.  Valeurs  symboliques  de  sin  x  et  cos  x.  —  Pour  quatrième 
application  analytique  du  calcul  différentiel,  nous  chercherons  les 
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expressions  imaginaires  des  sinus  et  cosinus.  Reprenons  le  développe- 
ment trouvé  pour  c*, 

X*  X*  X* 

série  qui ,  comme  on  Ta  vu ,  est  convergente  quelle  que  soit  la  valeur 

réelle  de  x.  Remplaçons  successivement x  par  x  j/ —  i  et  —  x  ^—  i  ; 
il  viendra 


e^y^i==^-J^ 


-*-  etc. 


1.2      1.2.3.4      1.2. 5. 4. 5. 6 

/  x*  X*  \ 

y  -  ITO  ^  4.2.5.4.»  -  '"^y 


,-«>^  =  l_^ 


-4-  etc. 


1.2      1.2.5.4      1.2. 5. 4. 5. 6 
/"  x'  X*  \ 

Comme  les  seconds  membres  se  composent  de  deux  séries  convergentes 
pour  toute  valeur  de  x,  ceux-ci  sont  eux-mêmes  convergents  et  en 
les  rapprochant  des  séries  trouvées  pour  cos  x  et  sin  x ,  ces  égalités 
deviennent 

g xK  —  1  =—  cos X  H-  |/ —  1  sin  X  ) 

e  —^y  —  ^  =  cos X  —  |/ —  1  sin  X  ) 
d'où  Ton  tire,  en  les  additionnant  et  en  les  retranchant  successivement, 

cosx= ,    sinx= — * 

2  2|/I=n 

Ces  relations  dues  à  Euler,  entre  les  lignes  trigonométriques  et  les 

fonctions  exponentielles  imaginaires  6*''^ "■  ,  g— »k—  ne  sauraient 
évidemment  servir  à  calculer  les  valeurs  numériques  de  cos  x  et  de 
sin  X  ;  mais  elles  doivent  être  considérées  comme  des  symboles  qui 
résument  toutes  les  propriétés  des  lignes  trigonométriques  et  qui  peuvent 
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servir  à  les  démontrer.  En  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux 
membres  de  la  première  équation  (i) ,  il  vient 

log(cosxH-^ — i  sinx)  =  x|/ — i. 

Soitir  la  demi  circonférence  d*un  cercle  et  n  un  nombre  entier  quel- 
conque, il  vient,  en  faisant  x=nn, 

log(cosn7rH-  [/ — i  sinn7r)=«7r(/— i. 

Or,  si  n  est  un  nombre  pair,  nn  sera  un  nombre  entier  de  cii*con- 
féreuces  et  Ton  aura 

cosn7r=i,    sinn7r  =  0; 

et  par  suite 

logi=rn7r|/ — i, 

qui  apprend  queTunitéa  un  nombre  infini  de  logarithmes,  puisqu'on 
peut  donner  à  n  toutes  les  valeurs  paires  0,  2,  4,  6,  8  etc.  Les  loga- 
rithmes correspondants  sont 0 ,2 tt j/^i  ,  fhir[/ — i,  Sn^ — i  etc. 
Le  premier  est  seul  réel,  c'est  celui  que  donnent  les  tables;  les  autres 
logarithmes  sont  tous  imaginaires. 
Si  n  est  un  nombre  impair ,  on  aura 

sinn7r  =  0,    cosn7r  =  —  i 
et  par  suite 

log  (—  i)  =  nn  |/—  i 

c'est-à-dire ,  que  l'unité  négative  a  un  nombre  infini  de  logarithmes 
qui  sont  w  j/— i,  Sir^— i,  Stt  ^ — i,  7n\/—i  etc.  Ils  sont 
tous  imaginaires.  On  conclut  de  là  qu'un  nombre  positif  quelconque 
a  un  nombre  infini  de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel  et  que  ceux 
des  nombres  négatifs,  aussi  en  nombre  infini,  sont  tous  imaginaires, 
car  on  a 

log  a  =  log  (a  X  i)  =  log  a  -H  nTT  |/—  i  et  log  (—  a)  =  log  (a  X  —  i) 

=  log  a  -t-  nn  [/ —  i , 

n  étant  pair  dans  la  première  équation  et  impair  dans  la  seconde. 
65,  Racines  de  l'%mité.  —  Les  formules  précédentes  font  connaître 
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les  différentes  racines  de  l'unité,  c'esV-à-dire ,  les  différentes  valeurs 
de  |/T;  en  effet,  la  théorie  des  Logarithmes  donne 

logp'r=--logl, 

ou  bien,  en  substituant  la  valeur  précédente  de  log  i  dans  laquelle  n 
est  un  nombre  pair  quelconque , 

m 
et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres , 

j7ï  =  e      -      . 

équation  qui  donne  toutes  les  racines  de  Tunité,  en  remplaçant  suc- 
cessivement n  par  tous  les  nombres  entiers  pairs.  Ces  valeurs  de  ^/T 
peuvent  être  mises  sous  une  forme  plus  commode  pour  les  calculs ,  en 

remplaçant  x  par  —  dans  (i)  du  N*"  62,  ce  qui  donne 
ni 

i/i  =cos h  y  —  I  sm  — 

La  première  valeur  de  yi  est  i  correspondant  à  n  =  0.  C'est  la 
seule  racine  réelle ,  si  m  est  un  nombre  impair  ;  mais  s'il  est  pair ,  en 
faisant  passer  n  par  toutes  ses  valeurs  paires  croissantes ,  l'une  d'elles 

sera  égale  km;  —  se  réduit  alors  à  tt  et  comme  cos  ir  =  —  I  et 
m 

sin  7r=0,  l'une  des  valeurs  de  j/i  sera  —  i.  Les  autres  racines  sont 
toutes  imaginaires.  Il  est  à  remarquer  que  quoique  le  nombre  des 
valeurs  qu'on  peut  attribuer  à  n  soit  infini ,  le  nombre  de  valeurs  dis- 

tincles  qui  en  résultent  pour  yi  est  limité  et  égal  au  nombre  m, 
comme  cela  résulte  de  la  théorie  des  équations;  car  il  est  visible  que 
dans 

i/i=cos v-y — i  sin —  ^ 

toute  valeur  paire  de  n  inférieure  à  âm ,  donne  pour  |/Tdes  valeurs 
distinctes,  dont  le  nombre  est  égal  à  n»,  tandis  que  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n  qui  dépassent  :2m,  on  retombe  nécessairement  sur 
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les  valeurs  déjà  obtenues  et  dans  l'ordre  où  celles-ci  se  sont  présen- 
tées ;  en  effet  si  on  remplace  n  par  2m  +  n ,  il  vient 

i^m-k-n)7ty—i  iiff|/Zl 


'  e 


m 


ou  bien  en  remarquant  que  e  =  h-  i , 


j7l  =  e     *"     . 

On  retrouve  donc  toutes  les  racines  précédentes.  On  pourra ,  par  un 

moyen  semblable,  trouver  les  différentes  valeurs  de  |/ — i;  il  suffira 
de  prendre  pour  n  des  nombres  impairs. 

64.  Racines  des  équations  â  deux  termes.  —  Ce  qui  précède  con- 
duit k  la  résolution  générale  des  équations  à  deux  termes 

y-  — 1=0    et    y*» -h  1=0; 
car  on  en  tire, 

et  les  valeurs  de  p^l  et  de  y/ — 1  trouvées  plus  haut,  font  connaître 
les  différentes  racines  des  deux  équations.  Si   l'on  avait 

y  — 0  =  0, 

en  représentant  par  r  la  racine  m*^  arithmétique  de  a,  on  poserait 

y  =  rz 
et  l'équation  deviendrait 

,.m^m — a  =  0    ou    z*  —  1=0, 

en  remarquant  que  r*"  est  égal  à  a.  On  tire  de  cette  dernière , 

m. — 
2  =  |/T 

et  par  conséquent 

y=r|/l 
dans  laquelle  on  remplacera  |/T  par  toutes  ses  valeurs. 
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On  obtient  aussi  toutes  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 
car  on  trouve  d'abord 


'"=-f=^\/?^ 


ou ,  en  représentant  par  jp'  et  p''  les  deux  valeurs  du  second  membre, 

r'  et  r"  étant  les  racines  m**^'  arithmétiques  de  f^  et  p",  il  vient  comme 
plus  haut, 

Si  dans  l'équation , 

y^  —  0  =  0 

a  était  imaginaire  et  de  la  forme  p-*-  q  j/ — i,  on  poserait 

p-f-9|/ — 1  =p(cosaH-^ — I  sina); 
les  valeurs  de  p  et  de  a  sont  déterminées  par  les  conditions 

p  =  pcosa,    f  =  psina^ 
d'où  l'on  tire 

P  =  |/p'4-o*,    tanga=C,   a=arctang', 

q  q 

et  ces  valeurs  font  prendre  à  l'équation  à  deux  termes,  la  forme 
suivante  : 

y"»=:^p«-i-qf«  (cosa-4-|/— i  sinoc)  =  |/p*-h5f*  e  y  i, 

d'où  l'on  tire 

a.. (g-t-fiTT),^— ^ 

tm -^  y—  1  m  «ut — V  —  \ 

y  =  |/p*  r  q*  e  X  yi  =  |/p*  -*-  q^  e 


=  K  p*  H-  a*|  cos h  V — i  sin 1 

V^  iH  m     J 
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«-J 

dans  laquelle  (/p*  -^  q*  est  la  racine  2ni'^"»*  arithmétique  de  p*  -♦-  ^*, 
n  un  nombre  pair  quelconque  et  a  le  plus  petit  arc  qui  a  -  pour  tan- 
gente. 

Cette  équation  fait  connaître  toutes  les  racines  m'^***  de  p  -h  g  j/ —  i 
en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs  entières  et  paires  depuis  0  jusqu'à  âm. 

63.  Développement  de  sin^^x  et  cos'^x,  —  Les  expressions  imagi- 
naires trouvées  pour  sin  a;  et  cos  x  conduisent  très  simplement  au 
développement  des  puissances  entières  des  sinus  et  cosinus  en  fonction 
des  sinus  et  cosinus  des  arcs  multiples,  c'est-à-dire  aux  valeurs  de 
sin*x  et  cos*»»  en  fonction  de  sin  wx,  sin  (m  —  2)x,  sin  (m  —  4)x 
etc.y  m  étant  entier  et  positif;  eu  effet,  de  l'équation 

2  cos  X  =  6^*^-'  -h  e-^y~^ 
on  tire ,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  m , 

1.2 

et,  si  on  remarque  que  x  étant  quelconque  dans  les  équations  symbo- 
liques, peut  être  remplacé  par  mx,  (m  —  2)x,  etc.  et  que  par  con- 
séquent on  a 

^mxV^i  ___  ç^g  ^jp  ^  ^ —  I  gj^  ^^ 
c^'"~^^'''''~^  =  cos(m---2)x -h  i/^^ni  sin(m— 2)x 

la  valeur  de  cos**x  deviendra 
2*  cos'^x  =  cos  twx  -H  m  cos  (m  —  2)  x  h -■ — - — ^  cos  (m  —  4)  x 

m  («I  —  1)  (m  —  2) 
-*-  ^,2.Z '^  (m  —  6)  X  + 

/ ;    r    .  .  rxv  *^  i'^  1)     .       - 

H-  ^ —  1  [sin  mx  -I-  m  sm  (m  —  2)  x  -f-  —  — - — -  sm  (m  —  4)  x  h-  etc.] 

Comme  le  premier  membre  de  l'équation  est  réel ,  le  second  doit  l'être 
aussi  et  par  conséquent  le  coefficient  de  j/ —  i  doit  nécessaircmenf 

13 
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être  nul,  ce  qu'il  est  du  reste  facile  de  vérifier  directement,  en 
observant  que  la  parenthèse  contient  la  suite  des  sinus 

sinmx,    sin(m~2)xy    sin(m  —  4)x....    sin(4  — iii)x, 
sin  (2  —  m)  X,     sin  ( —  m) x 

qui  sont  de  signe  contraire  et  égaux  deux  k  deux,  ainsi  que  les  coeffi- 

ciens  m, — j— - — ^elc.  placés  à  égale  distance  des  deux  extrémités; 

tous  les  termes  se  détruisent  donc  deux  &  deux  et  la  valeur  de  cos**x 
se  réduit  à 

fit  (fit  ~^**'  4  ^ 
2~ cos**x  =  cos  iftx  4-  m  cos  (m  —  2)  x  h \—- — ' cos (m — 4)x  -*-  etc. 

qu'on  simplifie  encore  par  la  remarque  que  les  termes  placés  &  égale 
distance  des  deux  extrémités  sont  aussi  égaux,  et  qu'il  suffit  par  con- 
séquent de  doubler  ceux  de  la  première  moitié.  Une  marche  analogue 
donnera  la  valeur  de  sin  **  x.  On  trouve  ainsi  que  si  m  est  pair,  en 
écrivant  2m  au  lieu  de  m , 

2**  (—  i)*  sin**  X  ==  cos2mx  —  2m  cos  (2fti  —  2)  x 
2m(2m~l) 


i.2 
et  si  m  est  impair, 

m-i 


cos  (2m  —  4)  X  —  etc. 


2**  ( —  i)    ^     sin  *x  =  sin  mx  —  m  sin  (m  —  2)  x 
m  {m  —  1) 


1.2 


-sin  (m  —  4)x  —  etc. 


Ces  développemens  doivent  être  prolongés  jusqu'à  cos  ( — 2m)x  et 
sin  ( —  m)x;  mais  ils  se  simplifient  comme  plus  haut,  en  remarquant 
que  les  termes  de  la  seconde  moitié  ne  font  que  reproduire  ceux  de  la 
première. 

66.  Quelques  valeurs  syfnboliques  retnarquables,  —  Nous  termine- 
rons ces  applications  analytiques ,  en  faisant  connaître  plusieurs  for- 
mules symboliques  remarquables.  Si  par  la  règle  du  N"*  34  on  cherche 
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la  limite  vers  laquelle  converge  l'expression  (  ^  -^  ~  )  9  quand  n 
converge  vers  l'infini ,  on  trouve 

Km  A  H-  *y  =  c ,    d'où    lim  fi  -f-  -Y=  c* 

e  désignant,  à  l'ordinaire,  la  base  des  logarithmes  Népériens.  En' 
faisant  A  égal  &  log  a ,  il  vient 

d'où  l'on  tire  pour  l'expression  symbolique  d'un  logarithme , 

loga  =  lim.  n(|/a —  l)  =  oo((/o  —  i). 

On  a  vu  plus  haut  que  les  différentes  valeurs  du  logarithme  de  l'unité 
négative  sont  données  par  la  formule 

log  (—  i)  =  nn  i/—  i 

n  étant  un  nombre  entier  impair  quelconque.  En  faisant  n  égal  à 
l'unité,  on  trouve  pour  expression  symbolique  de  la  demi-circonfé- 
rence du  cercle, 

d'où  l'on  tire ,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres 

_5  K="l 

e     «  =  (|/-0 

67.  Formules  de  Moivre.  Développement  de  coa  mx  et  sin  mx.  — 
Si  l'on  élève  à  la  puissance  m  les  deux  membres  des  équations 

j,yzn  / 

e  =cosx-hy  —  Isinx, 

e  =cosx — y  —  isinx, 

il  vient 

^fiw y-  1  ^  ^^^g ^  ^  ^— i  sin x)-, 

f"""***^""*  =(cosx  — |/— i  sinx)"*; 
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d'un  autre  côté,  en  remplaçant  x  par  mx  dans  les  premières  équa- 
tions ,  on  trouve 

^mx     —    __  ^^g  ^^  _^  ^ —  ^  sin  m  X 

e""  "**  ==  cos  mx  —  |/ —  i  sin  nu:  ; 

on  a  donc ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  les  relations 

(cos  X  -t-  |/ —  I  sin  x)*»  =  cos  mx  -+-  j/ —  i  sin  mx , 
(eos  X  —  y —  i  sin  x)*  =  cos  mx  —  |/ —  i  sin  mx , 

qui  ont  été  données  pour  la  première  fois  par  Moivre.  On  éh  Ure 

(cos  X  -+- 1/ —  i  sin  x)"*  -4-  (cos  x  —  sin  x  v^ — !)"• 
cos  mx  = ^^ , 

(cos  X  -H  1/ — i  sin  x)*  —  (cos  x  —  sin  x  1/ —  1)* 
sin  mx  = ; ~ ~  . 

Si  on  développe  les  puissances  m****'  par  la  formule  du  binôme ,  les 
imaginaires  disparaissent  et  Ton  a  les  expressions  suivantes  de  cos  m  x 
et  sin  mx  en  fonction  des  puissances  de  cos  x  et  sin  x , 

m  (m —  i) 

cos  mx  =  cos*"  X \ — - — -  cos'*-''  x  sm*  x 

i.  2. 

,  m(m— i)(m  — 2)(m— 3)      ^.      .  . 

H ^ M   \   ^    ,    cos"^*  X  sm*  X  -h  etc. 

1.2.5.4. 

mfm — i)(m  —  2)  ,      .  . 

sm  mx  =  m  cos"*-*  x  sm  x ? — ; — jr^-^- cos**"'  x  sin*  x  h-  etc. 

i .2. 5. 
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Applications  géométriques  du  calcul  différentiel.  —  Tangentes  et  normales  aux 
courbes  planes.  —  Sous-tangente.  —  Sous-normale.  —  Courbes  osculalriccs.  — 
Propriétés  des  courbes  osculatrices.  —  Cercle  osculateur.  —  Rayon  de  cour- 
bure. —  Centre  de  courbure.  —  Courbure  d^une  courbe  en  un  point  donné.  — 
Équation  d^une  développée.  —  Propriétés  des  rayons  de  courbure.  —  Dérivée 
de  Parc  d'une  courbe.  —  Propriétés  des  développées.  —  Équation  et  propriétés 
de  la  cycloîde.  —  Epicycloïde.  —  Analyse  d'une  courbe.  —  Points  singuliers.  — 
Point  multiple.  ^  Point  de  rebroussement.  —  Point  saillant.  —  Point  d'arrêt. 

—  Point  conjugué.  —  Théorème  sur  les  points  singuliers.  —  Point  d'inflexion. 

—  Coordonnées  polaires.  —  Rayons  de  courbure  et  développées  dans  les  cour- 
bes polaires.  —  Sous-tangente  et  sous-normale  polaires.  —  Application  aux 
spirales.  —  Courbes  enveloppes.  —  Caustiques.  —  Inverse  du  problème  des 
courbes  enveloppes. 

68.  Tangentes  et  normales  aux  courbes  planes j  sous-tangentes , 
sous-normales.  —  Pour  première  application  géométrique  du  calcul 
différentiel,  occupons-nous  de  la  détermination  des  tangentes  aux 
couribes  planes;  soit 

y  =  fx 

réquation  d*une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  des  X  et 
des  Y.  On  a  vu  (N*"  4)  que  si  en  un  point  (x,  y),  on  mène  une  tou- 
chante, celle-ci  fait  avec  l'axe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  trigo- 

I 

nométrique  est  égale  à  la  dérivée  de  la  variable  dépendante  y,  ou -p. 

ax 

Cette  proposition  renferme  toute  la  théorie  des  tangentes  et  suffît  pour 

déterminer,  de  grandeur  et  de  position,  les  droites  qui  en  dépendent, 

telles  que  sous-tangente,  normale,  sous-normale,  etc.  Représentons 
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par  x^  et  \f  les  coordonnées  courantes  de  la  tangente  ;  puisque  celle-ci 
passe  par  le  point  de  contact  x ,  y  de  la  courbe  et  qu'elle  fait  avec 

Taxe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  est  -~  ,  son  équation  est  de  la 

forme 

Le  point  T  ou  la  tangente  Tf  (fig.  2)  rencontre  l'axe  des  X,  s'obtient 
en  faisant  y'  =  0  dans  l'équation  précédente  et  en  tirant  la  valeur  de 
x'  qui  est 

x'  =  x— -2-. 

cix 

Telle  est  la  valeur  de  AT.  Pour  avoir  la  sous-tangente  PT ,  il  faut 
de  Â F  ou  X  retrancher  AT,  et  il  vient 

sous-tangente  PT  =  -~  . 

La  longueur  de  la  tangente  MT  se  tire  du  triangle  rectangle  MPT; 
il  vient 

, r-      \/^^ 


(I)' 


La  normale  M  Q  passant  par  le  point  M  dont  les  coordonnées  sont  x , 
y,  a  une  équation  de  la  forme 

y'  — y  =  tanga(x'  — x) 

x',  y'  étant  les  coordonnées  courantes  de  M  Q  et  a  l'angle  que  fait  M  Q 
avec  l'axe  des  X;  mais  comme  la  droite  MQ  est  perpendiculaire  sur 
MT,  on  a  pour  condition 

dxi  ,  \ 

i  -I-  tang  a  -ji  =  0  d'où  tang  a  =  —  —  ; 
ax  dy 

dx 
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réquation  de  la  normale  est  donc 

I 

dx 

La  distance  ÂQ  s'obtient  en  faisant  y'  =  0  et  en  tirant  la  valeur  de 
x';  on  trouve 

on  déduit  de  là  pour  la  sous-normale  PQ, 

PQ  =  AQ-AP  =  AQ-x  =  y^. 
On  trouvera  de  même  pour  la  longueur  M  Q  de  la  normale , 

.q-^/Spm:w-v'»-'*(^)'-!'  \/' *(!)'• 

Prenons  pour  exemple  la  courbe  qui  a  pour  équation 
y*x  —  2yx*  H-  x»  —  1  =  0; 

on  en  tire 

dy —  y*  -¥■  kxy  —  3x* 3>x  —  y 

5x  2xy  —  2x*  2x 

Les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  cette   courbe 
au  point  (x,  y)  sont  donc 

5x  —  y  ,  ,        , 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de  la  sous-tangente,  la  sous-normale,  etc. 
Ce  qu'on  vient  de  voir,  conduit  à  la  solution  de  tous  les  problèmes 
relatifs  aux  tangentes  ou  aux  normales  des  courbes.  Proposons-nous , 
par  exemple ,  de  mener  par  un  point  extérieur  ou  intérieur  une 
normale  à  une  courbe  donnée;  si  (x\  y'),  (a,  6),  (x,  y)  sont  les 
coordonnées  courantes ,  celles  du  point  donnée  et  celles  du  point  de 
contact,  et 

y==/x 
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rëqiiation  de  la  courbe ,  l'équation  de  la  normale  sera  de  la  forme 

et  comme  cette  droite  doit  passer  par  le  point  (a,  6) ,  il  en  résultera 

ou  bien 

a  —  X  =  —  f'x  (6  —  /x), 

dans  laquelle  x  appartient  au  pied  de  la  normale.  Les  racines  réelles 
de  cette  équation  fixeront  donc  la  position  des  différentes  normales. 
Comme  cette  équation  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée 
en  cherchant  les  droites  les  plus  longues  et  les  plus  courtes  qu'on 
puisse  mener  d'un  point  (a,  6)  à  une  courbe  y  =  fx  (voir  N"  60),  on 
en  conclut  que  les  normales  se  confondent  avec  ces  dernières  droites. 
69.  Courbes  osculatrices.  Une  des  principales  applications  géomé- 
triques du  calcul  différentiel  est  celle  qui  a  pour  objet  la  théorie 
des  courbes  osculatrices.  Convenons  de  représenter  par 

y  =  /x  et  y  =  (px 

les  équations  de  deux  courbes  rapportées  aux  mêmes  axes  et  dont  la 
première  désignée  par  f  est  entièrement  déterminée  et  invariable 
tandis  que  la  seconde  f  est  susceptible  de  prendre  une  infinité  de 
formes  et  de  positions  différentes  par  rapport  k  la  première ,  par  suite 
de  l'indétermination  d'un  certain  nombre  de  coelTiciens  ou  paramètres 
littéraux  a,  6,  c^  cl contenus  dans  fX.  Si  on  dispose  de  quelques- 
unes  des  indéterminées  a,  6,  c...  de  manière  à  rendre  la  seconde 
courbe  tangente  en  un  point  donné  de  la  première  et  qu'on  donne  aux 
autres  les  valeurs  qui  rendent  le  contact  le  plus  intime  possible,  c'esfnà- 
dire,  celles  qui  rapprochent  le  plus  possible  la  courbe  variable  de  la 
courbe  fixe,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  cette  courbe 
variable  sera  alors  appelée  osculatrice  de  la  courbe  fixe. 

En  désignant  par  x,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact,  on  doit 
avoir  pour  ce  point 

y  =  fx,    j/=?x 
et  l'équation 

fx  ==^x 

exprime  que  les  deux  courbes  ont  un  point  commun. 
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De  même  pour  rendre  les  courbes  tangentes  ou  pour  leur  donner 
une  touchante  commune  en  ce  point,  il  faut  évidemment  que  a,  6,  c... 
satisfassent  à  l'équation  de  condition 

f'x  et  ff'x  étant  les  dérivées  premières  de  fx  et  de  ?x.  Quant  aux 
autres  indéterminées  a,  6,  c...  que  nous  supposerons  en  nombre  n, 
leur  valeur  s'obtient  en  égalant  les  dérivées  successives  des  fonctions 
fx  et  fX,  c'estrà-dire  que  ces  valeurs  sont  les  racines  des  équations 
suivantes  :  (i) 

fx  =  ffx,    f'x  =  ff'x,   /'"x  =  y"x,   /'"'x  =  y'"ar.../'«*-«>x  =  ^<*-«>x 

leur  nombre  étant  égal  à  n  ou  au  nombre  des  indéterminées  a,  6,  c... 
Pour  démontrer  que  la  courbe  ainsi  déterminée,  est  en  effet  Toscu- 
latrice  cherchée,  c'est-i-dire ,  celles  de  toutes  les  courbes  variables 
qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  fixe  dans  le  voisinage  du  point 
de  contact,  il  faut  faire  voir  qu'à  une  distance  très  petite  de  ce  point, 
l'intervalle  entre  la  courbe  fixe  f  et  la  courbe  f  telle  que  nous  venons 
de  la  déterminer,  est  moindre  que  l'intervalle,  pris  à  la  même 
distance,  entre  la  courbe  fixe  f  et  l'une  quelconque  des  courbes 
variables  obtenues  en  attribuant  à  a,  6,  c...  des  valeurs  autres  que 
celles  qui  satisfont  aux  équations  précédentes.  Soit  M  (fig.  6)  le  point 
de  contact,  Mf  la  courbe  fixe,  M 7  la  courbe  qu'on  vient  de  déter- 
miner et  A  un  intervalle  PP'  très  petit;  il  est  visible  que  les  ordon- 
nées M'P'  et  N'P'  sont  données  par  les  développemens  de  f{x  -+-  h) 
et  f(x-f-A)  et  que,  par  conséquent,  l'intervalle  M'N'  des  deux 
courbes  est  la  différence  de  ces  développemens,  c'est-à-dire,  que 
l'on  a  ,  en  supprimant  les  termes  égaux , 

M'N'  =  (/'<->x  —  <p<-^x) .-- ô-^ -^  etc. 

tandis  que ,  si  on  compare  la  courbe  Mf  à  une  des  autres  courbes 
Mf,  pour  laquelle  les  équations  (1)  ne  sont  pas  tmites  satisfaites,  en 
désignant  l'équation  de  celle-ci  par 

l'intervalle  M'N"  sera  encore  donné  par  la  différence  de  f{x  ■+■  h)  et 
d^  %(x -h  h\i  et  comme  quelques-unes  des  équations  (i)  n'ont  pas 
lieu,  la  différence  des  deux  développemens  ne  commencera  pas  au 

14 
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terme  en  A%  mais  &  un  terme  en  A"',  n'  étant  inférieur  à  n,  de  sorte 
que  Ton  aura 

M-W--  =  (/-^"^>x~y/-->x)^^*^"'^^,-i-etc. 

En  prenant  le  rapport  et  supprimant  le  facteur  commun  A**',  il  vient 

M'N'  (f'-f^)       I.Lln    -^^^- 


ir-'^x -<(,""> x)  ^^ ^,  -^  etc. 

et  il  est  visible  qu'en  faisant  A  très  petit,  M'N'  sera  moindre  que 
M'N";  car  le  numérateur  peut  être  diminué  autant  que  Ton  veut 
et  réduit  même  à  zéro ,  en  diminuant  Je  facteur  commun  A ,  tandis 
que  le  dénominateur  se  réduira  au  terme  fini 

Mtp  est  donc  plus  éloigné  de  M/*  que  M  7  qui  est  par  conséquent  une 
osculatrice,  et  cette  osculatrice  est  dite  du  n  moins  unième  ordre , 
parce  que  les  n  —  i  premières  dérivées  sont  égales  à  celles  tirées  de 
réquation  de  la  courbe  fixe.  Le  nombre  de  constantes  arbitraires 
contenues  dans  Téquation  de  la  courbe  variable,  diminué  d'une 
unité,  indique  donc  Vordre  de  Vosculatriee  ou  l'ordre  du  contact 
des  deux  courbes. 

70.  Propriétés  des  courbes  osculatrices,  —  Les  courbes  osculatrices 
jouissent  de  plusieurs  propriétés  générales  indépendantes  de  la  forme 
de  l'équation  choisie  pour  les  représenter,  ou  ce  qui  est  la  même 
chose ,  indépendante  de  la  nature  de  la  courbe  variable.  Remarquons 
d'abord  que  si  dans  la  valeur  de  M'N'  on  fait  A  infiniment  petit,  le 
premier  terme  devant  lequel  les  autres  sont  négligeables,  contenant 
le  facteur  A**,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n.  II  résulte  de  là 
que  lorsque  deux  courbes  sont  osculatrices  de  Tordre  n  —  i  ,  leur 
intervalle  pris  à  une  distance  infiniment  petite  du  point  de  contact 
est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n.  Comme  la  direction  des  axes 
auxquels  on  rapporte  les  deux  courbes  est  entièrement  arbitaire,  il 
est  visible  que  cette  propriété  subsiste ,  quelle  que  soit  la  direction 
suivant  laquelle  on  mesure  la  distance  des  deux  courbes.  Une  seconde 
propriété  consiste  en  ce  que  de  deux  osculatrices  quelconques  d'un 
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ordre  différent ,  tracées  en  un  même  point  d'une  courbe  fixe  donnée  y 
celle  qui  a  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  se  rapproche  le  plus 
de  la  courbe  fixe,  La  démonstration  de  ce  théorème  résulte  immé- 
diatement de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut;  en  effet,  si 

y  =  fxj    y  =  ffXy    y=lfx 

sont  les  équations  de  la  courbe  fixe  et  des  deux  osculatrices  contenant, 
la  première,  un  nombre  n  de  constantes  arbitraires  et  la  seconde,  un 
nombre  n'  moindre  que  n ,  on  trouvera  comme  précédemment ,  que 
rintervalle  entre  la  courbe  fixe  et  chacune  des  deux  osculatrices  est 

A*  A*' 

{fn)  X  —  y  <->  x) .    ^    -      ^  -+-  etc.;  (/•(•'>  X  —  Y""'  ^)  r-ô"^ ?  "*•  ^^' 

et  on  prouvera  en  cherchant  le  rapport  de  ces  deux  valeurs ,  comme 
on  l'a  déjà  fait,  que  la  première  différence  tend  à  devenir  moindre 
que  la  seconde  à  mesure  que  A  diminue. 

Il  résulte  aussi  de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  la  différence 
f/L'K  des  ordonnées  dans  la  courbe  et  dans  Tosculatrice ,  savoir  : 

M'N'  =  MT  -  NT'  =  (/•'->  X  ~  «?<•)  x)  ~^^- -+-  etc. 

que ,  lorsqu'une  osculatrice  est  d'ordre  impair,  elle  ne  fait  que  toucher 
la  courbe ,  tandis  qu'une  osculatrice  d'ordre  pair  la  traverse  au  point 
de  contact;  car  dans  le  premier  cas, 

A" 

conserve  le  même  signe  quand  on  rend  A  négatif,  tandis  qu'il  change 
de  signe  dans  le  second  cas,  et  comme  en  prenant  A  très  petit,  ce 
terme  donne  son  signe  à  la  série  qui  représente  la  valeur  de  M'N',  on 
en  conclut  que  pour  un  ordre  impair,  la  différence  M'N'  conserve  le 
même  signe  des  deux  côtés  du  point  M  et  qu'il  en  change  quand  l'ordre 
est  pair,  c'est-à-dire,  que  les  deux  branches  de  l'osculatrice  sont  pla- 
cées du  même  cdté  de  la  courbe  dans  le  premier  cas  et  de  côtés  diffé- 
rents dans  le  second. 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  fort  simplement  à  une 
théorie  des  courbes  osculatrices  un  peu  différente  de  la  précédente. 
A  ce  nouveau  point  de  vue,  on  donne  le  nom  d'osculatricc  de  l'ordre 
n  —  là  une  courbe  qui  a  n  éléments  consécutifs  communs  avec  une 
courbe  donnée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui  a  n  points  communs. 
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ces  points  étant  infiniment  rapprochés.  En  désignant  par  x  Tabscisse 
de  Textrémité  du  premier  élément,  parx  -♦-  dx,  x  -+-dx'....  x  -♦-  dx^"-*^ 
celles  des  éléments  suivants ,  et  représentant  par  y  =  /x,  y  =  ^x  les 
équations  des  deux  courbes ,  cette  coïncidence  est  déterminée  par  les 
égalités  suivantes  : 

fx  =  yx,     f{x  -^  dx)  =  (f{x  -¥■  dx) ,     /"(a?  -♦-  dx^  =  ^  (x  -+-  dxTj 

f{x  -¥■  rfx("-*0  =  ?(a^  -+■  dx^*-*0- 

si  on  développe  chacune  de  ces  fonctions  au  moyen  de  la  formule  de 
Taylor,  en  ne  conservant  que  les  deux  premiers  termes  dans  la 
seconde  équation,  les  trois  premiers  dans  la  troisième,  etc.,  et  en  sup- 
primant dans  les  deux  membres  de  chacune  d'elles,  les  termes  égaux, 
on  retrouve  les  équations  de  condition  auxquelles  on  était  parvenu 
plus  haut. 

7i .  Cercle  osculateur.  —  Les  courbes  osculatrices  offrent  un  moyen 
facile  et  commode  pour  reconnaître  la  forme  qu'affecte  en  chacun  de 
ses  points,  une  courbe  qui  n*est  donnée  que  par  son  équation;  car  si 
Ton  choisit  pour  osculatrice  une  certaine  courbe  dont  la  forme  est 
bien  connue,  et  que  Ton  détermine,  comme  on  vient  de  le  voir,  les 
constantes  qui  entrent  dans  son  équation ,  un  petit  arc  pris  sur  Foscu- 
latrice  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  se  confondra  sensible- 
ment avec  Tare  correspondant  pris  sur  la  courbe  proposée ,  et  cette 
identité  sera  d'autant  plus  parfaite  que  l'osculatrice  sera  d'un  ordre 
plus  élevé. 

La  courbe  qui  présente  le  plus  d'avantages  comme  osculatrice,  est 
incontestablement  le  cercle.  L'uniformité  de  sa  courbure  et  la  simpli- 
cité de  sa  construction  le  rendent  éminemment  propre  à  cet  usage. 
Concevons  que  l'on  mène  une  suite  de  cercles  tangents  à  une  courbe 
donnée ,  en  un  certain  point  et  qu'on  détermine  celui  de  tous  ces  cer- 
cles qui  se  rapproche  le  plus  de  la  courbe  ;  un  arc  de  ce  cercle  se  con- 
fondra sensiblement  dans  une  petite  étendue,  avec  un  arc  de  la  courbe 
donnée  et  en  fera  connaître  la  courbure  au  point  de  contact.  Appli- 
quons donc  au  cercle  en  particulier  ce  que  nous  avons  dit  des  oscula- 
trices en  général.  En  désignant  par  a  et  p  les  coordonnées  du  centre  et 
par  7  le  rayon ,  l'équation  du  cercle  est 

(x-a)*-»-(y-p)«  =  y«, 
qui  tiendra  lien  de  Tcquation  générale  des  osculatrices 

y  =  ^x. 
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Elle  renferme  trois  constantes  a,  p  et  7  dont  on  peut  disposer;  le 
cercle  ne  peut  donc  être  qu'une  osculatrice  du  deuxième  ordre.  Pour 
déterminer  ces  trois  constantes,  représentons  par  x,  y  les  coordonnées 
du  point  de  contact  et  posons  les  trois  équations  de  condition , 

celles-ci  deviennent,  en  mettant  y  pour  fx , 

y  y*  —  (x  —  a)* 


f"x=zp  ''* 


,5 


[7*- (a; -«)']« 

Pour  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  a,  p  et  7,  on  éliminera 
7  entre  la  première  et  les  deux  autres  et  Ton  aura  d'abord 

d'où  l'on  tire 

,_,__-^ (.. 

— '-^f« » 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  i'°,  on  en  tire 

'==^— r^^ — <^) 

dy       d^y 
Si  l'on  convient  que  -p  ,    -j^  représentent  des  dérivées  tirées  de 

l'équation  de  la  courbe  fixe ,  les  trois  équations  peuvent  aussi  s'écrire 
ainsi  : 

"^-"^Âc        dhj        '    y-^- d^ 


dx*  dx* 

7  =  db 


j'-mi 


d^ 
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72.  Rayon  de  courbure.  Centre  de  courbure.  Courbure  d'une  courbe 
en  un  point  donné.  —  Les  trois  équations  (i),  (2)  et  (3)  donnent  les 
valeurs  de  a ,  p  et  7  nécessaires  pour  que  le  cercle  soit  une  osculatrice 
du  second  ordre;  la  troisième  en  fait  connaître  le  rayon.  Comme  cette 
longueur  suffit  pour  faire  apprécier  la  courbure  du  cercle  et  par  con- 
séquent, de  la  courbe  au  point  de  contact,  on  donne  à  7  le  nom  de 
rayon  de  courbure.  Les  valeurs  de  a  et  de  ^  fixent  la  position  du  centre 
du  cercle  osculateur ,  point  auquel  on  a  donné  le  nom  de  centre  de 
courbure.  La  valeur  de  7  s*écrit  aussi  de  cette  manière  : 


['<m 


^  d*y  dx  d*y 

rfx« 

Le  rayon  d*un  cercle  osculateur  étant  une  quantité  essentiellement 
positive,  on  conserve  celui  des  deux  signes  qui  rend  la  valeur  de  7  po- 
sitive; ainsi  si  p'x  est  négatif,  on  emploie  le  signe  moins. 

Prenons  pour  exemple,  l'ellipse  dont  Téquation  est 

on  en  tire 

d'où 

dy B«x      d*y    _  \dxj  A*  y* B]^    B« 

dx~      A*y'    dx*'~  A*y  ~~  A»y      ~     A*' y*' 

et  en  substituant ,  il  vient 

(A*y*  +  B*  x*)l      [A*  —  (A«  —  B«)  a;«]l 

j •  -  -  -  ^^^^  ' 

à  cause  de 


'"'  A*B*  A*B 


A»y*-*-B»x*  =  A»B». 
Aux  sommets  de  l'ellipse  ,onax=0oux  =  A,et7y  devient 

A»  B» 
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Pour  la  parabole,  qui  a  pour  équation 


on  trouve 


■W 


(2x  -^  p)* 


La  courbure  d'un  arc  de  cercle  étant  dans  le  rapport  inverse  de  son 
rayon,  on  convient  de  prendre  pour  mesure  de  la  courbure,  le  rap- 

i 

port  -,  r  étant  le  rayon.  Pour  une  courbe  quelconque,  la  courbure  en 

un  point  donné  se  confond  avec  celle  du  cercle  osculat«ur  relatif  à  ce 

point.  Il  suit  de  là  que  si  7  est  le  rayon  de  courbure  au  point  donné, 

1 
la  courbure  de  la  courbe  sera  représentée  par  - . 

73.  Équation  d'une  développée.  —  Les  équations  (i)  et  (2)  du  N"  7i 
donnent  les  valeurs  des  coordonnées  a  et  p  du  centre  de  courbure 
pour  un  point  quelconque  (x,  y)  d'une  courbe  donnée.  Supposons  que 
Ton  construise  ce  centre  et  que  l'on  en  fasse  autant  pour  tous  les 
points  de  cette  courbe ,  l'ensemble  de  tous  ces  centres  de  courbure 
constituera  une  nouvelle  courbe  dont  la  forme  et  la  position  seront 
intimement  liées  à  celles  de  la  courbe  primitive.  Ce  lien  géométrique 
des  centres  de  courbure  a  été  appelé  développée  de  la  courbe  donnée. 
Cette  dernière,  comparée  h  la  développée,  se  nomme  développante. 
L'équation  de  la  développée  d'une  courbe  est  facile  à  trouver,  car 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  a  et  de  ^  en  fonction  de  x  et 
de  y  y  on  aura  trois  équations  contenant  x^  y^  a,  p,  savoir  :  la  valeur 
de  a,  la  valeur  de  ^  et  l'équation  de  la  courbe,  entre  lesquelles  on 
peut  éliminer  x  et  y.  —  L'équation  finale  ne  contiendra  plus  que  a  et 
p  et  sera  par  conséquent  l'équation  de  la  développée. 

Prenons  pour  exemple  l'ellipse  dont  on  s'est  occupé  (N°  72)  ;  on 

trouve,  en  substituant  les  valeurs  de  f'x  tif"x  dans  (1)  et  (2)  du  N°  71, 

,       B*x« 


a  =  X  • 


A*  y*     B«x  _     /A*B^  — Ay— B*x»\ 
B«  B«        'hhj~^\  A*B«  / 

A*  y» 


B*x* 


A*  y*  /A«  B*  —  A*  y«  ~  B*x«\ 


A*  y' 
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En  tenant  compte  de  Tëquation  de  la  courbe 

A«y*-+-B»x»==A«BS 
on  trouve 

x= i«',    y  = J^ 

(A«  — B«)'  (A«  — B«)» 

et  en  substituant  dans  Téquatlon  de  Tellipse,  il  vient  pour  équation  de 
la  développée , 

A'a'-+-B'p»  =  (A»  — B«f. 

74.  Propriétés  des  rayons  de  courbure»  —  Bemarquons  d'abord  que 
le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  est  dirige  suivant  la 
normale  h  la  courbe ,  puisque  la  tangente  est  commune  à  la  courbe  et 
au  cercle  osculateur  et  qu'un  rayon  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
au  cercle.  En  désignant  par  x\  y'  les  coordonnées  courantes,  l'équation 
de  cette  normale  est 

et  comme  cette  droite  indéfinie  renferme  le  rayon  de  courbure,  cette 
équation  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  a,  p  ;  on  a  donc, 

qui  exprime  une  relation  entre  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  la 
courbe  et  les  coordonnées  a ,  p  du  centre  de  courbure  correspondant. 
On  peut  dans  cette  équation ,  considérer  x  comme  une  variable  indé- 
pendante ;  alors  y  est  une  fonction  de  x  donnée  par  l'équation  de  la 
courbe  fixe;  a  est  une  fonction  de  x  donnée  par  l'équation  (2)  du 
(N*"  7i)  et  p  est  une  fonction  de  a,  a  cause  de  l'équation  de  la  déve- 
loppée et,  par  conséquent,  une  fonction  de  fonction  de  x.  Si  donc 
on  dérive  l'équation  précédente  par  rapport  à  x ,  il  vient 


dp     ^_dy__i^/do^_\      f"x 
da'dx      rfx~      rx\dx        J'^JH^'"'^^ 


ou  bien ,  en  remplaçant  a  —  x  par  sa  valeur  tirée  de  (2)  (N<*  71)  et  re- 
marquant que  -^  n'est  autre  chose  que  /^x, 

dd  fx  doi  ' 
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Or.  si  on  mène  au  centre  de  courbure  une  touchante  à  la  dcveloppcc , 
elle  fera  avec  Taxe  des  X  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique 

est-j^;  on  voit  donc  que  cette  dernière  équation  exprime  que  la  tou- 
o  et 

chante  à  la  courbe  donnée  et  la  touchante  à  la  développée  au  point 
correspondant,  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Comme  les  rayons 
de  courbure  sont  aussi  perpendiculaires  aux  touchantes  de  la  courbe 
donnée,  on  conclut  de  là  que  les  normales  d'une  courbe  sont  partout 
tangentes  à  la  développée  et  que  la  partie  de  la  normale  comprise 
entre  la  courbe  donnée  et  la  développée  représente  le  rayon  de  cour- 
bure. Cfïtte  propriété  permet  de  considérer  la  développée  d'une  courbe 
comme  formée  par  l'intersection  deux  à  deux  des  normales  menées 
aux  différents  points  de  cette  courbe. 

75.  Dérivée  de  l'arc  d'une  courbe.  —  La  propriété  des  développées 
qui  reste  &  démontrer  supposant  connue  la  dérivée  d'un  arc  de  courbe 
par  rapport  à  l'abscisse,  c'est-à-dire,  la  limite  du  rapport  de  l'accrois- 
sement d'un  arc  de  courbe  à  l'accroissement  de  l'abscisse ,  nous  nous 
occuperons  d'abord  de  cette  recherche.  Soit  s  la  longueur  d'un  arc 
de  courbe  CM  (fig.  7),  compté  depuis  un  point  fixe  C  jusqu'en  un 
point  M^  ayant  x,  y  pour  coordonnées.  Il  est  visible  que  s  varie  avec 
X  et  est  par  conséquent  une  fonction  de  cette  variable;  si  donc  on 
augmente  x  de  Ax  =  PP',  s  augmentera  de  As  ou  MM',  et  c'est  la 

as 
limite  du  rapport  —  qu'on  se  propose  de  trouver;  pour  cela  remar- 
quons qu'en  prenant  h  assez  petit,  on  peut  toujours  faire  en  sorte 
que  l'arc  MM'  soit  concave  ou  convexe  dans  toute  son  étendue,  par 
rapport  à  l'axe  des  X;  on  sait  qu'alors  la  longueur  de  cet  arc  est 
comprise  entre  la  corde  MM'  et  un  polygone  quelconque  enveloppant 
tel  que  M N M' construit  ici  en  menant  la  tangente  MNà  l'extrémité 
M  de  l'arc.  En  remarquant  que  M'Q  est  Ay ,  que  le  cosinus  de  l'angle 
NMQ  est 

1  1 


|/1  -+■  Ung«NMQ       |/1  -+-  p*x ' 


et  que 


MQ 


=^  MQ  tong  NMQ  —  M'Q  =  àxfx  —  Ay , 

15 
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on  trouve 

A«>  |/Ax«  -4-  Ay«,     A«  <Axj/i  ^/^x-*-  Ax/l'x  —  Ay, 
et  par  eonséquent 


On  voit  donc  que  le  rapport  —  est  compris  entre  les  valeurs  des 

Ax 

seconds  membres  de  ces  deux  inégalités  ;  or,  si  pour  passer  à  la  limite, 

on  fait  converger  Ax  vers  zéro ,  —  convergera  vers  -j-ou  fx^  de  sorte 

A« 
que  les  deux  valeurs  entre  lesquelles  se  trouve  compris  —  tendent  à 

se  réduire  à  ^i  -^-f^x  qui  est  par  conséquent  la  limite  de  ce  rapport, 
c*estri-dire  que  l'on  a 

pour  la  dérivée  cherchée.  Le  radical  du  second  membre  est  précédé  du 
double  signe,  et  il  est  visible  qu'il  faut  prendre  le  signe  plus  ou  le 
signe  moins ,  suivant  qu'un  accroissement  donné  à  x  fera  croître  ou 
diminuer  l'arc  $, 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  fort  simplement  à  ce 
résultat;  car  si  MQ  est  infiniment  petit,  l'arc  MM'  le  sera  aussi  et  se 
confondra  avec  sa  corde  ;  le  triangle  rectangle  MM'Q  donnera  donc 


MM'   ou   d$  =  j/MQ»  -♦-  M'Q«  =  |/dx«  -♦-  dy« 

et  en  divisant  par  cix,  on  retrouve  l'équation  obtenue  plus  haut. 

76.  Propriété  des  développées.  —  Revenons  maintenant  aux  déve- 
loppées et  reprenons  l'équation  trouvée  plus  haut, 

(x  — «)«-*- (y  — p)«  =  7«. 

On  a  vu  au  N"*  74  que  y  et  a  sont  des  fonctions  de  x  et  que  p  est  fonc- 
tion de  a  ;  en  outre ,  il  est  évident  que  7  change  de  valeur  avec  la 
position  du  centre  de  courbure,  et  est  par  conséquent  fonction  de  a; 
si  donc  on  dérive  l'équation  précédente  par  rapport  à  x,  il  vient 

.A       <*A       /         «x/^y      dpda\         dydoL 
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En  substituant  les  valeurs  de  x  —  a,  y  —  p  et  7  trouvées  au  N""  7i 

et  celle  de  f'x  ou  ^  -  trouvée  au  N"  74,  on  trouve 
'  dx 


dy 
da 


-vA^)' 


Pour  interpréter  ce  résultat,  représentons  par  s  une  certaine  por- 
tion de  la  développée,  comptée  depuis  un  point  quelconque  fixe  jus- 
qu'au point  ((X,  p);  on  sait  que  Ton  a  pour  la  dérivée  d'un  arc  de 
courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires , 


11  suit  de  là  que 


^a  =  V^GÔ^^ 


T-=j-  ou  — -^ =-^--j -'  =  0 

aa.       aa  aa  aa 

C'est-à-dire,  que  la  dérivée  de  7  —  s  est  constamment  nulle,  et  par 
conséquent  que  7  —  «  est  invariable.  On  a  donc ,  C  étant  une  certaine 
constante , 

7  — «  =  C. 

Appelons  /  et  «'  ce  que  deviennent  7  et  «  en  un  autre  point  de  la 
courbe ,  on  aura  de  môme 

7'  —  «'  =  C    d'où    7  —  'Z  =  8  —  «', 

ce  qui  apprend  que  l'accroissement  du  rayon  de  courbure ,  depuis  un 
certain  point  de  la  développée  jusqu'à  un  autre,  est  égal  à  l'arc  de  la 
développée  compris  entre  ces  points. 

Il  résulte  de  cette  propriété  des  développées  combinée  avec  la  pro- 
priété des  rayons  de  courbure  d'être  tangents  à  la  développée ,  que  si 
l'on  enroule  un  fil  AMM'M"M'"  (fig.  8)  autour  de  la  développée  MM'M", 
en  fixant  nnc  extrémité  en  un  point  quelconque  M'"  et  en  mainte- 
nant ce  fil  tendu ,  la  partie  libre  A  M  sera  rcctiligne  et  tangente  en  M 
à  la  développée  et  si  l'on  fait  glisser  l'extrémité  A  de  manière  à  dé- 
rouler le  fil  de  la  courbe  MM''',  cette  extrémité  décrira  une  courbe 
ABC  qui  n'est  autre  que  la  développante  de  MM'",  c'est-à-dire  la 
courbe  qui  a  celle^i  pour  développée;  en  effet,  supposons  que  ABC 
puisse  être  distinct  de  la  développante  AC  et  que  ces  deux  courbes  se 
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rencontrent  en  un  certain  point  A.  Pour  un  point  B',  le  rayon  de 
courbure  ne  peut  être  que  la  tangente  B'M'  à  la  développée  MM"\ 
mais  on  vient  de  voir  que  B'M'  =  AM  -♦-  MM';  d'un  autre  côté,  le  fil 
A  M  ayant  pris  en  se  déroulant  la  position  BM'  sans  changer  de  lon- 
gueur, il  est  visible  que  Ton  doit  avoir  aussi  BM  =  AM  +  MM';  d'où 
il  suit  que  les  longueurs,  BM'  et  B'M' sont  égales  et  que  par  consé- 
quent tous  les  points  B  et  B'  des  deux  courbes  coïncident. 

On  conclut  aussi  de  ce  qui  précède  qu'une  courbe  donnée  ne  peut 
avoir  qu'une  seule  développée ,  puisque  celle-ci  se  trouve  entièrement 
déterminée ,  tandis  qu'une  développée  peut  avoir  un  nombre  infini  de 
développantes;  car  on  conçoit  que  tandis  que  le  fil  AMM'M"  se  déroule 
de  la  courbe  M  M' M",  un  point  quelconque  a  décrira  une  nouvelle  dé- 
veloppante abc  qui  aura  la  même  développée  MM'M"  que  ABC. 

77.  Équation  et  propriétés  de  la  cycloïde.  —  Appliquons  les  théories 
précédentes  h  la  cycloïde.  C'est  ainsi  qu'on  nomme  la  courbe  décrite 
par  un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur 
une  droite  donnée.  Ainsi  si  on  suppose  que  le  point  décrivant  M  du 
cercle  BMC  (fig.  9)  soit  placé  d'abord  en  A  au  point  de  contact  du 
cercle  et  de  la  droite  donnée  A  X  cl  qu'on  le  fasse  ensuite  rouler,  le 
point  M  décrira  une  certaine  courbe  AME  A'  qui  est  la  cycloïde.  Pour 
trouver  son  équation ,  prenons  A  pour  origine  et  AX  pour  axe  des  X; 
considérons  le  cercle  générateur  dans  une  position  quelconque  BMC; 
soient  (x,  y)  les  deux  coordonnées  A  P  et  P  M  du  point  M  et  a  le  rayon 
du  cercle  décrivant.  Il  résulte  du  mode  de  génération  que  A  C  est 
égal  à  l'arc  MC.  Représentons  l'arc  MC  par  z,  et  du  point  0  comme 
centre  avec  un  rayon  Om  égal  à  celui  r  des  tables,  décrivons  l'arc  cm  ; 
la  perpendiculaire  md  sera  le  sinus  de  me  et  on  aura 

OD:arf  =  a:r,     MC:m<;  =  a:r,     MD  :md  =  o:r, 

d'où 

mc=—.  MD=-wa  =  - sin-z,     OD=-oa  =  -cos-z; 
a  r  r       a  r  r       a 


mais  on  a 


et 


AP  =5:  AC  — -  PC ,  c'est-à-dire,  x  =  z sin  -z 

r        a 


MP  =  OC  — OD  d'où  ti  =  a— -cos-z. 
^  r       r 
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Il  suffit  donc  d'éliminer  z  entre  ces  deux  équations  pour  avoir  l'équa- 
tion de  la  courbe.  On  tire  de  la  dernière , 


cos 


^^  =  r(a  — y)d'oùsin^«=%/r«--^,(a  — y)«  =  ^(/î2oy  — y« 


et 


-  2  =  arc  sin  -  |/2ay  —  y*. 


En  substituant  ces  valeurs  de  sin  -  z  et  de  z  dans  la  valeur  de  x ,  il 

a 


vient  enfin  pour  équation  de  la  cycloïde , 


X  =  -  arc  sin  -  •  ^2ay  —  y*  —  (/2ay  —  y*, 
ou  bien ,  en  faisant  le  rayon  des  tables  r  égal  à  l'unité , 

x  =  a.  arcsin'î- — j/2ay  —  y*. 

Cette  équation  étant  transcendante,  la  cycloïde  est  elle-même  une 
courbe  transcendante.  Son  équation  dérivée  prend  une  forme  beau- 

dx 
coup  plus  simple;  en  effet  puisque  la  dérivée  de  arc  sin  z  est    ^  , 

y  M 

celle  de  arc  sin  -  ^^2ay  —  y*    est     — =1=3  et  par  conséquent ,  en 

«  j/2ay-y« 

prenant  la  dérivée  des  deux  membres  de  l'équation  de  la  courbe ,  il 
vient 

dy  dy ,  ,  dy 


[/iay  —  y*      /Say  —  y*      j/2oy  —  y*  ' 


„  ,    ^-           /2a  — y 
d'r-     ^  — -    / ^ 


y 

Telle  est  l'équation  dérivée  ou  différentielle  de  la  cycloïde.  Celle-ci , 
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comme  Téquation  primitive,  représente  non-seulement  la  branche  ÂEA', 
mais  encore  un  nombre  illimité  de  branches  identiques ,  telles  que  A'G 
placées  les  unes  &  la  suite  des  autres  ;  pour  s*en  convaincre,  il  suffit  de 
remarquer  que  les  arcs  qui  diffèrent  d*une  ou  plusieurs  circonférences 

.,  |/2ay  —  y^ 
entières,  ayant  tous  le  même  sinus,  il  s'en  suit  que  arc  sin-^- ^ 

désigne  indifféremment  a  ou  an-  +  a,   49r  +  a  etc.  Si  on  donne  à 

l'arc  cette  seconde  signification  en    remplaçant  arc  sin  ^ — ^ 

l/2av  —  V* 

par  27r  -4-  arc  sm ^,  et  qu'on  transporte  Torigme  des  coor- 

a 

données  de  A  en  A',  ce  qui  se  fait  en  remplaçant  x  par  x  -f-  AA'  ou 

X  -4-  27ra ,  réquation  reprend  identiquement  la  première  forme.  La 

seconde  branche  A'G  est  donc  semblable  à  la  première  et  il  en  sera  de 

même  des  suivantes.  Cela  résulte  d'ailleurs  du  mode  de  construction  ; 

car  après  que  le  cercle  générateur  a  achevé  sa  première  révolution ,  il 

en  recommence  une  deuxième,  puis  une  troisième,  ce  qui  donne 

naissance  à  une  suite  de  branches  de  courbes  toutes  identiques  à  la 

première  AEA'. 

La  longueur  de  la  normale  déduite  de  la  formule  connue  est  ^^2ay; 
or,  si  l'on  joint  le  point  M  de  la  courbe  au  point  de  contact  C  du 
cercle  générateur,  une  propriété  connue  du  cercle  donne  la  proportion 

CD:CM  =  CM:CB,     d'où    CM  =  j/^; 

on  voit  donc  que  la  normale  à  la  cycloïde  au  point  M  est  égale  à  la 
corde  MC ,  et  comme  du  point  M  on  ne  peut  mener  deux  obliques 
égales  du  même  côté  de  la  perpendiculaire  MP,  la  corde  MC  est  cette 
normale  elle-même.  On  voit  aussi  que ,  puisque  la  corde  supplémen- 
taire BM  est  perpendiculaire  sur  MC ,  cette  corde  BM  est  tangente  à  la 
courbe.  Si  l'on  trace  un  cercle  EM'F  égal  au  cercle  générateur  et  tan- 
gent à  Taxe  en  un  point  quelconque ,  il  est  visible  qu'en  menant  MM' 
parallèle  à  AA',  les  cordes  BM  et  EM'  sont  parallèles;  d'où  résulte 
cette  construction  fort  simple  pour  mener  une  tangente  en  un  point 
donné  M  de  la  cycloïde  ;  on  mènera  par  M  une  parallèle  MM'  à  l'axe , 
qui  coupera  le  cercle  fixe  EMT  en  M';  on  joindra  le  point  M'  au 
point  E  et  l'on  mènera  par  M  une  parallèle  à  EM'  ;  cette  parallèle  sera 
la  tangente  cherchée. 
L'expression  du  rayon  de  courbure  s'obtient  en  remplaçant,  dans  la 
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formule  générale,  f^x  et  f'x  par  leur  valeur  tirée  de  l'équation  déri- 
vée de  la  courbe,  savoir  : 

^,             /io  — y      ^     g.„                       dx                   a 
rx  =  \/ ^    et    rx  = = -. 

V       y  y|/2ay-y«  V* 

II  vient 

(2«y)'  3  ^_ 

^  ay  oy  r       ^» 

y' 

d'où  il  suit  que  le  rayon  de  courbure  MH  est  double  de  la  nor- 
male MC. 

Cherchons  encore  la  développée  de  la  cycloïde;  il  faut,  pour  cela, 
remplacer  f'x  et  f'^x  par  leur  valeur,  dans  les  équations  (i)  et  (2)  du 
N*  7i  ;  on  trouve 

2a  — V 


i  -H 

X  — «==• 


V   ^V^  =  _  2  j/2ay  -  y\ 


y* 

2o  — V 
y  —  p=. -^ 2y,    d'où    p y, 

Y 
et  en  éliminant  x  et  y  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  cycloïde, 
on  trouve  pour  la  développée , 


a  =  a,  arc  sm 


r/-2aP-P*^^_,^p_p, 


Cette  courbe  est  elle-même  une  cycloïde  identique  à  la  première,  et 
qui  n'en  diffère  que  par  sa  position  ;  car  si  on  transporte  l'origine  des 
eoordonnées  au  point  H  (fig.  9),  placé  sur  la  perpendiculaire  EF  élevée 
au  milieu  de  A  A',  à  une  distance  FH  égale  à  EF  ou  2a,  et  qu'on  prenne 
pour  nouveaux  axes  des  X'  et  Y'  la  droite  HE  et  la  parallèle  HX'  h  l'axe 
des  X,  en  désignant  par  x',  y'  les  nouvelles  coordonnées,  les  formules 
pour  la  transformation  seront 

a  =  a7r  — x',    p==5  — 2a -i-y', 
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et  il  viendra  en  substituant , 

\/^a%f — V*         y 

afr  —  x'  ^  a .  arc  sin  ^^ ^ — h  y'taxf  —  y», 

d'où 

x'  =  a  f  TT  —  arc  sin  ?- — ^ ^  j  -—  j/2ay'  — y'* ; 

et  si  Ton  observe  que  deux  arcs  complémentaires  ont  le  même  sinus 

l/2ov'— v'* 
et  que  par  conséquent  tt  -^  arc  sin ^ ^—  peut  être  remplace 

par  arc  sin  ^- ^ —^  on  aura  pour  l'équation  de  la  développée. 


x'  =  arcsin 


!^!^ÏEZ_^/â^^^73]pr 


Cette  équation  étant  identiquement  la  même  que  celle  de  la  cycloïde 
primitive,  il  en  résulte  que  la  développée  d'une  cycloïde  est  elle- 
même  une  cycloïde  identique. 

78.  Équation  de  l'épicycloïde.  —  Au  lieu  de  faire  rouler  un  cercle 
sur  une  droite,  si  on  le  fait  rouler  sur  une  courbe,  par  exemple,  sur 
un  cercle ,  la  courbe  décrite  par  un  point  du  cercle  mobile ,  prend  le 
nom  d'éptcycloïde.  Examinons  en  particulier  le  cas  où  le  cercle  O 
(frg.  10)  roule  dans  l'intérieur  d'un  cercle  A,  le  rayon  NO  étant  le 
quart  du  rayon  AN.  Si  B  est  le  point  de  contact  primitif  et  M  le  point 
décrivant  dans  une  position  quelconque,  et  qu'on  désigne  par  z 
l'arc  BN,  l'arc  MLN  devra  aussi  être  égal  à  z.  Soient  x,  y  les  coor- 
données du  point  M  de  l'épicycloïde  et  r  le  rayon  AN;  on  aura 

AO  =  -r,    AQ  =  AOcosNAB=-r  cos-,    0Q  =  7rsin-,  I 

4  4  r  4         r 

X  =  AQ  —  PQ  =  -r  cos MO  cos  a,    y  =  OQ  —  MO  sin  a.  ! 

4  r 

a  réprésente   l'inclinaison    de    MO    sur    l'axe    des   X,    c'est-à-dire 

^,„       „^,      z       /MLN        \  3z 

0 AB  —  MOA= (  -— z-  —  TT  )  =  TT ; 

r       y^  ON  y  r 

on  a  donc 

3  z      r       5z               5      ,    z      r  .    5z 
X  =  7  r  cos  -  -h  T  cos —  ,    y  =  7  r  sm 7  sin  — 

4  r4        r       ^       i         r4        r 
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En  éliminant  z  entre  ces  deux  équations,  après  avoir  remplacé  cos  3  - 

z  z 

et  sin  3  -  par  leur  valeur  en  fonction  de  cos  -  donnée  par  les  formules 

de  la  fin  du  N*"  67,  il  vient  pour  l'équation  de  cette  épicycloïde , 

111 

x'  -h  y^  =r'. 

Si  le  cercle  mobile  avait  son  rayon  égal  à  la  moitié  de  celui  du  cercle 
fixe ,  répicycloïde  deviendrait  un  diamètre  de  ce  dernier  cercle. 

79.  Analyse  d'une  courbe.  —  Analyser  une  courbe  donnée,  c'est 
chercher  par  la  discussion  de  son  équation  les  circonstances  les  plus 
remarquables  que  présente  cette  courbe.  Le  moyen  qui  atteint  ce  but 
de  la  manière  la  plus  complète,  consisterait  à  construire  la  courbe  par 
points ,  en  donnant  à  l'abscisse  x  une  suite  de  valeurs  numériques  très 
rapprochées  et  en  calculant  les  valeurs  correspandantes  de  y.  On 
conçoit  que  si  les  valeurs  de  x  sont  suffisamment  rapprochées ,  en 
reliant  les  points  ainsi  obtenus,  par  un  trait  continu,  on  aura  une 
image  de  la  courbe  assez  exacte  pour  qu'on  puisse  se  faire  une  juste 
idée  de  sa  forme  et  des  particularités  qu'elle  peut  présenter;  mais 
l'extrême  longueur  de  ce  procédé  le  rend  le  plus  souvent  illusoire, 
du  moins  quand  il  s'agit  de  construire  une  courbe  dans  toute  son 
étendue  ;  ce  n'est  que  lorsqu'il  ne  faut  construire  par  points  qu'un 
petit  arc  de  courbe  que  ce  moyen  est  praticable ,  et  cela  suffit  le  plus 
souvent ,  parce  que  le  calcul  différentiel  permet ,  comme  on  la  verra , 
de  fixer  les  seuls  points  de  la  courbe  où  certaines  particularités  re- 
marquables peuvent  exister. 

D'abord ,  la  valeur  de  la  dérivée  du  premier  ordre  fait  connaître  les 
limites  de  la  courbe  dans  le  sens  des  deux  axes;  il  résulte,  en  effet, 
de  la  signification  de  la  dérivée  que ,  lorsque  sa  valeur  est  égale  i 
zéro,  la  tangente  i  la  courbe  fait  un  angle  nul  avec  l'axe  des  X  ou 
lui  est  parallèle;  d'où  il  suit  qu'en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  pre- 
mier ordre,  les  racines  de  l'équation  ou  les  valeurs  de  x  indiqueront 
les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 
des  X,  points  qui,  en  général^  sont  les  plus  rapprochés  ou  les  plus 
éloignés  de  l'axe  des  X.  On  distingue  ces  deux  circonstances  par 
le  signe  de  la  dérivée  du  second  ordre,  laquelle  est  positive  dans 
le  premier  cas  et  négative  dans  le  second.  (Voir  le  N<»  59.)  On 
connaîtra  également  les  limites  de  la  courbe  dans  le  sens  de  l'axe 

46 
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des  X  en  remarquant  que  pour  ces  points  extrêmes,  les  tangentes 

sont   parallèles  à   Taxe   des  Y    et  par  conséquent,  la   dérivée   --^ 

dx 

infinie. 

On  peut  aussi  reconnaître  si  en  un  point  donné,  une  courbe  tourne 

sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  Taxe  des  X;  en  effet,  il  est  évident 

que  la  concavité  d'une  courbe  est  tournée  vers  le  centre  de  courbure, 

et  que,  par  conséquent ,  la  concavité  ou  la  convexité  sera  tournée  vers 

l'axe  des  X ,  selon  que  le  centre  de  courbure  sera  plus  rapproché  ou 

plus  éloigné  de  cet  axe  que  le  point  correspondant  de  la  courbe, 

c'est-i-dire ,  selon  que  y  —  p  sera  positif  ou  négatif;  or,  on  a  vu  que 

et  comme  le  numérateur  est  essentiellement  positif,  il  résulte  de 
cette  valeur  que  la  concavité  ou  la  convexité  sera  tournée  vers  l'axe 
des  X  y  suivant  que  f"x  sera  négatif  ou  positif.  Si  y  était  négatif,  ces 
conditions  seraient  les  mêmes,  mais  inverses.  En  rapprochant  ces 
difl^érentes  conditions ,  il  est  facile  de  voir  que  la  concavité  ou  la  con- 
vexité sera  tournée  vers  l'axe  des  X,  suivant  que  y  ou  fx  et  f"x 
seront  de  signe  différent  ou  de  même  signe ,  ou  selon  que  le  produit 
fx  f'x  sera  négatif  ou  positif. 

On  reconnaît  l'existence  de  plusieurs  branches  dans  une  courbe ,  en 
résolvant  son  équation  par  rapport  à  l'une  des  coordonnées,  y  par 
exemple.  Si  y  a  plusieurs  valeurs  réelles,  chacune  de  ces  valeurs 
correspondra  à  une  branche  particulière.  On  pourra  même  isoler 
l'équation  de  cette  branche,  en  ne  prenant  pour  y  que  la  racine  qui 
y  correspond.  Si  la  courbe  est  algébrique,  il  est  visible  que  les  équa- 
tions des  différentes  branches  ne  différeront  les  unes  des  autres  que 
par  les  signes  des  radicaux  présents  dans  la  valeur  générale  de  y. 

80.  Points  singuliers.  —  On  appelle  points  singuliers ,  les  points 
d'une  courbe  où  celle-ci  présente  dans  sa  forme  quelques  particularités 
remarquables.  L'existence  de  ces  points  se  manifeste  le  plus  souvent 
dans  l'équation  par  des  discontinuités  accidentelles.  Ils  correspondent 
quelquefois  à  certaine  valeur  particulière,  attribuée  à  l'une  des  déri- 
vées. Les  points  singuliers  dont  nous  nous  occuperons,  sont  :  le  point 
multiple j  le  point  de  rebroussement^  le  point  saillant^  le  point  d'arrêt^ 
le  point  isolé  ou  conjugué  j  et  le  point  d'inflexion, 

8i .  Point  multiple.  —  Le  point  multiple  est  celui  où  viennent  se 
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croiser  deux  ou  plusieurs  branches  d'une  même  courbe.  On  reconnaît 
sans  peine  l'existence  d'un  semblable  point  dans  la  courbe  qui  a  pour 
équation 

y^  ==  x'  (i  —  x')  ; 

en  effet,  on  en  tire 


y  =  =t  x|/i  —  X* 

et  l'on  voit  que  pour  x  positif  et  plus  petit  que  l'unité,  y  a  deux  va- 
leurs égales  et  réelles;  d'où  il  résulte  que  la  courbe  du  côté  des  X 
positifs  a  deux  branches  OA  et  OB  (fig.  il)  placées  symétriquement  des 
deux  côtés  de  l'axe  des  X.  En  faisant  x  négatif,  y  prend  encore  deux 
valeurs  réelles  et  égales,  ce  qui  prouve  que  du  côté  des  X  négatifs,  il 
y  a  aussi  deux  branches  symétriques  OA'  et  OB'.  Le  point  0  est  donc 
un  point  multiple. 

82.  Point  de  rebroussement.  Point  saillant.  —  Si  deux  branches 
d'une  même  courbe  viennent  se  réunir  en  un  point  A  et  ne  se  prolon- 
gent pas  au-delà,  le  point  se  nomme  point  de  rebroussement.  Pour  en 
reconnuître  l'existence  il  faut  s'assurer  de  la  présence  de  deux  branches 
de  courbe,  et  vérifier  si  les  valeurs  des  ordonnées  étant  réelles  d'un 
côté  de  ce  point,  deviennent  imaginaires  de  l'autre.  Prenons  pour 
exemple 

(y  —  x)*  =  6«  (x«  —  c^y. 

En  la  mettant  sous  la  .forme 

y  =  x±  6j/(x*  —  c*)% 

on  reconnaît  que  depuis  x  =  c  jusqu'à  x  =  -*-  oo  ,  et  depuis  x  =  —  t* 
jusqu'à  X  =  —  00  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  réelles  qui 
se  réunissent  aux  points  où  x  =  c  et  x  =  —  c  et  ne  se  prolongent  pas 
au-delà.  On  tire  de  cette  équation 

dy 


^  =  i  db36xi/x«— c* 

dx  ^ 

qui  pour  x  =  cetx  =  —  c  donne  -~-  =  \  ce  qui  apprend  que  dans 

ces  points  les  tangentes  aux  deux  branches  sont  inclinées  de  -  sur 

4 

l'axe  X  et  par  conséquent  se  confondent. 
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II  est  à  remarquer  que  quand  Téquation  est  réductible  à  la  forme 

y  =  fxà=  |/(yx)-  =  /x  =fc  (yx)- 

c'est-à-dire  quand  il  n'y  a  que  deux  branches  réelles,  celles-ci  se 
touchent  en  général  au  point  de  rcbroussement  et  au  point  multiple  ; 
en  effet,  il  est  visible  que  le  point  singulier  pour  lequel  la  double 
valeur  doit  disparaître  répond  à  <px  =  0  ou  à  yx  =  oo  suivant  que 

—  est  positif  ou  négatif.  D'un  autre  côté,   on  tire  de  cette  double 

équation 

^  =  /-'x^--(,x)       ,'x,     ^=/'x--(7x)       fx. 

Pour  —  négatif,  ^x  est  infini  et  ces  deux  valeurs  se  réduisent  en  gé- 
n 

néral  à  fx.  Pour  — positif,  ©x  est  nul  et  les  deux  valeurs  deviennent 
'  n  , 

fx  ou  l'infini  suivant  que  —  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité. 

Si  -  était  égal  à  l'unité, -~  aurait  en  général  deux  valeurs,  mais  alors 
n  dx 

le  radical  disparait  et  il  ne  peut  plus  y  avoir  de  point  de  rcbrousse- 
ment. Ce  qu'on  vient  de  dire  de  la  fonction  yx  doit  s'entendre  de  tous 
les  facteurs  dans  lesquels  cette  fonction  est  décomposable. 
La  discussion  des  équations 

(1/  —  ax*)*  =  hx^,     y'  =  x^ 

fait  découvrir  la  présence  d'un  point  de  rcbroussement  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Le  point  de  rcbroussement  prend  le  nom  de  point  saillant  dans  les 
courbes  transcendantes.  Il  ne  diffère  du  premier  qu'en  ce  que  les 
branches  n'y  ont  pas  ordinairement  une  tangente  commune.  Ce  point  se 
trouve  à  l'origine  des  coordonnées  dans  les  courbco  transcendantes  qui 
ont  pour  équation 


i 

:  X  arc  tang  -  >    y 

X 


e' 
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Dans  la  première  le  -p  converge  vers  zéro  du  cùté  des  x  positifs  et 

vers  Tunité  du  cdté  des  x  négatifs.  Dans  la  seconde,  le  -^  converge 

ax 

vers^en--. 

83.  Point  d'arrêt.  —  Le  point  d'arrêt  est  celui  où  une  branche 
unique  de  courbe  s'arrête  brusquement.  Sa  présence  se  manifeste  ordi- 
nairement par  cette  circonstance  que  la  valeur  de  y ,  après  être  restée 
réelle  et  unique  dans  une  certaine  étendue  des  valeurs  de  x ,  devient 
brusquement  imaginaire  pour  des  valeurs  croissantes  de  cette  variable. 
La  courbe 

_     i 
^""logx 

présente  un  semblable  point  à  l'origine  des  coordonnées ,  car  pour 
toute  valeur  positive  de  x ,  1/  ne  reçoit  qu'une  seule  valeur  réelle ,  et 
lorsque  x  devient  négatif,  la  valeur  de  y  devient  imaginaire.  La  courbe 

i 

y  = ï 

se  compose  de  deux  branches  l'une  placée  du  côté  des  x  positifs  et  com- 
mençant à  l'origine,  l'autre  s' étendant  indéfiniment  du  càté  des  x  né- 
gatifs et  commençant  dans  l'axe  des  Y  au  point  ou  y  «=  i .  Les  com- 
mencements de  ces  deux  branches  forment  deux  points  d'arrêt. 

84.  Point  conjugué.  —  Quelquefois  une  équation  entre  deux 
variables  représente  à  la  fois  une  courbe  et  un  ou  plusieurs  points 
entièrement  isolés  que  l'on  a  nommé  points  conjugués. 

On  reconnait  l'existence  de  ces  points,  à  ce  caractère  que  pour  une 
certaine  valeur  de  x ,  y  prend  une  valeur  réelle ,  tandis  qu'une  valeur 
un  peu  moindre  ou  plus  grande  rend  y  imaginaire.  Dans  la  courbe 

y*  =  X  (x  -I-  i)* 

le  point  qui  a  pour  coordonnées  (x  =  —  1 ,  y  =  0)  est  isolé ,  car  en 
mettant  l'équation  sous  la  forme 

y  =  db  (x-^  i)j/x, 

on  reconnait  que  pour  x  =»  —  i ,  y  est  réel  et  nul ,  tandis  qu'en  rem- 
plaçant x  par  —  i  d:  A,  A  étant  une  quantité  très  petite,  y  devient 
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db  h  j/ —  i  db  h  qui  est  imaginaire.  La  courbe  proprement  dite  s'étend 
depuis  X  =  0  jusqu'à  x  =  oo  .  Les  points  isolés  peuvent  se  présenter 
sans  être  accompagnés  de  courbe;  ainsi 

x«  H-  y«  =  0 

ne  représente  qu'un  point  qui  est  l'origine  et 

(x«  — l)«H-(y«  — i)«  =  0 

représente  quatre  points. 

85.  Théorème  sur  les  points  singuliers,  —  La  recherche  des  points 
singuliers  dans  les  courbes  algébriques  est  beaucoup  facilitée  par  ce 
théorème.  Dans  toute  courbe  algébrique  dont  l'équation 

f(x,y)  =  0    ou    /'=0 

est  rendue  rationnelle^  les  dérivées  partielles  -j    ^^"f-  9ont  toutes 

deux  nulles  ou  toutes  deux  infinies  pour  un  point  de  rebroussement , 
un  point  multiple  ou  un  point  isolé. 

En  effet  supposons  que  M'A  et  MA  (fig.  15)  forment  en  A  un  point 
multiple  ou  un  point  de  rebroussement.  En  mettant  l'équation  de  la 
courbe  sous  la  forme 

et  en  désignant  par  a  l'abscisse  de  ce  point  et  par  h  une  quantité  très 
petite  positive  ou  négative,  il  est  visible  que  ^(a  +  A)  doit  avoir 
plusieurs  valeurs,  tandis  que  ^  a  n'en  a  qu'une  seule,  puisque  l'ordonnée 
AB  correspondant  à  a  est  unique  ;  tandis  que,  à  l'abscisse  OP  =  a  +  A 
correspondent   plusieurs   ordonnées   MP,   M'P.    Il    suit  de   là    que 

dy    d^y 
l'une  des  dérivées  --^ ,  -v-^  etc.  doit  être  susceptible  de  plusieurs  va- 
leurs distinctes  pour  x  =  o,  puisque  y  (a  h-  A)  est  donné  par  le  déve- 
loppement 

Or,  si  on  désigne  par  n  la  dérivée  de  l'ordre  le  moins  élevé  qui  prend 
une  valeur  multiple,  et  qu'on  prenne  les  dérivées  successives  de 
l'équation  de  la  courbe  rendue  rationnelle  et  mise  sous  la  forme 
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il  viendra  après  n  dérivatious , 

dy  dx       dx        ' 

dfd^y  ^    d*f  dy  ^    d*f  dy  ^    d*f^^ 
dy  dx*       dxdy  dx       dydx  dx      dx*        ' 

dy  dx'       dydx  dx*       dy*  dx  dx*  '         ' 


dfd'y  ^     d*fd'-*y  ^  ^^  _p 
dy  dx*       dydx  dx*  ~  * 

dy    d*y        d""*!/ 
ou  bien,  en  éliminant -^ , -p^  ••••  -, — ~  entre  ces  équations, 
ax    ax*        dx*  ~  * 

dy  dx       dx 

(drvd^y_^j^dfdf^d*f^/dj\*^d^/drY_^ 

\dyj  dx*  dxdy  dx  dy      dy*  \dxj        dx*  \dy/ 


\dxj        dx"* 

Cette  dernière  équation  se  compose  de  deux  termes  dont  Tun ,  conte- 

d"v 
nant  -r-^ ,    prend ,  par  hypothèse ,  plusieurs  valeurs   pour  x  =  a  et 
ox* 

dont  l'autre  que  nous  avons  désigné  par  U  ne  prend  qu'une  seule 

valeur  quand  x  =  a,  parce  que  les  dérivées  partielles  -f-j-J-^  -T—n 

qui  seules  entrent  dans  U ,  ne  sauraient  avoir  des  valeurs  multiples , 

attendu  que  la  fonction  /'(x,  y)  ayant  été  rendue  rationnelle,   ses 

dérivées  partielles  le  sont  également.  Il  suit  de  là  qu'en  désignant 

d"v 
par  A  et  A'  deux  des  valeurs  de  -r^  ,  on  doit  avoir  h  la  fois 
^  dx" 


œ 


d;--a.„.o.  (d:'*-.-« m 


i28  CHAPITRE   III. 

d'où  Ton  tire  en  retranchaDl  membre  a  membre. 


Q: 


et  par  conséquent 


D'-'CA-AO-O, 


:^.-»' 


parce  que  A  diffère  de  A'  par  hypothèse.  L'équation  dérivée  première 

dy  dx      dx 
se  réduit  alors  à 

ce  qui  vérifie  la  première  partie  de  la  proposition.  Les  deux  équations 
(i)  pourraient  aussi  subsister  ^M  "/-  )  ^^  (  -^  )  prenaient  des  valeurs 

infinies  pour  x  =  a,  car  U  qui  contient  j^  ,  et  —  devient  infini  avec 


sieurs  valeurs  A  et  A',  puisqu'on  en  tire 


d*ti 
ces  dérivées  et  les  équations  (1)  pourront  encore  donner  pour -r-^  plu- 


/d^\     ^00 

\dx^/a      « 


et  que  le  second  membre  est  un  symbole  d'indétermination. 

Le  même  théorème  subsiste  pour  un  point  isolé;  car  a  étant  l'abscisse 
de  ce  point ,  si  dans  l'équation  de  la  courbe  y  =  ^x  on  fait  x  =  a ,  on 
doit  trouver  pour  y  ou  <pa  une  valeur  réelle,  tandis  que  pour  x  =  a  d=  A, 
h  étant  une  quantité  très  petite  quelconque,  l'ordonnée  ne  peut 
rencontrer  la  courbe  puisque  le  point  est  isolé,  et  par  conséquent 
f  (a  dz  A)  doit  avoir  une  valeur  imaginaire.  Or,  la  formule  de  Taylor 
donne 
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il  faut  donc  que  l'une  des  dérivées  soit  imaginaire  pour  le  point  con- 
jugué. D'un  autre  côté, 

/"(^.y)  =  o 

étant  l'équation  de  la  même  courbe ,  rendue  rationnelle ,  on  en  tire 
comme  plus  haut,  après  n  dérivations  successives, 

U  représentant  l'ensemble  de  tous  les  termes  contenant  les  dérivées 

.  .1     if  if  d*f  «.  d"V        .  .,       w  .   ,        .  ,    . 

partielles  nr-  >  t^  »  t-^  »  etc.  Si  -r=;  est  la  première  dérivée  qui  devient 

imaginaire,  U  sera  une  quantité  réelle,  puisque  /*  (x,  y)  ayant  été 
rendu  rationnel ,  ses  dérivées  partielles  des  différents  ordres  ne  con- 
tiendront pas  de  radicaux  et  ne  sauraient  par  conséquent  devenir  ima- 
ginaires. L'équation 

cfcr* 

composée  de  deux  termes  dont  l'un  est  réel  et  l'autre  imaginaire,  n'est 
donc  possible  que  si  les  termes  sont  nuls  séparément  ou  si  l'on  a 


ou  bien 


^  =  0    et    U  =  0, 
dy 

if 

-£-  =  «,     et     U  =  00  , 

«y 


df  df 

et  par  conséquent  -J-  ^=0^  ou  J-  =  co  ^  k  cause  de  l'équation  dérivée 

dy  dx      dx 

86.  Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir  que  pour  trouver  les  points 
singuliers  dans  les  courbes  prises  plus  haut  pour  exemples,  il  faut 
poser  les  équations 

if      n       if      ^  u.         if  if 

-r-  =  0,     -^  =  0,     ou  bien      -i-=x,      -L  ==  «  , 

dx  iy  dx  dy 

17 
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et  en  tirer  les  valeurs  de  x,  y.  Si  ces  valeurs  vérifient  Téquation 

/•(x,y)=0, 

elles  pourront  seules  correspondre  à  des  points  singuliers,  et  la 
discussion  ou  la  construction  de  la  courbe  dans  son  voisinage  sera 
nécessaire  pour  en  confirmer  Texistence  et  pour  en  reconnaître  la 
nature.  Si  les  valeurs  de  x,  y  ne  satisfaisaient  pas  à  Téquation  de  la 
courbe ,  l'existence  de  l'un  des  trois  points  singuliers  cités  plus  baut 
serait  impossible. 

87.  En  examinant  la  marche  de  la  démonstration  précédente ,  on 
reconnaît  sans  peine  que  le  théorème  doit  s'appliquer  souvent  aux 
courbes  transcendantes;  car  il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  pour 
qu'il  y  ait  un  point  singulier  dans  une  courbe  de  nature  quelconque, 
les  conditions  suivantes  sont  nécessaires  :  il  faut  que ,  à  une  valeur 
arbitraire  de  x  correspondent  des  valeurs  multiples  de  y,  se  réduisant 
à  une  seule  pour  une  valeur  particulière  de  x ,  et  en  outre,  que  l'équa- 
tion puisse  être  mise  sous  une  forme  telle  que  ses  dérivées  partielles 
successives  aient  des  valeurs  uniques  et  réelles  pour  une  même  valeur 
de  X  et  y.  Si  ces  conditions  sont  toutes  remplies,  les  deux  dérivées 

partielles  "j-  ^^  -r-  tirées  de  l'équation   de  la  courbe   transformée 

comme  on  vient  de  le  dire ,  doivent  être  nulles  ou  infinies  au  point 
de  la  courbe  où  se  trouve  un  des  trois  points  singuliers  dont  il  est 
question  plus  haut.  Ainsi  pour  la  courbe 

i 

y  =  ax  .  arc  tang  - , 

il  y  a  plusieurs  valeurs  réelles  distinctes  de  y  qui  sont 

y=ax.arctg-,  y  =  ax f  âîr  h- arc  tg -  j,y=ax(  i^r-harctg-  J;  etc. 

et  qui  représentent  chacune  une  branche  particulière.  Pour  x  =  0,  on 
trouve  la  valeur  unique  et  réelle  y  =  0  et  en  troisième  lieu,  si  l'on 
met  l'équation  sous  la  forme 

langiL  — -==0, 

OX         X 

les  dérivées  partielles  successives  du  premier  membre  auront  des 
valeurs  uniques  et  réelles  pour  toute  valeur  de  x.  Le  point  singu- 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  i3i 

lier,  s'il  existe,  pourra  donc  être  déterminé  comme  pour  les  courbes 
algébriques.  On  trouve  en  effet 

df         —y  \        df  i 

^       .    .  y     ^      ^y  .y 

ax*  cos*  -^  ax  cos'  -^ 

ax  ax 

et  ces  deux  dérivées  partielles  deviennent  infinies  pour  x  =  0  qui  cor- 
respond à  y  =  0,  c'est-à-dire,  pour  l'origine.  On  a  vu  en  effet  qu'il  y 
a  un  point  saillant  en  cet  endroit. 

88.  Point  d'inflexion.  —  Il  nous  reste  encore  à  trouver  le  caractère 
qui  permet  l'existence  d'un  poiîit  d'inflexion.  On  donne  ce  nom 
au  point  où  une  courbe  de  concave  qu'elle  était  d'abord,  devient 
convexe,  ou,  ce  qui  est  la  même  cbose,  c'est  le  point  où  la  tangente 
coupe  la  courbe.  On  a  vu  qu'une  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa  con- 
vexité vers  l'axe  des  X  selon  que  f^'x  est  négatif  ou  positif.  Il  faut 
donc  qu'au  point  d'inflexion  A  (fig.  14) ,  f"x  change  de  signe  et  comme 
on  sait  qu'une  fonction  algébrique  et ,  en  général ,  une  fonction  con- 
tinue change  de  signe  en  passant  par  zéro  ou  par  l'infini,  on  voit 
que  pour  les  courbes  continues  la  dérivée  du  second  ordre  est  nulle 
ou  infinie  en  ce  point.  Il  faut  donc  égaler  la  dérivée  seconde  à  zéro  ou 
à  l'infini,  et  chercher  les  valeurs  réelles  correspondantes  de  x.  La  dis- 
cussion de  l'équation  est  nécessaire  pour  confirmer  l'existence  de 
l'inflexion.  Ainsi  dans  les  courbes  qui  ont  pour  équation. 

y»  =  ox^,     o'  y^  ==  a*  X*  —  x*,     y  =  tang  x , 

il  y  a  un  point  d'inflexion  à  l'origine ,  car  on  trouve 

d*y  _^  10       /a      d*y  _  x  (2x'  —  3a*)      d*y  ^     sin  x 
dx*         9  V    ^'    <^^*       i/(^t jp«\»        dx*         cos'x' 

et  il  est  visible  que  ces  trois  dérivées  changent  de  signe  quand  x,  variant 
d'une  manière  continue,  passe  par  la  valeur  zéro. 

89.  Coordonnées  polaires.  —  Dans  toutes  les  applications  précéden- 
tes, on  a  supposé  les  courbes  rapportées  à  deux  axes  orthogonaux  et  les 
valeurs  des  rayons  de  courbure,  sous-tangentes,  normales,  etc.,  ont 
été  exprimées  au  moyen  des  dérivées  tirées  des  équations  de  ces 
courbes  en  coordonnées  rectangulaires  ;  mais  ces  formules  ne  seraient 
plus  applfcables ,  s'il  s'agissait  d'une  courbe  rapportée  à  un  autre 
système  de  coordonnées,  par  exemple,  à  des  coordonnées  polaires. 
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On  pourrait  encore,  il  est  vrai,  déduire  de  l'équation  de  la  courbe, 
les  valeurs  des  dérivées  des  différents  ordres  de  l'une  des  variables  con- 
sidérée comme  fonction  de  l'autre  ;  mais  ces  dérivées  n'auront  plus  la 
même  signification  géométrique  que  précédemment,  et  par  conséquent 
les  formules  qui  donnent  les  valeurs  du  rayon  de  courbure  etc.,  et 
qui  sont  fondées  sur  cette  signification ,  seront  différentes  pour  cha- 
que système  de  coordonnées.  Au  lieu  d'établir  une  théorie  particu- 
lière des  tangentes ,  des  cercles  osculateurs,  etc.  pour  chaque  système 
de  coordonnées,  on  peut  au  moyen  des  formules  établies  dans  les 
N*'  iO  et  24,  déduire  des  valeurs  précédentes  du  rayon  de  courbure, 
etc.,  celles  de  ces  mêmes  droites  dans  chaque  système  de  coordonnées, 
pourvu  que  l'on  connaisse  les  formules  qui  servent  i  passer  des  coor- 
données rectangulaires  aux  nouvelles  coordonnées  que  l'on  adopte  ; 
en  effet,  prenons  pour  exemple  les  coordonnées  polaires.  En  repré- 
sentant par  a  et  6  les  deux  coordonnées  rectangulaires  du  pôle,  par 
r  le  rayon  vecteur,  par  a  l'angle  constant  que  forme  avec  l'axe  des  X 
une  droite  fixe  passant  par  le  pôle,  par  t  l'angle  variable  formé  par 
le  rayon  vecteur  avec  cette  droite  fixe  ;  on  sait  que  les  formules  qui 
lient  les  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées  polaires  sont 

X  =  a  +  r  cos  (a  —  () ,    y  =  6  -*-  r  sin  (a  —  t). 

Cela  posé,  supposons  l'équation  d'une  courbe  donnée  en  coordonnées 
polaires,  c'est-à-dire,  au  moyen  d'une  relation  entrer  et  I;  en  choi- 
sissant t  pour  variable  indépendante ,  les  formules  précédentes ,  dans 
lesquelles  r  doit  être  considéré  comme  une  fonction  connue  de  I, 
expriment  les  valeurs  de  x  et  de  y  en  fonction  de  cette  variable  indé- 
pendante (,  et  il  vient  en  dérivant , 

^  =  cos  («  —  0  ^1  -^  '^  s»û  (a  —  0  > 
-^  =  sm  (a  —  «)  ^  —  r  cos  («  —  t)  ' 
_  =  cos  {«  _  t)_  -H  2sin  (ce  —  t)^  — r  cos(«  —  t), 
^  =  sin(«-()^-2cos(«-t)5j-r8in  («-«), 
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En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  formules  établies  plus  haut 
(N**  iO  et  24),  on  trouve  pour  les  valeurs  de  -^ ,  -y^ ,  etc. 

dy      ^^8in(»-t)-rco8(«-0 

dx      dr       ,         .  .    , 

-î-  cos  (a  —  t)  -*-  r  sin  (a  —  t) 


dt 


d*y 


,      „  /dr\*        d*r 


dx* 


dr  )' 

|r  sin  (a  —  e)  H-  ^  cos  («  —  0  ( 


dx'      ^^' 

90.  Rayons  de  courbure  ou  développées  dans  les  courbes  polaires.  —  Au 
moyen  de  ces  relations ,  on  peut  exprimer  en  coordonnées  polaires  les 
valeurs  de  toute  quantité  dont  on  connaît  Texpression  en  coordonnées 
rectangulaires  ;  on  trouve,  par  exemple,  pour  le  rayon  de  courbure , 

[^+çr^)«r_        L     \dt/  J 

'*^\dt)-'dô 
et  pour  les  coordonnées  a'  et*p'  du  centre  de  courbure  (N°  71) , 

,  \dxj     dy  ,         . 

ai!  z=x ;f — i^  =  a  -♦-  r  cos  (a  —  t) 

d^y  dx  ^         ' 

\dtj  dt* 
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dx* 


'dïi 


OU  bien 


^c»..-)j(g)--4l4:-'°'-"H-(g)l 

:  =  a  -I i-Jî — 1 1 ^ — 1 — i 

\dtj  dt* 


'df* 


Ces  deux  équations  déterminent  le  centre  de  courbure  en  fonction  des 
coordonnées  rectangulaires  a'  p\  Si  on  voulait  fixer  sa  position  par  des 
coordonnées  polaires,  il  suffirait  de  remarquer  que,  r'  et  ('  étant  les 
coordonnées  polaires  relatives  &  ce  point,  il  doit  exister  entre  r',  t' 
et  a',  p'  les  relations 

a'  =  a  -f-  r'  cos  (a  —  r) ,     p'  =  6  -H  r'  sin  (a  —  t') , 

d'où  Ton  tire 

r'  =  |/(«'-a)«^-(p'-5)S     teng(«-f)=^i5^. 
et  par  conséquent,  en  substituant  les  valeurs  a'  et  p', 

^  A/-i(^)--gf-a)iQ--f 

1^  — =  JL , _ > 

'''\dl)'' 


d*r 
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,  ,    .  ...,<.-4(|y-4:]4;p..(gy] 

'  "    '[œ'-'rfl4>-<-'[-a:)T 

Si  dans  la  deuxième  équation ,  on  remplace  tang  (a  —  t)  et  tang  (a  —  f  ) 

tanff  a  —  tanff  f  tanjç  a  —  tanc  f' 

par  les  valeurs — ,     - — ~ — ; ,   et  qu  on 

1  +  tang  a  tang  t       in-  tang  a  tang  r 

opère  ensuite  les  réductions  en  faisant  disparaître  les  dénominateurs 

et  supprimant  le  facteur  commun  i  +  tang'  a,  on  trouve 


/dr\*         d*r)      dri  ,      /dr\») 


qui  ne  contient  plus  la  lettre  a.  En  éliminant  r  et  ^  entre  ces  deux 
équations  et  celle  de  la  courbe,  on  trouvera  Téquation  polaire  de  la  dé- 
veloppée. On  serait  arrivé  fort  simplement  à  ces  formules  en  reprenant 
la  théorie  précédente  des  courbes  osculatrices  et  en  l'appropriant  aux 
courbes  polaires. 

9i .  Sous-tangente  et  sous-normale  polaires ,  etc.  —  Quant  à  la  sous- 
tangente,  sous-normale,  etc.,  on  pourrait  trouver  avec  la  même  faci- 
lité ,  leur  valeur  en  coordonnées  polaires  ;  mais  il  est  à  observer  que 
ces  droites,  qui  avaient  une  signification  bien  définie,  quand  il  s'agis- 
sait des  courbes  rapportées  à  des  axes  orthogonaux,  ne  présentent 
plus  aucun  intérêt  dans  les  courbes  rapportées  à  des  coordonnées  po- 
laires. Dans  ces  dernières  courbes,  on  a  donné  le  nom  de  sous-tan- 
gente, normale,  etc.,  à  des  droites  différentes  des  premières,  quoi- 
qu*ayant  avec  elles  certaines  analogies;  ainsi  AB  (fig.  15)  étant  la 
la  courbe,  O  son  pôle,  OM  un  rayon  vecteur  quelconque  et  OC  la 
droite  fixe  d'où  se  comptent  les  angles  MO  G  ou  (,  on  appelle  sov^- 
tangente  polaire ,  la  longueur  de  la  perpendiculaire  OT  élevée  sur  le 
rayon  vecteur  OM  et  prolongée  jusqu'à  la  tangente  MT;  MT  est  la 
longueur  de  la  tangente  polaire;  MN  /a  longueur  de  la  normale  et  NO 
la  sous-normale  polaire.  La  valeur  de  ces  droites  se  déduit  de  celles 
trouvées  plus  haut  pour  les  droites  de  même  nom;  en  effet,  si  Ton 
rapporte  la  courbe  AB  à  des  axes  rectangulaires  en  prenant  pour 
origine  le  pôle  0  et  pour  axe  des  Y  le  rayon  vecteur  OM,  la  perpen- 
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diculaire  TN  élevée  au  point  0  sur  0  M  deviendra  l'axe  des  X  et  la 
sous-tangente  polaire  OT  se  confondra  avec  la  sous-tangente  rectan- 
gulaire dont  la  valeur  est -j^  ;  il  suffira  donc  de  remplacer  dans  cette 

dx 

dy 
expression, y  et -^  par  leur  valeur  en  coordonnées  polaires;  or  pour 

faire  coïncider  Torigine  avec  le  pôle  0  et  Taxe  des  Y  avec  OM,  il 
faut  faire 

a  =  0,     6  =  0,     a— f  =  5,     c'estrà-dire,     COX--COM  =  ^, 

ce  qui  réduit  les  valeurs  précédentes  de  y  et  -p  à 

y  =  6  -♦-  r  sin  (a  —  t)  =  r, 

dx      dr  .  r 

-7-  cos  (a  —  t)  -*-  r  sin  (a  —  t) 

et  il  vient  pour  la  sous-tangente  polaire 

^  dy       dr 
dx       dt 
on  trouve  de  même 

sous-normale  NO  =  -r- , 
dt 


longueur  de  ]a  tangente  MT  : 


longueur  de  la  normale  MN  =  %  /  ''*  "^  (  T"  )  • 

On  voit  par  là  que  la  dérivée  première,  dans  une  courbe  polaire, 
représente  la   sous-normale.    On  trouve  aussi  que   la  tangente   de 
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Tangle  TMO  formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  touchante  à  la  courbe, 
est  donnée  par 

Ung  TOM  =  ^  ■ 
dr 

Tt 

92.  On  peut  aussi  déduire  la  dérivée  d'un  arc  de  courbe  polaire, 

c'est-à-dire,  -j- ,  de  la  dérivée  -r-  d'un  arc  de  courbe  donnée  en  coor- 
at  dx 

données  rectangulaires;  car  Tare  s  étant  une  fonction  de  x  et  x  une 
fonction  de  «,  la  dérivée  de  s  par  rapport  à  t  est,  d'après  ce  qu'on  a 
vu  sur  la  dérivation  des  fonctions  de  fonction ,  égale  à  la  dérivée  de 
8  par  rapport  à  x  multipliée  par  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  f ,  c'est- 
à-dire,  que  l'on  a 


ds       da  dx /.       /^^^ V  ^* 

Jt^diTt^y       ^\dij  Tt' 

dx      dy 
et  en  remplaçant  -7-  et  -^  par  leur  valeur  (1V«  89), 

-7-=  %  /  ''*-*-(;,-)      0"     ^^  =  j/rfr*  -♦-  r*  de* . 

On  voit  que  cette  dérivée  est  représentée  par  la  normale. 

Cette  dernière  formule  s'obtient  par  la  considération  des  infiniment 
petits,  en  remarquant  que  si  MM'  (fig.  \6)  représente  dSj  en  décrivant 
du  point  0  comme  centre,  l'arc  MP ,  la  différence  M'P  entre  deux  va- 
leurs consécutives  de  r  sera  dr^  l'angle  MOM'  ou  plutôt,  l'arc  mp  dé- 
crit du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  sera  dt  et 
le  triangle  sensiblement  rectiligne  MMT  donnera 


MM'  =  /M'  P«  H-  MP«    ou    rf«  =  |/rfr« -f- r«  de*. 

95.  Applications  aux  spirales.  —  Appliquons  les  formules  précé- 
dentes à  quelques  courbes  polaires.  Ou  appelle  spirale  d*Archimède 
la  courbe  décrite  par  un  point  mobile  M  (fig.  17)  qui  glisse  unifor- 
mément sur  une  droite  OB ,  tandis  que  cette  droite  tourne  uniformé- 
ment autour  du  point  0.  Supposons  que  le  point  mobile  M  parte  du 
point  0 ,  quand  la  droite  commence  à  tourner.  Il  résulte  de  ce  mode 
de  génération,  qu'en   représentant  par  r,    la  distance  OM  et  par  t 

18 
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l'angle  MOA,  le  rapport  der  h  t  doit  être  constant;  Tëquation  polaire 
est  donc 

dr 
r  =  at^    d'où  Ton  tire     —=  a. 
ai 

On  voit  que  dans  cette  courbe  la  sous-normale  est  constante. 

La  courbe  précédente  sera  une  spirale  logarithmique,  si  le  mouve- 
ment du  point  M  sur  OB  se  fait  de  telle  manière  que  l'angle  BOA  ou 
t  soit  constamment  proportionnel  au  logarithme  de  OM.  L'équation  de 
cette  courbe  est  alors 

Logr  =  mt    ou    r  =  a"*' =  {a^^y  ^=  a"^ 

en  désignant  par  a  la  base  du  système  de  logarithmes.  On  tire  de 
cette  dernière  équation , 

dr 


—  =  o''  log  a'^^^r  log  o', 


et  par  conséquent, 


sous-tanffcnte  OT  =r ,' 

log  a' 

tangOMT=^=--i-,. 
dr      log  a' 

di 

L'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  donc  constant. 
En  dérivant  une  seconde  fois  l'équation  de  la  courbe,  on  trouve 

d'où  il  suit  que  le  rayon  de  courbure  est 

Si  l'on  cherche  l'expression  de  la  normale,  on  trouve  aussi  rj/i  -+-  log*o'; 
on  voit  donc  (fig.  19)  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  nor- 
male MN  et  que  par  conséquent  le  point  N  est  le  centre  de  courbure. 

dr      d^r 
En  substituant  les  valeurs  de  -=-  et  -y-;  dans  r'  et  tang  T,  il  vient 

at      dt* 

\ 

tange'  =  — : et    r'  =  r  log  a'. 

tang  t  ^ 
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On  tire  de  la  première , 

tang  t .  taDg  t'  -h  i  =  0  ; 

d'où  l*on  conclut  que  les  angles  T  et  t  ou  CON  et  COM,  diffèrent 

d'un  angle  droit,  c'estrà-dire,  que  t  =  t'  —  â  '  ^^  ^^^  résulte  d'ailleurs 

de  ce  que  le  point  N  est  le  centre  de  courbure.  En  substituant  les 
valeurs  de  r  et  de  t  dans  Tëquation  de  la  spirale,  on  trouve  pour 
équation  polaire  de  la  développée , 

£» E  t' —-Ha 

r'  =  log  a',  a'       «    ou  bien    r'  =  o'       «       , 

60  remplaçant  log  a'  par  a'^,  ce  qui  revient  k  faire  Log  (log  a')  égal 

a  a  Log  a'  et  par  suite,  a  =  — ^-^ ^—^' 

m 

L'angle  V  ou  CON  (fig.  18)  se  compte  à  partir  de  la  droite  OC;  si 

donc  on  mène  une  droite  OC  faisant  avec  OC  un  angle  COC  égal  à 

-  —  a  et  qu'on  nomme  t"  les  angles  CON  formés  par  le  rayon  vec- 
teur ON  de  la  développée  avec  la  droite  fixe  OC,  on  aura 

et  par  conséquent  l'équation  de  la  développée ,  rapportée  à  la  droite 
fixe  OC,  deviendra 

r' =  «''", 

c'esIrA-dire,  que  la  développée  B'A'  n'est  autre  que  la  spirale  primi- 
tive AB,  ayant  le  même  pôle  0 ,  mais  ayant  tourné  autour  de  ce  point 
d'une  quantité  angulaire 

^— a    ou   -  —  -  Log  (m  log  a)  =  -  —  Log  |/log  o-. 

On  distingue  encore  plusieurs  espèces  de  spirales,  entre  autres 
(«Iles  qui  sont  comprises  dans  l'équation  générale 

Si  n  =  —  i  ,  on  a  la  spirale  hyperbolique  dans  laquelle  la  sous-tan- 
gente est  constante. 
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94.  Courbes  enveloppes.  —  Soit 

fi^y  y,  «)  =  0, 

rëquation  d'une  courbe,  renfermant  une  certaine  constante  littérale  a. 
Il  est  clair  que  si  l'on  y  fait  varier  a  d'une  manière  continue,  la 
courbe  Tariera  elle-même  d'une  manière  continue,  dans  sa  forme  et 
dans  sa  position.  Donnons  à  a  un  aœroissement  e ,  la  nouvelle  équa- 
tion appartiendra  à  une  courbe  différente  de  la  première  et  les  coor- 
données de  leur  point  d'intersection  s'obtiendront  en  résolvant  le 
système  des  deux  équations 

/■(a:,  y,  «)  =  0,    /"(x,  y,  a -f- fi)  =  0, 

qui  fixent  par  conséquent  le  point  où  la  courbe  caractérisée  par  la 
valeur  particulière  attribuée  à  a,  vient  rencontrer  la  courbe  caracté- 
risée par  a  +  £.  Si  donc  on  élimine  a  entre  elles,  les  x,  y  contenus 
dans  l'équation  finale  de  la  forme 

appartiendront  encore  à  l'intersection  des  courbes  caractérisées  par  a 
et  a  +  c;  mais  comme  a  a  disparu,  ces  coordonnées  appartiendront 
à  l'intersection  de  deux  quelconques  *  des  courbes  variables  dans 
lesquelles  le  paramètre  a.  diffère  d'une  quantité  constante  £,  c'est-à- 
dire  que  si  l'on  trace  toutes  les  courbes  que  peut  représenter 

/■(x,  y,  a)  =  0 

quand  a  passe  par  toutes  les  valeurs  possibles ,  l'équation  finale 

F(x,y,£)=0 

appartient  à  la  courbe  lieu  géométrique  de  tous  les  points  d'inter- 
section de  chacune  des  courbes  variables ,  par  celle  pour  laquelle  le 
paramètre  est  supérieure  de  b.  Faisons  décroître  cette  différence  £  in- 
définiment, les  deux  courbes  qui  déterminent  l'intersection  se  rap- 
procheront de  plus  en  plus  et  à  la  limite,  l'équation  finale  qui  devient 

"F(x,y)  =  0 

appartiendra  à  la  courbe  limite  des  lieux  géométriques  indiqués  plus 
haut.  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  si  on  conçoit  que  a  croisse 
par  intervalles  infiniment  petits ,  l'équation  F  (x ,  y)  =  0  appartiendra 
au  lieu  géométrique  de  toutes  les  intersections  de  chaque  courbe  va- 
riable par  celle  qui  la  suit  immédiatement. 
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11  esl  à  remarquer  que  cette  dernière  équation  s'obtient  en  élimi- 
nant a  entre  Téquation  primitive  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a; 
car  on  sait  que  l'on  a 

f{x,  y,  a  -♦-  £)  =  f{x,  y,  a)  -H  e/;  (x,  y,  a  -h  Ôc), 

/Jj  étant  la  dérivée  de  f  par  rapport  à  a.  Le  système  des  deux  équa- 
tions se  réduit  donc  à 

équations  qui  à  la  limite  deviennent 

/•(x,y,a)=0,    7;(x,y,a)  =  0. 

La  courbe  limite  dont  on  vient  de  trouver  l'équation ,  jouit  de  la 
propriété  d'être  tangente  à  toutes  les  courbes  variables ,  c'est-à-dire , 
de  former  en  quelque  sorte  V enveloppe  de  ces  dernières;  en  effet,  si 
au  point  d'intersection  de  la  courbe 

/•(x,y,a)  =  0 

et  de  sa  voisine,  on  mène  une  tangente  à  la  première,  son  inclinaison 

dy       , 
sur  l'axe  des  X  sera  donnée  par  le  -j-  tire  de  cette  équation ,  c'est-à- 
dire  que  l'inclinaison  sera  donnée  par 

dy  dx 

rfx""       df(x,y,a) 
dy 

D'un  autre  côté,  si,  au  même  point  d'intersection,  on  mène  une  tan- 
gente à  la  courbe  lieu  géométrique  des  intersections ,  l'inclinaison  de 

cette  seconde  tangente  sur  l'axe  des  X  sera  déterminée  par  le  -^  tiré 

dx 

de  F  (x,  y)  =  0 ,  et  comme  cette  équation  résulte  de  l'élimination  de 

a  entre  /*(x,  y,  a)  =  0  et  /Jt  (x,  y,  a)  =  0 ,  on  obtiendra  cette  valeur 

de  -p  sans  effectuer  l'élimination ,  en  considérant  dans  la  première  a 

comme  une  fonction  de  x,  y  donnée  par  la  seconde  équation.  La  dé- 
rivée totale  de  /*(x,  y,  a)  =  0  devient  alors 

rf/Xx^y^^  df{x,  y,  a)    dy    ^  df(x,y,CL)    ^g  _  ^ 
dx  dy  dx  rf«  dx 
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qui ,  à  cause  de 


'Mf^=0    ou    rA^,y,^)  =  0, 


se  réduit  à 


flfi^y  y»  «) 


—^\^     ^  -H    f^'^'     /  =  0;  d'où   /=  —  — -, 

ax  ay        ax  ox  »/ (x,  y,  a) 

valeur  qui  est  la  même  que  celle  trouvée  pour  Tautre  tangente  avec 

laquelle  elle  doit  par  conséquent  se  confondre;  d'où  Ton  conclut  que 

la  courbe  des  lieux  géométriques  des  intersections  est  partout  tangente 

aux  courbes  variables.  Cette  propriété  a  fait  donner  à  la  première,  le 

nom  de  courbe  enveloppe.  C'est  ainsi  qu'une  développée  est  l'enveloppe 

de  toutes  les  normales  à  une  courbe  donnée,  parce  que  les  normales 

successives  doivent  être  assimilées  à  des  lignes  qui  varient  avec  un 

paramètre. 

Cette  théorie  des  courbes  enveloppes  s'applique  dans  toutes  ses  parties 

aux  courbes  polaires,  avec  cette  seule  modification  que  pour  démontrer 

que  la  courbe  enveloppe  touche  toutes  les  courbes  variables ,  on  fera 

voir  que  les  touchantes  &  ces  deux  courbes  font  le  même  angle  avec  ]e 

dr 
rayon  vecteur,  ce  qui  résulte  de  ce  que  le  -r-  est  le  même  dans  les 

deux  courbes. 

!•'  exemple.  Étant  donné  un  cercle  invariable  0  (fig.  19)  et  un 
point  fixe  A ,  si  Von  mène  par  A  toutes  les  sécantes  ABC  et  que  sur  les 
cordes  BC  prises  pour  diatnètres,  on  trace  des  circonférences ,  trouver 
la  courbe  enveloppe  de  ces  circonférences. 

Prenons  le  point  A  pour  origine  et  AOX  pour  axe  des  X  ; 

y«  -*-  (x  —  m)*  =  R* 

est  l'équation  du  cercle  invariable,  R  étant  son  rayon  et  m  =  AO.  Soit 
y  =iax  l'équation  d'une  sécante,  quelconque  ABC  ;  combinant  cette 
équation  avec  celle  du  cercle,  on  aura  pour  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  B  et  C, 


m  -f- 

j/RMl 

+  ««)- 

-m*  a» 

X  — ^ 

m  -¥- 

1  +a* 

1 

—  / 

|/R»0 

+  »»)- 

-m*<iL* 

Wt  — /R«  (!+««)  — OT«a« 


m  — i/R*(4-»-a«)  — m»«» 

^=" rr;;i '> 
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et  pour  celles  du  milieu  0  '  de  BC, 
m 


X  =  ■ 


1  -I-  a*  4   -+-  a*  »^  1  -f-  a* 

L'équation  du  cercle  décrit  sur  BC  est  donc 

(^-r^)  -"(^-îT^)  =«*-rr7. (^)' 

qui  tient  lieu  de  /*(x,  y,  a)  =  0 ,  et  qui ,  si  Ton  fait  varier  « ,  pourra 
représenter  successivement  tous  les  cercles  décrits  sur  les  cordes.  La 
dérivée  prise  par  rapport  à  a  est 

a  (x*  -+-  y*  -H  m*  —  R*)  —  my  =  0. 

En  éliminant  a  entre  cette  dernière  et  (1) ,  on  a  pour  Téqualion  de  la 
courbe  enveloppe 

(x«  —  y«  —  R«  ^  m*)«  —  âwior  (x« -f^  y«  — R«  H-m«)  —  m*y«  =  0, 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

(x«  —  twx  H-  m*  H-  y«  —  R*)«  —  m*(x« -f-  y«)  =  0. 

Si  les  cercles  variables  avaient  leur  centre  au  point  B  et  avaient  pour 
rayon  AB,  l'équation  de  l'enveloppe  serait 

(x«  -f-  y»  —  2mx)«  =  4R«  (x«  h-  y«). 

2«  exemple.  Trouver  la  courbe  enveloppe  d'une  droite  FG  (fig.  10) 
d'une  longueur  constante ,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  d  glisser 
sur  les  axes  des  X  et  des  Y.  L'équation  de  la  droite  FG  est  y  =  ax  -h  6. 

On  en  tire  AF  = >   AG  =  6  ;  et  par  conséquent,  en  représentant 

a 

par  d  la  longueur  FG , 


d  =  àzb- ;     d'où    6=    ^ 

On  prend  le  signe  — ,  parce  qu'il  est  visible  que  d  doit  être  pris  sans 
signe  et  que  AG  ou  b  étant  positif ,  a  ou  tang  GFX  est  négatif. 
L'équation  de  la  droite  prend  la  forme 
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qui  pourra  appartenir  à  toutes  les  droites  telles  que  GF,  en  faisant 
varier  la  valeur  de  a.  La  dérivée  de  celte  équation  par  rapport  à  a  est 

d 
XH- ^=0, 

(1  -h  a*)* 

et  si  Ton  élimine  a  entre  cette  dernière  et  (i),  on  trouvera  pour 
réquation  de  la  courbe  enveloppe  ^ 

lis 

X»  -f-  y»  =  d»  . 

Le  problème  suivant  conduit  à  la  même  solution  :  trouver  l'enveloppe 

de  toutes  les  ellipses  concentriques  y  dont  les  directions   des  axes 

coincident  et  dans  lesquelles  la  somme  des  axes  est  constante.  On  avait 

déjà  trouvé  (  N"  78  )  que  cette  courbe  est  une  épicycloïde  engendrée 

a 
par  le  roulement  d'un  cercle  d'un  rayon  -  dans  un  cercle  de  rayon  a. 

4 

Si  dans  le  problème  précédent,  le  produit  des  deux  axes  de  l'ellipse 
était  constant,  c'est-à-dire  si  toutes  les  ellipses  avaient  la  même  sur- 
face, la  courbe  enveloppe  serait  une  hyperbole  ayant  ses  asymptotes 
dirigés  dans  le  sens  des  axes. 

3**  exemple.  Trouver  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  normales  à 
une  courbe  donnée.  L'équation  d'une  normale  au  point  (x,  y)  est 

x'  — x  =  — p(y'  — y), 

eisï  y  =  fx  est  l'équation  de  la  courbe,  la  précédente  devient 

x'-x  =  -/^x(y'-/x). 

Il  est  visible  qu'en  changeant  x ,  cette  équation  représentera  successi- 
vement toutes  les  normales.  L'enveloppe  s'obtient  donc  par  l'élimi- 
nation de  X  entre  la  précédente  et  son  équation  dérivée  prise  par 
rapport  à  cette  lettre,  c'estra-dire 

-i  =  />'x(y'-/x)-4-(fx)«. 
On  tire  de  ces  deux  équations 

entre  lesquelles  il  suffira  d'éliminer  x  pour  arriver  à  l'équation  en 
x',  y'  de  l'enveloppe.  Il  est  visible  que  les  valeurs  de  x'  et  y'  données 
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par  ces  deux  équations,  sont  celles  que  nous  avons  trouvées  précédem- 
ment pour  le  centre  de  courbure  et  que  par  conséquent  la  courbe 
enveloppe  n'est  autre  chose  que  le  lieu  géométrique  de  ces  centres  de 
courbure,  c'est-à-dire,  la  développée,  ainsi  qu'on  l'avait  déjà  dit. 

4"  exemple.  Soient  OA  et  OB  (fig.  20)  deux  droites  données.  Propo- 
sons-nous de  trouver  l'enveloppe  de  toutes  les  droites  ah  qui  divisent 
ces  deux  longueurs  OA  et  OB  en  parties  réciproquement  proportion- 
nelles, c'est-à-dire,  de  manière  que  l'on  ait 

Oo  :  oA  ==  B6  :  06. 

Prenons  les  droites  OB  et  OA  pour  axes  des  X  et  des  Y;  l'équation  de 
ab  est 

y  ==  ax  -f-  6  ; 

d'où  l'on  tire,  en  faisant  successivement  x  et  y  nuls, 

06  =  —  -,   Oa  =  6. 
a 

si  on  représente  par  m  et  n  les  longueurs  OB  et  OA ,  la  proportion 
devient 

I  A  ^  ^ 

0  :  n  —  o  =  m-t--: ; 

a        a 

en  éliminant  6  entre  cette  proportion  et  l'équation  de  la  droite, 
celle-ci  devient 

mna 

M  ==  ax  -i- > 

ma  —  n 

et  elle  pourra  représenter  successivement  toutes  les  droites  ab,  a'b\.,» 
en  changeant  la  valeur  de  a.  L'élimination  de  a  entre  cette  dernière 
et  sa  dérivée ,  prise  par  rapport  à  a ,  savoir 


0  =  x 


mn 


s 


{^na  —  n)' 
donne 


m* y*  —  'imnxy  -4-  n*x*  —  ^m'^ny  —  2mn*x  -♦-  m^n!^  =  0, 

équation  qui  appartient  à  une  parabole.  Les  enveloppes  obtenues  par 
ce  procédé  sont  connues  dans  les  constructions  sous  le  nom  de  courbes 
de  raccordement. 

Si  la  droite  ab  était  assujettie  à  la  condition  de  former  des  triangles 
Oa6  équivalents  ou  de  donner  pour  Oa  X  06  des  produits  égaux ,  la 
courbe  enveloppe  serait  une  hyperbole  ayant  les  droites  OA  et  OR 
pour  asymptotes. 

49 
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Si  la  somme  des  carrés  des  droites  Oo  et  06  restait  invariable,  la 

courbe  enveloppe  serait  une  ëpicycloïde,  ayant  x' -h  y' ==  rf'  pour 
équation. 

9;j.  Caustiques.  —  Pour  dernière  application  de  la  théorie  des  enve- 
loppes, nous  prendrons  la  recherche  de  Téquation  à* une  caustique  j 
c'est-à-dire,  de  la  courbe  enveloppe  de  tous  les  rayons  de  lumière 
émanés  d'un  point  lumineux  et  réfléchis  par  une  courbe  donnée. 
Soient  AB  (fig.  24)  la  courbe  réfléchissante,  0  le  point  lumineux, 
OM  un  rayon  de  lumière  incident  et  MD  le  même  rayon  réfléchi.  On 
sait  que  ces  deux  rayons  font  des  angles  éffaux  avec  la  tangente  Tt  à  la 
courbe  réfléchissante  au  point  M.  Prenons  le  point  0  pour  origine; 
le  point  M  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  la  droite  OM  fait  avec  la  tan- 
gente Tt  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est 

X       dx 

X   dx 

dy 
dans  laquelle  -^  est  la  dérivée  tirée  de  l'équation  de  la  courbe  AB.  Soit 

?/'  — î/  =  a(x'  — x), 
réquation  de  la  droite  MD  assujettie  à  passer  par  le  point  M  ;  celle-ci 

fait  avec  Tt  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est  ^— ^-, 

dx 
et  la  condition  de  l'égalité  des  angles  d'incidence  et  de  réflexion  se 
trouve  exprimée  par  l'équation 

jr_dy  ^_a  ^—X 

X      dx  dx  „  .  dx 

•  »     d  ou     o  =  - 


X    dx  dx  dx 

L'équation  de  MD  devient  donc,  en  substituant  à  a  sa  valeur, 

'-^— X 

dx            ,   , 
!/'-!/= j-  (x'-x) (1) 

ax 
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si  Ton  conçoit  que  Ton  ait  remplace  y  par  sa  valeur  en  x  tirée  de 

réquation  de  la  courbe  AB,  il  suffira  de  faire  varier  x  pour  que  Tcqua- 

tion  précédente  représente  tous  les  rayons  réfléchis  ;  prenons  donc  la 

dérivée  par  rapport  à  x ,  en  observant  que  dans  chaque  application , 

dy 
X,  V  et  ^  sont  des  fonctions  connues  de  x,  et  éliminons  x  entre  cette 
ax 

dérivée  et  l'équation  (4).  L'équation  finale  appartiendra  à  la  courbe 

enveloppe  cherchée.  On  a  donné  à  cette  courbe  le  nom  particulier  de 

caustique. 

Si  la  courbe  réfléchissante  est  une  ellipse,  le  point  lumineux  étant 

Tun  des  foyers,  Téqualion  de  Tellipse  sera,  en  représentant  par  e 

Texcentricité  ou  j/a*  —  6*, 

•^  ^  '  dx  a^y  ey 

cl  réquation  (1)  deviendra 

y'^y  =  — J—-(x'—x),    ou  bien    i/'x  —  2cj/' -f- 2ey  —  x'y  ==0...(î2) 

X  —*"  juB 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x  et  remarquant  que  y  est  fonction 
de  x,  on  trouve 

£n  éliminant  x  et  y  entre  cette  équation  ,  réquation  (2)  et  l'équation 
de  Tellipse,  on  trouvera  l'équation  de  la  caustique.  On  trouve  ainsi 

y'  =  0,     x'  =  2e, 

ce  qui  apprend  que  la  caustique  se  réduit  à  un  point  qui  est  le  second 
foyer  de  l'ellipse.  Si  le  point  lumineux ,  au  lieu  d'être  placé  à  l'origine, 
est  situé  dans  l'axe  des  y,  à  une  distance  n,  il  faudra  changer  t/  et  f/' 
en  y  -+-  n  et  y'  -f-  «.  En  faisant  ensuite  n  infini ,  tous  les  rayons  inci- 
dents seront  parallèles  entre  eux  et  à  l'axe  des  y.  On  trouve  alors 
I>our  déterminer  la  caustique , 


rfy 
1  .  dx 


^  =  ;i7r  "^'-'  =  -1^:'  '/'-^v 


-d)' 


f/.r  </.r*  f/r* 
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et  il  suffira  d'éliminer  x  et  y  entre  ces  deux  dernières  et  Téquation 
de  la  courbe  réfléchissante.  Si  cette  dernière  courbe  est  un  cercle 
rapporté  à  son  centre,  l'équation  de  la  caustique  devient 

On  trouve  souvent,  d'une  manière  plus  expédilive,  l'équation  de  la 
caustique  en  partant  de  cette  propriété,  que  cette  dernière  courbe  est 
la  développée  de  l'enveloppe  des  cercles  qui  passent  par  le  point  lumi- 
neux et  qui  ont  leur  centre  aux  points  d'incidence  de  la  courbe  réflé- 
chissante. Ainsi  on  a  vu  (N°  95 ,  i''  exemple)  que  si  la  courbe  réflé- 
chissante est  un  cercle,  l'équation  de  la  courbe  envelo{^e  est 

{x*  -f-  y«  —  2mx)«  =  4R«  (x«  h-  y«); 

il  faut  donc,  pour  avoir  la  caustique  du  cercle,  chercher  la  développée 
de  la  courbe  précédente.  Cette  propriété  de  la  caustique  a  été  reconnue 
par  M.  Quetelet,  qui  l'a  démontrée  dans  les  mémoires  de  l'académie 
royale  des  sciences  de  Belgique ,  tom. 

Lorsque  l'équation  de  la  courbe  variable  f  (x,  y,  a)  =  0  ne  contient 
a.  que  dans  un  seul  terme ,  c'est-à-dire ,  lorsque  cette  équation  est  de 
la  forme  Ma"  -f-  N  =  0,  ou  plus  généralement, 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  x  et  y ,  l'enveloppe  se  réduit  à  un  point 
par  lequel  passent  toutes  les  courbes  variables  ;  puisque  la  dérivée  par 
rapport  à  a  est 

Mfa  =  0 

équation  qui  exige  que  M  suit  nul ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que 
N  le  soit  aussi ,  à  cause  de  la  première  équation,  et  que  le  système  des 
deux  équations  M  =  0 ,  N  =  0  donnent  pour  x  et  y  des  valeurs  con- 
stantes. Ainsi  si  l'on  cherche  la  caustique  d'une  ligne  droite  y  =  ox  -t-  6, 
on  trouve  pour  équation  du  rayon  réfléchi ,  le  point  lumineux  étant 
placé  &  l'origine , 

X  (y'  —  ox'  —  26)  {i  -♦-  a«)  —  6  [x'  {a«  —  1)  —  2ay'  -*-  2a6]  =  0, 

d'où  on  conclut  que  tous  ces  rayons  passent  par  un  point  qui  a  pour 

2a6  26 

coordonnées  — i  et     -      -  • 

i  -♦-  a*       1  -H  o* 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  n'est  vraie  que  si  les  fonc- 
tions M  et  N  sont  algébriques  et  rationnelles;  car  si  elles  étaient 
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susceptibles  de  prendre  plusieurs  valeurs,  comme  ces  valeurs  multiples 
ne  pourraient  être  prises  que  successivement ,  Téquation  M/a  h-  N  =  0 
ne  représenterait  plus  la  courbe  dans  toute  sa  généralité  et  dans  toute 
son  étendue,  eomme  le  suppose  la  théorie  des  courbes  enveloppes.  Il 
faudrait  dans  ce  cas  faire  disparaître  ces  valeurs  multiples  en  rendant 
M  et  N  rationnels.  Alors  le  paramètre  a  s'introduira  dans  plusieurs 
termes  et  la  théorie  des  courbes  enveloppes  cessera  d'être  en  défaut. 
96.  Théorie  géométrique  des  courbes  enveloppes.  —  L'équation  des 
courbes  enveloppes  peut  être  obtenue  par  une  considération  géomé- 
trique très  simple.  Il  est  visible  que  si  Ton  trace  toutes  les  courbes 

a6,  a'b\  a"  6" (fig.  22)  correspondant  aux  différentes  valeurs  du 

paramètre  variable  a  de  l'équation 

/■(x,y,  a)  =  0, 

la  limite  ccV....  de  l'espace  occupé  par  les  courbes  variables  se  con- 
fond avec  la  courbe  enveloppe;  il  suit  de  là  que  pour  une  même 
ordonnée  Ap ,  l'abscisse  x  qui  correspond  à  l'enveloppe  est  la  plus 

grande  des  abscisses  pm,  pm',  pm'\ pM qui  correspondent  aux 

différents  paramètres  a.  Si  donc  on  considère  y  comme  invariable  et 
que  l'on  cherche  la  valeur  de  a  qui  rend  x  maximum,  on  sera  conduit 
à  l'équation  de  condition 

(Ix 

;j-  =  0; 

or,  on  sait  que  l'équation  /*(x,  y,  a)  =  0  donne 

dx  da. 

dot  df 

dx 

L'équation  de  condition  du  maximum  peut  donc  être  remplacée  par 
l'équation 

et  si  on  élimine  a  entre  celle-ci  et 

/•(x,y,  a)=0, 
on  aura  l'équation  du  lieu  géométrique  de  toutes  les  extrémités  des 
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plus  longues  abscisses /)M ,  c'est-à-dire,  qu'on  aura,  comme  précédem- 
ment l'équation  de  Tenveloppe. 

97.  Inverse  du  problême  des  courbes  enveloppes,  —  Le  problème 
inverse  de  celui  que  nous  venons  de  résoudre  sur  les  courbes  enve- 
loppes, consisterait  à  trouver  la  courbe  variable,  connaissant  son  en- 
veloppe; mais  ce  problème  est  plus  qu'indéterminé,  car  on  peut  se 
donner  la  forme  de  l'équation  de  la  courbe  variable,  pourvu  que 
celle-ci  contienne  deux  paramètres  indéterminés,  et  se  borner  à  cher- 
cher la  relation  qui  doit  exister  entre  eux  pour  remplir  la  condition 
concernant  l'enveloppe.  Soit  en  effet 

F(a;,y)  =  o (1) 

l'équation  de  la  courbe  enveloppe  et 

/•(x,y,«,^)=0 (2) 

l'équation  de  la  courbe  variable,  cette  équation  ayant  une  furine 
donnée  et  contenant  explicitement  les  paramètres  a  et  p.  Pour  que 
la  première  équation  appartienne  à  l'enveloppe  de  la  seconde ,  il  faut 
d'après  ce  qu'on  a  vu ,  que  l'équation  (1)  résulte  de  l'élimination  de  a 
entre  (2)  et  sa  dérivée  par  rapport  h  %,  savoir  : 

doL        dp  da  ^  ^ 

11  faut  donc  que  l'une  de  ces  trois  équations  soit  une  conséquence  des 

deux  autres  et  que,  par  conséquent,  si  on  élimine  x  et  y  entre  elles , 

l'équation  finale  soit  identiquement  satisfaite.  Or  celle-ci,  de  forme 

dS 
déterminée,  contient  des  a,  des  p  et  la  dérivée  -j-  ;  la  valeur  de  p  en  a 

qui  y  satisfera,  fera  donc  connaître  la  forme  qu'il  convient  de  donner 
à  la  fonction  p,  dans  Téquation  de  la  courbe  variable.  Cette  déter- 
mination est  du  ressort  du  calcul  intégral,  puisqu'elle  dépend  de 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  entre  p,  (ij3,  a  cl  f/a;  mais, 
en  partant  d'une  propriété  des  courbes  enveloppes ,  on  peut  sans  le 
secours  du  calcul  intégral,  déterminer  la  forme  de  la  fonction  p,  moins 
générale  à  la  vérité  que  celle  fournie  par  l'autre  moyen.  On  sait  en 

effet  que  les  valeurs  de  -p  tirées  des  équations  (1)  et  (2)  sont  égales 

puisque  ces  courbes  sont  tangentes;  d'où  il  résulte  qu'en  désignant 
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par  F'  sa  valeur  tirée  de  (i) ,  comme  réquation  (2)  donne  en  dérivant 
par  rapport  h  x , 

dx       dy  dx 
on  a  nécessairement  la  relation 

ï-'i^-" w- 

Si  entre  (1),  (2)  et  (4)  on  élimine  x  et  y,  on  obtiendra  une  équation 
en  a  et  |B  qui,  étant  résolue  par  rapport  à  p,  fera  connaître  la  forme  de 
cette  fonction.  Ainsi  si  l'enveloppe  est  l'hyperbole  xy  =  d  et  si  la 
courbe  variable  doit  être  Tellipse 

««  ^  ^«  -  *  ' 

on  trouve  pour  p  la  valeur 

■       P  =  T' 

et  on  reconnaît  que  dans  Tellipse  variable ,  le  produit  des  axes  doit 
être  constant.  Si  la  courbe  enveloppe  est  la  parabole  y*  =  2px  et  si  la 
rourbe  variable  doit  être  une  hyperbole  de  la  forme 


on  renonnait  que  p  est  égal  à  —  et  que  par  conséquent,  le  rapport  du 
carré  de  l'axe  A  à  l'axe  B  doit  être  invariable. 
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Théorie  des  courbes  gauches.  Équations  d'une  tangente.  —  Équation  du  plan 
normal.  —  Dcrivcc  d*un  arc  de  courbe.  —  Angles  formés  pnr  une  tangente  avec 
les  axes.  —  Plan  osculaleur.   —  Normale  principale.  —  Flexion  d'une  courbe. 

—  Angle  de  courbure.  —  Courbes  osculatrices.  Rayon  de  courbure.  —  Centre 
de  courbure.  —  Équations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure.  —  Axe 
pour  un  point  donné  d*une  courbe.  —  Surface  des  axes.  Arête  de  rebroussement. 

—  Torsion  d'une  courbe.  —  Condition  pour  qu'une  courbe  soit  plane.  >-  Appli- 
cations li  rhélice.  —  Applications  à  Thélice  conique. 


98.  Théorie  des  courbes  gauches.  Équations  d'une  tangente.  — 
Passons  aux  applications  des  principes  du  calcul  différentiel  h  la 
théorie  des  courbes  situées  dans  l'espace  et  rapportées  à  trois  axes 
coordonnés  rectangulaires.  Les  courbes  sont  dites  gauches  ou  h  double 
courbure,  lorsqu'elles  ne  peuvent  pas  être  renfermées  dans  un  même 
plan.  Nous  avons  vu  qu'une  courbe  dans  l'espace  peut  toujours  être 
représentée  par  deux  équations  k  trois  variables,  dont  une  seule, 
z  par  exemple ,  est  indépendante  et  deux,  x,  y  sont  dépendantes , 
savoir  : 

f{x,  y,  2)  =  0 ,    F  (x,  y,  z)  =  0. 

Chaque  équation  prise  séparément,  représente  une  certaine  surface  et 
l'ensemble  des  deux  équations  représente  la  courbe  résultant  de  leur 
intersection.  Si  on  élimine  successivement  x  et  y  entre  elles,  la  courbe 
pourra  être  donnée  par  deux  équations  de  la  forme 

7(x,r)  =  0,     ']^(y,i3)  =  0, 

dont  chacune,  prise  isolément,  est  l'équation  de  la  projection  de  la 
courbe  de  l'espace  sur  les  plans  des  ^Z  et  des  YZ. 
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Pour  trouver  les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  de  l'espace  en 
un  point  donné,  remarquons  que  si  Ton  mène  d'abord  une  sécante, 
les  projections  de  cette  droite  sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ  seront 
aussi  deux  sécantes  dans  les  deux  projections  de  la  courbe  de  Tespace. 
En  supposant  ensuite  que  Tun  des  deux  points  d'intersection  de  l'es- 
pace se  rapproche  indéfiniment  de  l'autre ,  jusqu'à  se  confondre  avec 
lui,  la  sécante  deviendra  une  tangente  et  comme  les  points  d'inter- 
section de  l'espace  ne  peuvent  se  réunir  sans  que  les  projections  de 
ces  points  ne  viennent  aussi  se  confondre ,  il  en  résulte  que  lorsque  la 
sécante  de  l'espace  deviendra  tangente  à  la  courbe,  les  projections 
de  la  sécante  seront  également  tangentes  aux  projections  de  la  courbe. 
Cela  posé ,  soient 

les  équations  des  projections  de  la  courbe  de  l'espace  sur  les  plans 

des  XZ  et  YZ.  Les  équations  de  leurs  tangentes,   en  désignant  par 

dx     dy 
x',  î/5  «'  les  coordonnées  courantes  de  ces  droites  et  par  -7-9  -^5   les 
'*"  ^     dz     dz 

dérivées  tirées  des  deux  équations  de  la  courbe ,  sont 

^-^=£(='-')'  2''-y=5!(^-^) w 

Le  système  de  ces  deflx  équations  représente  donc  la  tangente  k  la 
courbe  de  l'espace. 
Si  la  courbe  était  donnée  par  le  système  des  deux  équations 

f{^^  y.  «)  =  0,     F  (x,  y,  z)  =  0, 

les  valeurs  de  -7-  et  -^^  s'en  déduiraient  comme  on  l'a  vu  au  N'»  10. 
dz      dz 

99.  Équation  du  plan  normal,  —  Quand  on  considère  une  courbe 
dans  l'espace ,  on  appelle  encore  normale  toute  droite  perpendiculaire 
élevée  sur  la  tangente  au  point  de  contact;  mais  il  est  évident  qu'il  y 
en  a  un  nombre  infini  qui  toutes  sont  renfermées  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  plan  que  l'on  nomme  plan  normal.  L'équa- 
tion de  ce  plan  est  facile  à  trouver  ;  il  suffit  de  chercher  l'équation 
d'un  plan  passant  par  le  point  de  contact  (x,  y,  z)  et  perpendiculaire 
à  la  droite  dont  on  vient  de  trouver  les  équations.  Cette  équation  est, 
on  désignant  par  x',  y',  z\  les  coordonnées  courantes  de  ce  plan, 


(x'_a;)^-..(y'-,/)^-f-z'-z  =  0, 
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que  l'on  peut  aussi  écrire  de  la  manière  suivante, 

(x'-x)rfxH-(t/'-y)dy-+-(;:'-z)dz  =  0 (i) 

100.  Dérivée  d'un  arc  de  courbe.  —  Pour  trouver  la  dérivée  d'un 
arc  de  courbe  dans  l'espace ,  c'est-à-dire  la  limite  du  rapport  de 
l'accroissement  d'un  arc  de  courbe  à  raccroissement  de  la  variable 
indépendante ,  considérons  cette  courbe  dans  son  cylindre  projettant 
sur  le  plan  XY,  cylindre  que  nous  rabattrons  ensuite  dans  un  plan. 
En  désignant  par  $  un  arc  de  la  courbe  de  l'espace  limité  au  point 
(x,  y,  z)  et  par  s'  l'arc  correspondant  de  la  projection  sur  le  plan 
des  XY,  il  est  visible  que  dans  la  figure  rabattue,  les  longueurs  des 
arcs  8  et  s'  n'ont  pas  varié  et  que  les  coordonnées  de  l'extrémité  de 
l'arc  K  sont  z  et  s'  ;  on  a  donc  pour  cette  courbe  devenue  plane. 


^=\/*"(l7' 


or,  en  considérant  la  projection  «'  dans  le  plan  XY,  on  a , 


i-\A^'- 


et  comme  x  et  y  sont  fonction  de  z,  on  a  aussi 

ds' ds'   dx      dy      dz 

dz      dx    dz      dx      dx 
Tz 
Kn  substituant  on  trouve 


^n/'-(ï)'-(S)' 


ds  dx       dy 

et  pour  avoir  la  dérivée  -r  de  l'are,  il  suffira  de  remplacer  -j-  ^^-r-  P*"* 

leur  valeur  tirée  des  deux  équations  de  la  courbe.  Cette  équation  peut 
s'écrire  sous  la  forme 

ds  =  f/rfx*  -♦-  dy*  -+-  dz^ 

et  donne  l'expression  de  la  différentielle  d'un  arc  de  courbe  dans  l'espace. 

On  y  parvient  immédiatement  en  faisant  passer  par  deux  points 

consécutifs  de  la  courbe,  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  2  et  x  -+-  rfx. 
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y  -^  ^Hf  ^  -^  ^^i  ^rois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnes ,  ce  qui 
donne  naissance  à  un  petit  parallélipipède  rectangle  dont  la  diago- 
nale est  ds  et  dont  les  trois  arêtes  contigues  sont  rfx,  dy^  dz.  On  sait 
que  Ton  a 

ds^  =  dx*  -h  dy*  -h  dz^. 

iOi  .Angles  formés  par  une  tangente  avec  les  axes,  —  Pour  trouver  les 
angles  formés  par  la  tangente  en  un  point  x,  y,  z  de  la  courbe  de  Tcspacc 
avec  les  trois  axes,  remarquons  que  si  on  mène  une  sécante  passant 
par  ce  point  et  un  autre  point  de  la  courbe  ayant  pour  coordonnées 
X  +  Ax,  y  -fr  Ay ,  z  -f-  Az ,  les  angles  cherches  sont  évidemment  ceux 
que  forme  la  sécante  avec  les  axes ,  lorsque  le  deuxième  point  d'inter- 
section vient  coincider  avec  le  premier.  Or,  si  Ton  considère  le  paral- 
lélipipède formé  dans  Tespace  par  les  coordonnées  des  deux  extrémités 
de  Tare  As  et  ayant  pour  arêtes  Ax,  A  y,  Az  et  pour  diagonale  la 
corde  A'« ,  il  est  visible  que  les  cosinus  des  angles  formés  par  cette 
corde  avec  les  axes  sont 

Ax      Ay       Az 

Â^*    Â^'    Â^' 


et  comme  A'«  est  évidemment  égal  à  |/Ax*  -♦-  Ay*  H-  Az*  ;  ces  valeurs 
peuvent  s'écrire  ainsi 

Ax  Ay 

Az  Az  i 


/^        Ax*       Ay*  /,       Ax*       Ay*  / 


AX*       Ay* 

Az*       Az* 


Si  Ton  passe  à  la  limite,  en  faisant  évanouir  Az,  il  vient  pour  les 
angles  0 ,  0',  0"  formés  par  la  tangente  avec  les  axes  des  X ,  des  Y  et 
des  Z, 

dx  dx 

dz  dz 

Ts' 


«os  e  = 


>/'-(ï)'-œ' 


dz 


cos  G' . 


rfy  rfy 

dz  dz 


V'<^J-0'  ^' 
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ds 
Dans  chaque  application ,  il  faudra  remplacer  —  par  la  valeur  trouvée 

(tz 

dx       (lii 
plus  haut  et  substituer  à  -^   et  —  leur  valeur  tirée  des  équations  de 

la  courbe.  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits ,  ces  valeurs  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 

dx  dy  dz 

cos8=---,    cosô=»-^,     cosO"  =  -;-i 
ds  ds  ds 

en  supprimant  le  dénominateur  commun  dz. 

On  serait  arrivé  aux  mêmes  conclusions  en  cherchant  directement,  par 
les  formules  de  la  géométrie  analytique ,  les  angles  que  forme  avec 
les  axes,  la  tangente  dont  on  a  trouvé  les  équations  (N**  98).  On  y 
serait  arrivé  aussi  en  considérant  le  petit  parallélipipède  dont  il  est 
question  à  la  fin  du  N""  précédent. 

Nous  avons  supposé  la  tangente  prolongée  dans  le  sens  de  l'accrois- 
sement de  Tare  provenant  de  Taecroissement  de  z.  Si  on  considérait 
la  tangente  comme  prolongée  dans  le  sens  inverse ,  il  faudrait  prendre 
ces  cosinus  avec  des  signes  contraires. 

i02.  Plan  osculateur.  —  Lorsqu'une  courbe  est  gauche,  c'est-à- 
dire,  lorsqu'elle  n'est  pas  renfermée  dans  un  même  plan ,  on  ne  peut, 
par  deux  tangentes  quelconques,  faire  passer  un  même  plan;  mais  on 
peut  par  ces  deux  droites,  faire  passer  deux  plans  qui  soient  parallè- 
les entre  eux.  Concevons  que  l'un  des  points  de  contact  restant  fixe, 
l'autre  se  rapproche  indéfiniment  du  premier  sans  que  les  plans  cessent 
d'élrc  parallèles  ;  ceux-ci  coïncideront  en  même  temps  que  les  deux 
points  de  contact  et  formeront  le  plan  osculateur.  Il  est  visible  que 
ce  plan  n'est  autre  que  celui  qui  contient  deux  tangentes  consécutives 
ou  deux  éléraeuts  consécutifs  de  la  courbe,  puisque  l'un  des  plans,  au 
moment  de  la  coincidence ,  contient  les  deux  tangentes ,  c'est-à-dire, 
deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe.  Désignons  par  x,  y,  z  les 
coordonnées  du  premier  point  de  contact  et  par  x'  y'  z'  les  coordonnées 
courantes  de  la  tangente  et  du  plan  qui  la  contient;  les  équations  de 
la  tangente  sont 

X— x==  — (2— 2),    y'  —  y^'^iz'  —  z). 
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L'équation  d'un  plan  passant  par  (x,  y,  z)  est  de  ia  forme 

a(x'  —  x)  H-  6(y'  —  y)  -+-  2'  —  «  =  0, 

a  et  6  étant  quelconques  ;  et  pour  que  la  tangente  y  soit  renfermée , 
il  faut  que  les  coordonnées  courantes  x',  y%  z'  de  cette  droite  satis- 
fassent à  réquation  du  plan,  c'est-à-dire ,  que  ces  coordonnées  x\  y%  z' 
doivent  être  considérées  comme  identiques  dans  les  trois  équations. 
Si  Ton  élimine  x'  —  x  et  y'  —  y  et  qu'on  supprime  le  facteur  com- 
mun z'  —  z,  on  trouve  pour  équation  de  condition, 

dx      ,  dy 
dz        dz 

Prenons  un  second  point  sur  la  courbe,  ayant  pour  coordonnées 

/dx\        /dy\ 
X  -¥■  Ax,  y  -»-  Ay,  z-h  ^Zy  et  désignant  par  Al  —  1,   ai  —  )  les 

dx       du 
accroissements  que  prennent  -7-  et  --  >   lorsqu'on  remplace  x  par 

dz       dz 

X  -^  Ax  etc.  Les  équations  de  la  tangente  en  ce  second  point  seront 

y'-y-Ay=[|-..g^)J{z'-.-Az). 

L'équation  d'un  plan  passant  par  le  point  x  h-  Ax,  y  -♦-  Ay,  z  -+-  Az 
est  de  la  forme 

a'(x'  — X  — Ax)  -h  6'(y'  — y  —  Ay)  H-z'— z  — Az  =  0, 

et  pour  que  celui-ci  contienne  la  tangente ,  il  faut,  comme  plus  haut, 
que  les  coefficiens  a',  b'  satisfassent  à  l'équation 

«•[^'(S)]-l?.-(S)]— ■ 

Si  les  deux  plans  sont  parallèles,  les  coefficiens  a,  6  et  a'  6'  doivent 
être  les  mêmes  de  part  et  d'autre ,  et  on  aura  pour  déterminer  a,  b  les 
deux  équations 

dx       ,dy 
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OU  bien,  en  simplifiant  la  seconde  au  moyen  de  la  première, 

dx       ,  dy 
a-r--^  b-^-\-  1=0, 
dz         dz 

dx       ,    dy      ^ 
dz  dz 


celles-ci  donnent 

a  =   . v*^/ b  = 


rfz     Vrfzy       rf^     \dzj  dz^\dz)       dz\dz) 


et  on  aura,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'équation  du  plan 

parallèle  contenant  la  tangente  au  point  (xyz).  Passant  ensuite  à  la 

limite ,  en  faisant  évanouir  Az,  cette  équation  deviendra  celle  du  plan 

osculateur.  Pour  savoir  ce  que  devient  a  et  6  à  la  limite ,  remarquons 

dx      dïi 
que  z  est  la  variable  indépendante  et  que  -,—  et  -?-  sont  des  fonctions 

de  z;  mettons  donc  ces  valeurs  sous  la  forme 


Az  _  Az 

6  = 


dy      \dzj       dx      \dzj  dx     \dzj      dy     \dzj 

dz      àz  dz      Az        dz      àz  dz      Az 

et  il  vient  à  la  limite 

d*y  d*x 

0  = 


dy  d*x      dx  rf*x  dx  d*y      dy  d*x 

dz  dz*      dz  dz*  dz  dz*      dz  dz* 

<I);(S),.    ,,  <!)/Ci) 

parce  que  — >-<-  et  — ^ — ^  deviennent  alors  — -i — ^  et — V-^  "" 
Az  Az  dz  dz 

d'il      d*x 

-7-^  et  -r-i*  L'équation  du  plan  osculateur  est  donc 

dz'      dz* 

(•^  -""^dT*^^  -^^hT*-^^^  ^'\dkdr*'^Tzdr*)=^^' 
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Elle  prend  une  forme  symétrique,  si,  au  lieu  de  choisir  Tune  des  trois 

coordonnées  z  pour  variable  indépendante,  on  les  considère  toutes 

trois  comme  fonctions  d'une  quatrième  variable  quelconque  t;  on  a 

dcc     du     d  X       d^u 
VII  (N*»  28)  qu'il  faut  alors  remplacer  -z-9    ~7   -r-^  et  — ^  par 
'         '  ^  '^  dz     dz     dz*       dz*  * 

dx      dy      dz  d^x       dx  d*z  dz  d*y       dy  d'^z 

d[     dt_      Tt  ir* '^  Tt  di*  Itdf^'^d'tdt* 
dz'    dz'             /dfzV          '  ?dzY 

dt      dt  \dtj  \di) 

et  réquation  du  plan  osculateur  devient 

^^   ""'  \dt  dt^  dt  dt'j  ^  ^^   ^^  \dt  dt^  dt  dt^j 

^^      \dtdt*    dtdt'J    ^' 

dans  laquelle  on  pourra  remplacer  indifféremment  t  par  x,  y,  z  ou 
toute  autre  variable.  Pour  retrouver  la  première  équation ,  il  suffira 
de  faire  dt  égal  à  dz  et  par  conséquent  d*z  égal  à  zéro. 

On  arrive  k  la  même  équation  dans  la  théorie  des  infiniment  petits, 
en  cherchant  l'équation  d'un  plan  passant  par  deux  éléments  consécu- 
tifs de  la  courbe ,  c'esti-dire  y  qui  passe  par  trois  points  consécutifs 
ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z  pour  le  premier,  x  -+-  rfx,  y  4-  di/, 
z  +  dz  pour  le  second  et  pour  le  troisième , 

X  -+-  rfx  -h  d  (x  -h  rfx)  =  X  H-  2dx  -♦-  d*x, 

y  -V-  rfy  -^  d(y  -♦-  dy)  =  y  -h  2dy  H-  rf*y, 

z  -^  dz  -^  d{z  -h  dz)  =  z  -^  ^dz. 

Dans  cette  dernière  équation,  z  est  pris  pour  variable  indépendante, 
ce  qui  rend  dz  constant  et  dH  nul. 

105.  Normale  principale,  —  Parmi  les  normales  en  nombre  infini 
que  l'on  peut  mener  en  un  point  d'une  courbe  gauche ,  il  y  en  a  une 
renfermée  dans  le  plan  osculateur,  qu'on  nomme  normale  principale. 
Comme  cette  droite  est  formée  par  l'intersection  du  plan  normal  et 
du  plan  osculateur,  ses  équations  sont  données  par  le  système  des 
équations  de  ces  deux  pians ,  savoir  : 

(x'-x)^-4-(y'-î,)^-Hz'-x  =  0. 
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que  l*on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  éliminant  successive- 
ment y'  —  y  et  x'  —  x, 

^  \rfz  dz»     dz  rf2»y 

_  f2'  _ z  ld^ày^_/dy\*^  _  £ïl  _  n 
^  [dzdzdz*      \dzj  dz*      dz*j~    ' 

"'       *'  \dz  dz*      dz  dz*J 

^  '[dzdzdz*      V^dz/  dz»       dz*]~ 

Si  au  lieu  de  prendre  z  pour  variable  indépendante ,  on  suppose  x ,  y 
et  z  fonctions  d'une  quatrième  variable  arbitraire  ( ,  ce  qu'on  exprime 
en  faisant  sur  les  dérivées  les  mêmes  transformations  qu'au  numéro 
précédent,  les  deux  équations  de  la  normale  principale  prennent  la 
forme  symétrique  suivante  : 

,  /dz  d*»      ds  d*z\      ,_,       ,  /dx  d»»      d«  d*x\ 

(^ -^)  (dt  dïï- di  diij  -  (^-'^did?- d-edr«;=«' 

./dz  d*s       ds  d*z\       ,  ,       ,  /dy  d»«      ds  d««\      „ 

(••'-y)(dFd^-dïdFï)-(^-^>(idr«-didiV=='*' 

auxquelles  on  parvient  en  faisant  d'abord  usage  des  relations  suivantes 
dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première , 

\dz)  '^     ^\Tz)'^\dz)'     did^^^Tzd?'^Tz'd?' 

i 

Comme  la  variable  t  est  arbitraire ,  on  peut  faire  t  =  « ,  ce  qui  rend 

d^  d^s 

-j  égal  à  Tunité  et  par  conséquent  -r-^  égal  h  zéro  ;  les  deux  équations 

de  la  normale  principale  deviennent  alors 
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En  faisant,  pour  abréger,  y/(^J -*- (^J  (SJ  =  "'  ^'' 

augles  >,  p,  V  que  forme  cette  droite  avec  les  axes,  sont  donnes  par 
les  formules 

d8*  ds* 

cos  f*  = — ,     cos  7  = ^ 

dans  lesquelles  il  faudra  prendre  l'un  ou  l'autre  signe  suivant  que  la 
normale  est  prolongée  dans  le  sens  de  la  concavité  ou  de  la  convexité 
de  la  courbe. 

104.  Flexion  d'une  courbe.  Angle  de  courbure.  —  On  appelle 
flexion  d'une  courbe  en  un  de  ses  points,  la  limite  du  rapport  de 
l'angle  que  forment  deux  tangentes  quelconques,  à  l'arc  qui  sépare 
les  deux  points  de  contact.  Soient  a,  6,  c,  les  angles  que  forme  avec 
les  axes  une  tangente  à  une  courbe  au  point  (x,  y,  z)  et  a'  b'  &  les 
mêmes  angles  relatifs  à  une  tangente  en  un  second  point  (x  +  Ax, 
y  -f-  Ay ,  z  -♦-  Az).  L'angle  vi  formé  par  ces  deux  tangentes,  qu'elles 
se  coupent  ou  non ,  est  donné  par 

cos  >î  =  cos  a  cos  a'  ■+-  cos  6  cos  6'  h-  cos  c  cos  r\ 

k  laquelle  il  failt  joindre  les  deux  relations  nécessaires 

1  =  cos*  a  -4-  cos*  6  -♦-  cos*  c , 

1  =  cos*  a'  -h  cos*  6'  -+-  cos*  c'. 

Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  deux  dernières  et  qu'on  retrancbe 
le  double  de  la  première ,  il  vient 


2  sin  {>î  =  j/(cos  a  —  cos  a')*  ■+-  (cos  6  —  cos  6')*  -i-  (cos  c  —  cos  c')*. 

En  représentant  par  ^s  l'arc  qui  sépare  les  points  de  contact,  cette 
équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

sin^M    >î  //cosa — cosa'\*     /cos6 — cos6'\*     /cosc — cosc'X* 

OU  bien ,  en  se  rappelant  que  l'on  a  (N»  101) 

dx  dy 

dz  ,       dz  1 

cos  a  =  T-  ,   cos  6  =  -7-  ,   cos  c  =  -p  , 
ds  ds  ds 

dz  dz  dz 

21 
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et  remarquant  que  cos  a'  —  cos  a  n'est  autre  chose  que  A  cos  a, 
dx 

dz 
c'est-ii-iiirc,  A  -r-  > 
ds 

Tz 

/  (rz4')  -*-(i^|)-*-(i4) 

sin^vi    j_V  \        dz/  ^        dz>^  \        dz/ 

ï  H        A«  A« 

"Az 

En  passant  à  la  limite,      .  *    devient  l'unité ,  —  est  ce  que  nous  avons 
\n  A« 

dx 

appelé  la  flexion ,  — -  devient  j-  et  —  A  —  est  la  dérivée  par  rapport 

di 
dx  ds  d*x       dx  dh 

à  z  de  la  fraction  ^ ,   c'est-à-dire ,    ^^  ^^'       ^^  ^^' .  Il  vient  donc 
ds  /d«Y 

dr  Vdz/ 

Y-—— -—Y       fd8d^_dy^\^      /^!?V"" 
\^dzdz«      dzdzy  ■^'V^dzdz»      dzdzy  "*"  \dzV 


Comme  on  a 


(^y 


(^)'=-(f)'HS)' 


et  par  suite , 

dx  d*x      dy  d*y 

d*« dzdz^      dzdz* 

d?" 


v/-(iy-(g)' 
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cette  expression  se  transforme  dans  la  suivante , 


y    \dzdz*      dzdz*)  '^\dz*)  '*'\dz*) 

/dsy 

w 


Elle  prend  une  forme  1res  simple  lorsqu'on  choisît  Tare  .s  pour  varia- 
ble indépendante,  au  lieu  de  l'ordonnée  x,  comme  au  N"  105.  La 
flexion  devient  d'abord  en  prenant  t  pour  variable  indépendante, 


/ /dxd^_dyd^\*     /dyd}z_Jz<PyY     /^^_î^îf!fY 
y    \dt  dt*     dt  dt^J  '^\dt  dt*     didJ^J  '^\did^~'dtdt*) 

/dsy  ' 

\dtj 

et  en  remplaçant  t  par  « ,  en  ayant  égard  aux  équations 
V  ds)  "^  \d's)  "*"  yis)  -    '     dids*'^  ds  dz*  "*"  rfs  rf««  ~  "  ' 


ou  trouve  enfin 


1»  //d*x\*      /d*y\*       /d*z\* 

dS^-y^drO  "*'w  "^w' 

Quand  on  se  place  au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  on 
appelle  angle  de  œurbure,  l'angle  infiniment  petit  ))  formé  par  deux 
tangentes  consécutives.  Il  mesure  la  flexion  qu'il  a  fallu  faire  subir  a 
Tune  des  tangentes  pour  la  plier  suivant  la  tangente  consécutive.  C'est 

pour  cette  raison  que  le  rapport  -r-  a  été  appelé  flexion.  La  valeur  de 

cet  angle  est 

-V(S)'HS)'HS)' 
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Pour  une  courbe  plane  renfermée  dans  le  plan  des  XY,  il  faut  faire  z 
nul ,  et  l'expression  de  la  flexion  devient 


i-'^VW^W' 


et  en  remarquant  que 

dx 1  dy  dx 


\A^-  "  n/-(I)* 


cette  valeur  prend  la  forme 

1^  rfx* 

1  H- 


Sd. 


m 


qui,  si  on  fait  usage  de  l'expression  du  rayon  de  courbure  p  dans 
les  courbes  planes  ^  devient 

1  =  1. 

ds      p 

On  voit  par  là  que  dans  les  courbes  planes ,  la  limite  à  laquelle  nous 

venons  de  donner  le  nom  de  flexion,  représente  l'unité  divisée  par 

le  rayon  de  courbure  ou  le  rayon  de  courbure  inverse, 

103.  Courbes  osculatrices.  Cercle  osculateur.  —  On  dit  que  deux 

courbes  dans  l'espace  sont  osculatrices  de  l'ordre  n,   lorsque  les 

projections  de  ces  courbes   dans  les   trois  plans  coordonnés   sont 

elles-mêmes  des  osculatrices  de  cet  ordre,  c'eslrà-dire ,  lorsque  les 

deux  courbes,  ayant  un  point  commun,  ont  en  outre  les  dérivées 

dx     rf*x        d^x     du     d*v        d^y     dy     d'y        d"v  ,     ,      , 

—,   ^-....        ,  -^,  _^....  — i,     y     __i -^  égales  de  part 

dz     ds«        dz-     dz     dz*        dz**     dx     dx*        do:"    ®  ^ 

et  d'autre.  Il  est  visible  que  si  ces  égalités  ont  lieu  pour  deux  projec- 
tions, elles  existeront  aussi  pour  la  troisième,  puisque  les  formules 
pour  le  changement  de  la  variable  indépendante  donnent 


d(/  dx  d'y       dy  d'x 

(I)" 


dy dz      d^y dz  dz*       dz  dz*      d'y  __ 

dx      dx      dx'  /dx\'  dx' 


dz 
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et  que  les  dérivées  contenues  dans  les  seconds  membres,  dérivées  qui 
se  rapportent  aux  projections  dans  les  plans  des  XZ  et  YZ,  ne  peuvent 
être  égales  dans  les  deux  courbes  sans  entraîner  l'égalité  des  dérivées 
des  premiers  membres,  lesquelles  se  rapportent  aux  projections  dans 
le  plan  des  XY.  Il  est  visible  aussi  que  si  les  projections  dans  les  plans 
des  XZ  et  YZ  n'étaient  pas  des  oscula triées  du  même  ordre,  le  plus 

petit  des  deux  indiquerait  le  nombre  des  dérivées-—»  -3— qui 

ax     ax* 

seraient  égales ,  c'est-à-dire,  l'ordre  de  contact  des  projections  dans 

le  plan  des  XY. 

Il  suit  de  là  que  des  trois  projections  d'une  courbe  donnée  et  de 
son  oscula tricç  en  un  point  donné,  il  y  en  a  toujours  deux  qui  ont 
un  contact  du  même  ordre,  la  troisième  ne  pouvant  avoir  qu'un 
contact  du  même  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur.  C'est  le  premier  qui 
désigne  l'ordre  du  contact  des  deux  courbes  de  l'espace.  Il  suit  aussi 
de  ce  qui  précède,  que  pour  deux  osculatrices  d'ordre  différent  en  un 
même  point  d'une  courbe ,  celle  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  a  deux 
de  ses  projections  plus  rapprochées  que  l'autre  des  deux  projections  de 
la  courbe  donnée,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  que  celle-ci  soit  dans 
l'espace  plus  rapprochée  de  la  première  osculatrice  que  de  la  seconde  ; 
car  si  on  prend  sur  cette  courbe  et  l'une  des  osculatrices  qu'on  suppose 
de  l'ordre  n,  deux  points  voisins  du  point  de  contact,  le  carré  de  la 
distance  sera  égal  &  la  somme  des  carrés  de  ses  trois  projections ,  pro- 
jections dont  deux  au  moins  sont  des  infiniment  petits  de  l'ordre  n 
(N*  70) ,  la  troisième  ne  pouvant  être ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
qu'un  infiniment  petit  du  même  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé  et  par 
conséquent  négligeable.  La  distance  de  l'espace  est  donc  aussi  un  infi- 
niment petit  de  l'ordre  n. 

Ceci  posé ,  prenons  pour  courbe  osculatrice,  le  cercle  et  proposons- 
nous  de  déterminer  son  rayon  et  sa  position ,  de  manière  à  le  rendre 
osculateur  en  un  point  x,  y,  z  d'une  courbe.  Ce  cercle  est  donné  par 
deux  équations  de  la  forme 

(^-«)*-^(y-p)*-H(ir-7)«  =  P* 
(x  —  a)o-«-(y  —  p)6-H2  —  7  =  0, 

la  première  exprimant  que  tous  ses  points  sont  à  une  distance  con- 
stante p  du  centre  a,  p,  7,  et  la  seconde,  que  le  cercle  est  renfermé 
dans  un  certain  plan  passant  par  le  centre  a,  p,  7.  Les  coellîciens  a  et  6 
qui  fixent  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  les  axes,  sont  des  constantes 


166  CHAPITRE   IV. 

inconnues.  On  voit  que  ces  équations  renferment  six  constantes,  a,  p^ 
7,  p,  a,  6,  dont  on  peut  disposer  pour  rendre  osculateur  le  cercle  pré- 
cédent, c'est-à-dire,  pour  faire  en  sorte  que  les  deux  courbes  aient  un 

point  commun  (ac,  y,  z)  et  que  les  quatre  dérivées  -î->   ~^>  -r-^  j   -r-^ 

soient  égales  dans  les  équations  de  la  courbe  et  du  cercle.  Si  x  =  /z, 
y  =  Fz  sont  les  deux  équations  de  la  courbe ,  ces  dérivées  auront 
pour  valeur  /"'z,  /""z,  F'z,  ¥"z  et  la  première  condition  donne  lieu 
aux  équations  suivantes 

(/z  —  a)o  -♦-  (Fz  —  p)6  -^  z  —  7  =  0. 
En  dérivant  deux  fois  la  seconde,  on  est  conduit  aux  deux  équations 

c 

que  Ton  remplace  par  les  suivantes 

afz  -f-  6F'z  =  0 ,     af"z  -^  6F"z  ==  0 , 

puisque  les  dérivées  sont  égales  dans  le  cercle  et  dans  la  courbe.  On 
tire  de  là  les  valeurs  des  deux  constantes  inconnues  a  et  6, 

F^^z  _  f'z 

^  ""  F'z/'"z  —  fzF"z  '       ""  fzWz  —  F'zf'z  ' 

Les  valeurs  de  ces  deux  coefficiens  qui  fixent  la  direction  du  plan  du 
cercle  osculateur,  sont  les  mêmes  que  celles  des  quantités  analogues 
trouvées  pour  le  plan  que  nous  avons  appelé  osculateur  (N»  102);  le 
plan  du  cercle  osculateur  se  confond  donc  avec  ce  dernier. 

106.  Rayon  de  courbure.  Centre  de  courbure.  —  Les  valeurs  de 
a,  p,  7  et  p  pourraient  être  obtenues  de  la  même  manière,  en  dérivant 
deux  fois  la  première  des  équations  du  cercle;  mais  on  y  arrive  plus 
promptement  comme  il  suit  :  remarquons  d'abord  que  la  flexion  est 
la  même  dans  la  courbe  donnée  et  dans  le  cercle  osculateur,  puisqu'il 

n'entre  dans  l'expression  générale  de—  (Voir  (1)  du  N*"  104)  que  des 

dérivées  des  deux  premiers  ordres ,  dérivées  qui  sont  égales  dans  les 
deux  courbes;  or,  on  a  vu  (fin  du  N**  104)  que  dans  une  courbe  plane 
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^  1 

et  par  conséquent  dans  le  cercle  osculateur,  la  limite  -j-  estégalei-; 

1  M 

OD  a  donc,  en  égalant  -  k  l'expression  générale  de -7-  9 


(!)■ 


y   Vrfz V  "^  \dzO    "*"  \dz  dz*       dz  dz^J 

qui  devient ,  en  prenant  $  pour  variable  indépendante ,  comme  on  Ta 
fait  plus  haut, 

i 

P  = 


vWKS)'<ê)' 

Le  rayon  p  est  appelé  rayon  de  courbure.  Sa  direction  est  évidemment 
renfermée  dans  le  plan  osculateur  et  de  plus  il  est  normal  à  la 
courbe ,  car  les  deux  équations 

appartiennent  à  la  tangente  à  la  courbe  ou  &  la  tangente  au  cercle 

osculateur,  suivant  que  les  dérivées  -r  et-^  sont  tirées  des  équations 

dz      dz 

de  la  courbe  ou  des  équations  du  cercle ,  et  comme  les  dérivées  sont 
égales  de  part  et  d'autre,  il  en  résulte  que  ces  deux  tangentes  coïncident 
et  que  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  évidemment  normal  au 
cercle  l'est  aussi  à  la  courbe.  Le  rayon  de  courbure  étant  à  la  fois 
normal  à  la  courbe  et  renfermé  dans  le  plan  osculateur,  est  par  con- 
séquent dirigé  suivant  la  normale  principale  dont  on  a  trouvé  les 
équations  (N»  103).  Les  angles  >,  f*,  v  que  forme  le  rayon  de  cour- 
bure avec  les  axes ,  sont  donc  donnés  par  les  formules 


COS  >  : 


N/(ë)'-(S)'KS)* 
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rf»y 
ds* 

COS  (1  =  - 


A^)'-m'-m 


dH 

ds* 


C08y  = 


\/m^WFWf 


valeurs  que  Ton  peut  encore  écrire  sous  cette  forme , 

d^x  d*y  d*z 

cos>  =  p^,    cos^  =  p^.,     ^'^=Pdr*' 

Les  coordonnées  a,  p,  7  du  centre  de  courbure  s'obtiennent  pnt  la 
considération  que  les  projections  du  rayon  de  courbure  p  sur  les  axes 
sont  données  par 

p  COS  ). ,      p  COS  fA  ,      p  cos  V 

et  que  ces  projections  sont  égales  à 

a  — X,    p  — y,    y—z. 
En  égalant  ces  quantités,  on  trouve 

d*x  d*y  dH 

^=^-^^*5ii'  P=»-*-^'5r*'  -^="^^'1^' 

i07.  Équations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure.  — 
Les  équations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  s'obtien- 
nent en  éliminant  x ,  y^  z  entre  les  trois  équations  qui  donnent  les 
valeurs  de  a,  ^ ,  7  et  les  deux  équations  de  la  courbe.  Les  deux  équa- 
tions en  a,  p,  7  que  Ton  trouvera ,  seront  les  équations  du  lieu  géomé- 
trique. Les  rayons  de  courbure  successifs  étant  renfermés  dans  des  plans 
différents ,  il  est  visible  que  deux  rayons  de  courbure  consécutifs  ne 
se  rencontrent  pas  et,  par  conséquent,  ne  sauraient  être  des  tangen- 
tes à  cette  courbe,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  les  développées  des  courbes 
planes.  Le  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  ne  saurait 
donc  avoir  des  propriétés  analogues  à  celles  des  développées  des 
courbes  planes  ;  aussi  dans  les  courbes  à  double  courbure  donne-t-on 
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ce  nom  à  des  lignes  essentiellement  différentes  et  dont  il  sera  ques- 
tion plus  loin  N*"  iiO. 

408.  Axe  pour  un  point  donné  d'une  courbe.  —  On  appelle  cixe 
d'une  courbe  pour  un  point  donné ,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 
plan  osculateur  au  centre  de  courbure.  Les  équations  de  cette  droite 
se  trouvent  facilement ,  puisqu'on  connaît  Téquatîon  du  plan  oscula- 
teur et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure.  En  représentant  par 
^9  y'»  ^  ses  coordonnées  courantes  et  en  laissant  i  a,  ^^  7  leur  signi- 
fication précédente  9  on  trouve  pour  les  équations  de  cette  droite 

dans  lesquelles  il  faut  remplacer  «,  p,  7  par  leur  valeur  en  z  trouvée 
plus  haut  N»  i06.  Elles  prennent  alors  la  forme 

<--)(IS-SS)-<-"S-(s)'l- 

On  peut  aussi  considérer  l'axe  que  quelques  auteurs  nomment  droite 
polaire,  comme  étant  l'intersection  de  deux  plans  normaux  consécu- 
tifs, et  par  conséquent,  comme  étant  le  lieu  géométrique  des  centres 
de  toutes  les  sphères  que  l'on  peut  faire  passer  par  trois  pojnts  con- 
sécutifs de  la  courbe. 

i09.  Surface  des  axes.  Arête  de  rebroussement.  Son  équation.  — 
L'ensemble  des  axes  correspondant  à  tous  les  éléments  d'une  courbe 
forme  une  surface  que  l'on  nomme  surface  des  axes  ou  surface  po- 
laire. On  peut  la  considérer  comme  engendrée  par  un  axe  assujetti 
à  se  mouvoir  suivant  une  loi  déterminée  qui  dépend  de  la  forme  de 
la  courbe  donnée.  Cette  surface  est  donc  réglée  ;  elle  est  de  plus  dé- 
veloppable ,  c'est-à-dire ,  qu'elle  peut  être  rabattue  dans  un  plan  sans 
rupture  ni  duplicature ,  ce  qui  exige  que  deux  génératrices  consécu- 
tives soient  renfermées  dans  un  même  plan  et  viennent  par  consé- 
quent se  couper,  ce  qui  a  lieu  en  effet,  car  si  l'on  considère  trois  plans 
normaux  consécutifs ,  il  est  clair  que  le  plan  intermédiaire  sera  coupé 
par  le  premier  et  par  le  troisième  suivant  deux  droites  qui  seront 
deux  axes  successifs.  Ces  axes  par  leurs  intersections  déterminent  une 

22 


170  CHAPITRE    IV. 

courbe  à  double  courbure  que  Ton  nomme  arête  de  rebroussement  de 
la  surface  développablc.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  plana  nor- 
maux sont  tous  tangents  &  la  surface  des  axes  ;  car  en  considérant  trois 
plans  normaux  consécutifs ,  le  plan  intermédiaire  renfermera ,  comme 
on  vient  de  le  voir,  l'élément  de  la  surface  des  axes  compris  entre 
deux  axes  consécutifs,  et  il  pourra,  par  conséquent,  être  considéré 
comme  le  prolongement  en  tous  sens  de  cet  élément;  or,  de  même 
qu'une  tangente  à  une  courbe  est  considérée  comme  le  prolongement 
d'un  élément  de  la  courbe,  de  même  on  doit  considérer  les  plans  tan- 
gents k  une  surface  développablc  comme  le  prolongement  de  ses 
éléments  superficiels. 

Un  raisonnement  semblable  servirait  h  prouver  que  tous  les  axes  ou 
toutes  les  génératrices  de  la  surface  développablc  sont  tangents  à 
l'arête  de  rebroussement. 

L'équation  de  la  surface  des  axes  peut  être  obtenue  dans  chaque 
cas,  en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  deux  équations  de  l'axe  et  les  deux 
équations  de  la  courbe  h  double  courbure;  la  relation  entre  (x',  y',  z') 
que  l'on  obtiendra,  sera  l'équation  cherchée. 

Les  équations  finies  de  l'arête  de  rebroussement  s*obtiennent  en 
remarquant  que  puisque  les  axes  successifs  sont  tangents  à  cette  courbe, 
les  projections  des  axes  sont  aussi  des  tangentes  aux  projections  de  la 
courbe  ;  d'où  il  suit  que  les  projections  de  l'arête  ne  sont  autre  chose  que 
les  courbes  enveloppes  de  toutes  les  projections  des  axes.  Les  équations 
pourront  donc  être  trouvées  par  la  théorie  des  courbes  enveloppes. 

Quand  on  connaît  l'équation  de  la  surface  des  axes,  il  suffit  de 
chercher  l'une  des  équations  de  l'arête ,  puisque  celle-ci  est  contenue 
dans  la  surface. 

La  théorie  des  surfaces  enveloppes  conduirait  égalemen  t  à  l'équation 
de  la  surface  des  axes,  puisque  celle-ci  est  tangente  à  tous  les  plans 
normaux. 

iiO.  Développée  d'une  courbe  gauche.  Son  équation.  Ses  propriétés. 
Si  l'on  conçoit  un  fil  inextensible  constamment  tendu  ,  s'enroulant  sur 
la  surface  des  axes ,  en  s'appuyant  sur  la  courbe  de  l'espace ,  la  ligne 
suivant  laquelle  ce  fil  s'y  enroulera,  prend  le  nom  de  développée. 
Gomme  la  développée  est  renfermée  dans  la  surface  des  axes,  l'équa- 
tion de  cette  dernière  est  une  des  équations  de  la  développée.  La 
seconde  s'obtient  par  la  remarque ,  qu'il  résulte  du  mode  de  généra- 
tion, que  toute  tangente  à  la  développée  étant  représentée  par  la 
partie  rcctiligne  du  fil ,  rencontre  la  courbe  à  double  courbure.  Si  donc 
X,  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  développée  a,  p,  7,  ceux 


CALCUL    DIFFÉRENTIEL.  471 

du  point  correspondant  dans  la  courbe  de  Tcspacc ,  et  x',  y\  z',  les 
coordonnées  courantes  de  la  tangente;  comme  les  équations  d'une 
tangente  en  (a?,  y,  z)  sont 

on  aura,  en  remplaçant  x',  y',  z'  par  a,  p,  7, 

et  il  suffira  d'éliminer  a,  p,  7  entre  ces  deux  dernières  et  les  deux 

équations  de  la  courbe  de  Tespace,  pour  avoir  une  relation  entre 

Xy  y,  z  qui  sera  la  seconde  équation  cherchée  de  la  développée.  Il  est 

dx      dy 
vrai  que  cette  relation,  contenant -7- et -—*  se  présente  sous  forme 

différentielle  ;  mais  le  calcul  intégral  apprend  à  remonter  de  là  à 
l'équation  finie. 

Remarquons  qu'il  résulte  aussi  du  mode  de  génération,  1°  que  le 
nombre  de  développées  pour  une  même  courbe  à  double  courbure, 
est  infini,  puisque  la  position  initiale  du  fil  est  indéterminée,  â**  La 
partie  rectiligne  du  fil ,  comprise  entre  la  développée  et  la  courbe  de 
l'espace ,  est  constamment  normale  à  cette  dernière ,  puisque ,  si  l'on 
mène,  au  point  où  se  termine  le  fil,  un  plan  normal  à  la  courbe  a 
double  courbure,  comme  celui-ci  est  tangent  &  la  surface  des  axes,  il 
doit  contenir  toutes  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  surface  des 
axes  et  par  conséquent  le  fil  rectiligne.  5*"  Le  point  du  fil ,  qui  s'appuie 
sur  la  courbe  de  l'espace  pendant  qu'il  se  déroule  de  la  développée,  est 
toujours  le  même  ;  en  effet,  concevons  le  fil  dans  une  quelconque  de 
ces  positions  et  désignons  par  0  le  point  où  la  partie  rectiligne  touche 
la  développée  et  par  m,  le  point  où  elle  se  termine  sur  la  courbe  à 
double  courbure.  Déroulons  infiniment  peu  le  fil  enroulé  sur  la  déve- 
loppée et  supposons  que  l'extrémité  m,  au  lieu  de  décrire  un  petit  arc 
mm'  de  la  courbe  de  l'espace,  décrive  un  petit  arc  mi/i"  différent  de 
mm\  L'arc  mm"  pouvant  être  considéré,  à  la  limite,  comme  décrit  du 
centre  0,  est  situé  sur  une  sphère  ayant  son  centre  en  ce  point;  le 
fil  om"  est  donc  normal  en  m"  k  l'arc  mm".  On  a  vu  d'autre  part 
que  ce  même  fil  est  normal  en  m'  à  l'élément  mm'^  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  points  m'  et  m"  se  confondent.  La  courbe  décrite 
par  le  point  m  se  confond  donc  avec  la  courbe  de  l'espace. 

Enfin ,  puisque  ]«  forme  qu'affecte  la  développée  est  due  à  la  tension 
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du  fil  9  il  est  évident  que  la  longueur  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface 
des  axes,  est  la  plus  courte  possible  entre  deux  quelconque  de  ses 
points.  D'où  il  suit  que  si  on  rabat  la  surface  dévcloppable  des  axes 
dans  un  plan ,  les  développées  se  rabattront  suivant  des  lignes  droites, 
qui  sont,  en  effet,  les  plus  courtes  qu'on  puisse  tracer  dans  un  plan 
entre  deux  points  donnés. 

m.  Torsion  d'une  courbe.  Condition  pour  que  ceUe<i  soit  plane.  — 
On  appelle  torsion  d'une  courbe  la  limite  du  rapport  de  l'angle  formé 
par  deux  plans  osculateurs,  à  l'arc  de  courbe  qui  sépare  les  deux 
points  de  contact,  ou  la  valeur  de  ce  rapport  lorsque  l'arc  s'évanouit. 
L'équation  du  plan  osculateur  au  point  de  la  courbe  (x,  y,  z)  étant  de 
la  fornc 

celle  du  plan  osculateur  au  point  (x  -♦-  Ax,  y  -+-  Ay ,  z  -♦-  Az)  sera 

-(S-S)(S-S)]-'. 

/dx\          /d^y\ 
en  désignant  par  ^  (  t*  )»     ^  (  y^  ) les  accroissements  des 

dx      d*u 

fonctions  -r->     -j-^ quand  on  y  change  z  en  z  -f-  Az.  Mettons  ces 

dz      dz* 

deux  équations  sous  la  forme 

(x'-x)X  +  (y'-y)Y-^(V-z)Z  =  0, 

(x'-x-  Ax)  (X  +  AX)  -H  (y'-y  -  Ay)(Y  -^  AY) 

-h  (z'  —  z  —  Az)  (Z  -f-  AZ)  =  0. 

L'angle  s  formé  par  ces  deux  plans  est 

X  (X  -^  AX)  -+-  Y  (Y  -I-  AY)  4-  z  (Z  H-  AZ) 


cosf  = 


|/X»  -^  Y«  -h  Z«  /(X  -*-  AX)*  H-  (Y  -h  A  Y)*  ^H  (Z  ^-  AZ)« 
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d*où  l'on  tire 

.  ^    _     (XAY  —  YAX)«  -f  (YAZ  —  ZAY)*  -»■  (ZAX  —  XAZ)* 
^*"  ^~  (X«  -^  Y»  -t-  Z)«  [(X  -4-  AX)«  -^  (Y  -^  AY)«  -4-  (Z  -4-  AZ)T  ' 

Avant  de  passer  à  la  limite ,  écrivons  cette  valeur  de  la  manière  sui- 
vante, en  désignant  par  A«  l'arc  qui  sépare  les  deux  points  de  la  courbe, 

/^X— -Y— Y     fY^-Z^Wfz—-X—\ 
/sin£Y/^Y_\    ^        ^/^\    ^         ^/  ^  \    ^         ^^/ 

V  e  /  V  V      (x«  -+.Y»  H-  Z«) j(X  -^  AX)«  -i-  (Y  H-  AY)*  -»-  (Z  -i-  AZ)« j^ 

Si  maintenant  on  rapproche  indéfiniment  les  deux  points  et  si  on  re- 
marque que ,  quand  Az  s'évanouit ,  les  rapports 

AX      AY      AZ      A«      sin  6 
^z       àz       ^z      àz         e 
deviennent 

dX     dY      dZ      ds        ,  „     .,^ 
j-ï    -r->    -r»    1-9    et  1  unité, 
dz       dz      dz      dz 

B  S 

on  trouve ,  en  désignant  par  -t-  la  valeur  du  rapport  —  à  la  limite  et 

ds  as 

en  observant  que  AX ,  AY,  AZ  sont  nuls , 

6 

puis  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leur  valeur,  on  trouve  pour  la  torsion  -r-  » 

d*y    d'x      d'y    d*x 
£  dz*    rfz'      dz'    dz* 


*       /d*x\« 
Vdz 


V       M^  V        \^^  dz*  ""  dz  dzV 


Cette  expression  prend  une  forme  symétrique  si ,  au  lieu  de  traiter  z 
comme  variable  indépendante,  on  considère  x,  y,  z  comme  fonctions 
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d'une  nouvelle  variable  t;  on  trouve  alors,  en  remarquant  que  le 

dénominateur  est  égal  ^  -«  (  t  I  9 
p*  \dz/ 

s        ^  \dt/  (  dx  /tPy  d*z  ^  d*z  d*y\      dtj/d^zd^x      d*x  d'z\ 
Â""''  7^1  dt  \dt*  dt*     di*  de)  "*"  rft  V.di»  'dë~'dt*  ir*) 


(0 


dt  V^dP  dt»      de«  dey  j 


Quand  on  prend  de  nouveau  z  pour  variable  indépendante,  cette 
expression  devient 

£^_  _J^/d^  d^  _  d*x  d'y\ 


ds       /daV 
W 


\d2«  dz» 


La  quantité  t  qui ,  dans  la  théorie  des  infiniment  petits,  est  Tangle 
formé  par  deux  plans  osculateurs  séparés  par  l'élément  de  courbe  d«, 
se  nomme  angle  de  torsion. 

On  déduit  de  cette  valeur  de  la  torsion  d'une  courbe,  la  condition 
nécessaire  pour  que  celle-ci  soit  plane.  Il  faut,  en  effet,  que  tous  les 
plans  osculateurs  se  confondent  et  que  par  conséquent  s  soit  nul  pour 
toute  valeur  de  z,  ce  qui  exige  que  l'équation 

d*x    d'y       d'x    d*y 

dz*    dz^       dz^    dz* 

soit  satisfaite  identiquement,  c'est-à-dire,  pour  toute  valeur  de  z.  SI 
z  ne  disparaissait  pas  de  l'équation ,  celle-ci  servirait  à  trouver  le  point 
de  la  courbe  où  la  torsion  est  nulle.  Il  est  visible  que  lorsque  la  courbe 
est  plane,  l'équation  du  plan  osculateur  en  un  point  quelconque  devient 
l'équation  du  plan  de  la  courbe. 

Comme  les  axes  successifs  d'une  courbe  donnée  sont  normaux 
aux  plans  osculateurs  successifs,  les  angles  formés  par  ces  axes  sont 
égaux  aux  angles  formés  par  les  plans  osculateurs.  D'un  autre  côté , 
les  plans  normaux  successifs  étant  perpendiculaires  aux  éléments  de 
la  courbe ,  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux  sont  égaux  aux  angles 
de  courbure  de  celle-ci,  et  comme  ces  plans  normaux  se  confondent 
avec  les  faces  successives  de  la  surface  développable ,  faces  qui  con- 
tiennent chacune  deux  éléments  de  l'arête  de  rebrousscment,  il  est 
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visible  que  ces  plans  normaux  successifs  ne  sont  autre  chose  que  les 
plans  osculateurs  successifs  de  l'arête  de  rebroussement.  Il  existe  donc 
entre  une  courbe  donnée  et  Taréte  de  rebroussement  de  sa  surface 
polaire  y  cette  relation  que  les  angles  de  courbure  de  la  première  sont 
égaux  aux  angles  de  torsion  de  la  seconde ,  tandis  que  les  angles  de 
courbure  de  celle-ci  sont  égaux  aux  angles  de  torsion  de  la  première. 

11  suit  de  là  que  si  on  traite  Tarète  de  rebroussement  comme  on  a 
traité  la  courbe  donnée  et  qu'on  détermine  sa  surface  polaire  et  par 
suite,  Taréte  de  rebroussement  de  celle-ci,  cette  seconde  arête  aura 
ses  angles  de  courbure  et  de  torsion  égaux  aux  angles  de  torsion  et 
de  courbure  de  la  première  arête.  D'où  il  résulte  que  la  courbe 
donnée  et  la  seconde  arête  de  rebroussement  ont  les  mêmes  angles  de 
courbure  et  les  mêmes  angles  de  torsion. 

112.  Applications  à  l'hélice,  —  Appliquons  cette  théorie  &  Vhélicey 
c'esUà-dire ,  à  la  courbe  tracée  sur  un  cylindre  droit  k  base  circulaire, 
qui  coupe  toutes  les  génératrices  sous  un  angle  constant  ou  dont 
toutes  les  tangentes  sont  également  inclinées  sur  la  base  du  cylindre. 
Cherchons  d'abord  les  équations  de  cette  courbe,  en  prenant  pour 
origine  des  coordonnées ,  le  centre  de  la  base  du  cylindre  et  pour  axe 
des  Z,  son  axe.  Comme  la  courbe  est  tracée  sur  la  surface,  elle  a 
pour  projection  des  XY  la  base  même  du  cylindre  ;  une  des  équations 
de  l'hélice  est  donc,  r  étant  le  rayon  de  la  base, 

X*  -♦-  y*  =  r*. 

Pour  trouver  la  seconde  équation ,  remarquons  que  si  l'on  rabat  la 
surface  convexe  du  cylindre,  elle  formera  un  rectangle  A'B'C'D'  (fig.  23) 
et  l'hélice  AC  deviendra  l'oblique  A'a,  puisque  les  tangentes  aux  diffé- 
rents points  de  la  courbe  étant  également  inclinés  sur  les  génératrices 
du  cylindre,  devront  après  le  rabattement,  faire  des  angles  égaux 
avec  des  parallèles  à  A'D'  et  par  conséquent  se  confondre  toutes  dans 
une  même  droite  A'a.  Une  ordonnée  mn  de  l'hélice  sur  la  surface  du 
cylindre,  deviendra  donc  l'ordonnée  wV  de  l'oblique  A'a  et  l'arc  de 
cercle  An  deviendra  A'it';  or,  le  triangle  rectangle  AWn'  donne 

tnn 
«I V  =  A V  tang  m' An'  =  An  tang  t?  =  o .  An ,     d'où    An  =  —  > 

V  étant  l'angle  constant  m' A'  n'  et  a ,  sa  tangente.  D'un  autre  côté,  si 
on  désigne  par  x,  y ,  z  les  trois  coordonnées  du  point  m  de  l'hélice, 
c'est-à-dire,  Op,  pn,  mn  et  u  l'arc  de  cercle  An,  on  trouvera  facile- 
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ment,  eii  suivant  la  même  marche  qu'au  commencement  du  N*>  77 , 
c'est-à-dire,  en  considérant  à  part,  la  base  du  cylindre  et  décrivant  un 
cercle ,  du  point  G  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité , 

.    u  u 

x  =  r8in->    f/  =  rco8-» 

r       ^  r 

z 
ou  bien ,  i  cause  de  ii  =:  - ,  comme  on  vient  de  le  voir, 

a 

z  z 

x  =  rsin  — ,   v  =  '*cos— • 
or     ^  ar 

Ces  deux  équations  en  x,  y,  z  appartiennent  aux  projections  de 
l'hélice  sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ,  et  deux  quelconques  des 
trois  équations  , 

z  z 

x*-t-t/*==r*,    x  =  rsin  — >   f/=:rcos  — » 
•^  ar    ^  ar 

sont  les  équations  de  cette  courbe.  Le  triangle  rectangle  aA'B'  donne 

pour  a  ou  tang  v  la  valeur  -j-j^,  c'est-à-dire  jr^ ,  en  désignant  par  p 

A  Ji  àtzt 

la  distance  aW  que  l'on  nomme  pas  de  l'hélice.  On  déduit  des  deux 
dernières  équations, 

dx       \         z       dy  i    ,     z 

T-  =  -  cos  —  5     T^  ==^ sm  —  5 

dz       a        ar      dz  a       ar 

d^x  \     ,    z     d^y  i         z      d'x  1  z 

dx^  a*r      ar    dz^  a^r      ar    dz*  a^r^       ar 

d'V  1  z 

dz*       a*r*       ar 
En  substituant,  on  trouve  :  i"*  équation  de  la  tangente, 

i        z  i        z 

x'  —  x=  -cos  —  (z'  —  z),  t/'  — 1/== sin  —  (z'  —  z), 

a       ar^  ^'  ^       ^  a      ar^  " 

ou  bien 

x'  — x==^(z'  — z),    y'  — y  =  — — («'  — z). 
2**  équation  du  plan  normal, 

(x'  —  x)  cos ^—  (y'  —  y)  sin  —  -h  o  (z'  —  z)  =  0, 
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OU  bien 

x*y  —  y'x  -^(t!  —  z)ar  =  0. 

3"  Dérivée  de  la  courbe, 


ds /i  -f-  a*  1 

dz      \/       a*  sin  v 

k!^  Angles  que  forme  la  tangente  avec  les  axes, 

z  .     z 

cos  —  sin 

n.r  il 

cos  9  = 


Cette  troisième  équation  constate  que  la  tangente  l'ait  avec  Taxe  des 
Z  un  angle  invariable ,  ce  qui  résulte ,  du  reste ,  de  la  définition  de 
celte  courbe. 

S*"  Équation  du  plan  osculateur. 


z  z 

(x'  —  x)  a  cos (v'  —  v)  o  sin (z'  —  z)  ==  0 , 

nr  ar 


ou  bien 


-T'y  — y'^  =  ^(«'  — ^)- 


On  en  conclut  que  ce  plan  fait  avec  la  base  du  cylindre  un  angle  inva- 
riable ayant  a  pour  tangente. 
6"  Équations  de  la  normale  principale , 

z'  =  z    et    y'- y  =  «ot-(x'  — x), 

ou  bien 

z'  =  z    et    yx'  —  xy'  =  0. 

La  première  équation  apprend  que  cette  normale  principale  est  paral- 
lèle à  la  base  du  cylindre ,  et  la  seconde ,  qu'acné  rencontre  toujours 
son  axe. 
7"  Valeur  de  la  flexion  ou  de  l'angle  de  courbure , 

^       cos*v  ds 

,   ou    ^=  —  cos*v. 


ds  r  r 

On  voit  que  la  courbure  est  invariable 
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8**  Rayon  de  courbure, 

p==r(i  -+-  a*)  =  — T-  • 
^         ^  '      cos*« 

9*"  Angles  formés  par  le  rayon  de  courbure  avec  les  axes, 

.         Z  X  Z  y  r^ 

cos  X  =  —  sm  —  = cos  fx  =  —  cos  —  =:  —  -  >   cos  v  =  0. 

ar  r  »  ar  r 

La  dernière  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  toujours  perpendi- 
culaire à  Taxe  du  cylindre. 

10°  Coordonnées  du  centre  de  courbure, 

r       .    z  .         ^  r  z 

a  =  x ~  sin —  =  —  X  tans'v,     ô  =  v r-  cos — 

cos'v        ar  o  •        ^       cos*r        ar 

=  — t/tangHs     7=z. 

ii°  Équations  de  la  ligne  des  centres  de  courbure, 

7  7 

a* -H  6*  =  r*  tanc  *r ,     «  =  —  rtanc*tJsin  —  >    6  =  —  rtanc'vcos  — • 
^  ar      *  ^  ar 

On  voit  par  là  que  cette  courbe  est  une  hélice; ,  ayant  le  même  axe 
que  la  première,  et  tracée  sur  un  cylindre  dont  le  rayon  est  r  tang^r. 
Dans  cette  nouvelle  hélice,  Tinclinaison  constante  des  tangentes  sur 
la  base  du  cylindre  est  le  complément  de  l'angle  v  et  le  pas  de  vis 
qui,  dans  la  première,  est  égal  à  âfrrtangt?,  conserve  cette  même 
valeur.  On  reconnaît  aussi  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  cette 
dernière  hélice  n'est  autre  que  Thélicc  primitive. 

12**  Équations  de  Taxe  de  la  courbe  au  point  (x,  y,  z), 

x'y  —  y'x  -f  (z'  —  z)ar  =  0,....(i) 

^'x  -^  y'y  =  ^  «*'•* (2) 

15**  Équation  de  la  surface  des  axes, 

"^'"V ^^-^ ) 

-♦-  %f  cos  ( ^ I  -♦-  a*r  =  0. 

Pour  obtenir  cette  équation ,  on  résout  par  rapport  à  x  et  y,  les 
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deux  équations  x*  -h  y*  =  r*  et  (2);  on  substitue  les  valeurs  dans  (1), 

puis  tirant  les  valeurs  de  z,  on  les  substitue  dans  x  =  r  sin  —  9 

ar 

y  r=:  r  cos  —  et  les  valeurs  obtenues  ainsi  pour  x  et  y  sont  introduites 

dans  (2). 

Dans  cette  équation  de  la  surface  des  axes ,  le  signe  moins  répond 
au  cas  où  Thélice  tourne  de  gauche  à  droite  comme  dans  la  figure.  Si 
l'hélice  tournait  de  droite  à  gauche ,  Tinclinaison  v  des  tangentes  sur 
la  base  serait  un  angle  obtus  ;  a  changerait  donc  de  signe  et  Ton  pren- 
drait le  signe  pltÂS  du  radical . 

i4°  Équations  de  i'aréte  de  rebroussement , 


x"*  -♦-  v'*  =  o*^*     et    x'  sin  —  -♦-  v'  cos  —  =  —  a*r 
^  ar      ^         ar 


ou  bien 


x'  =  —  aV  sin  —  >    y  '  =  —  o*r  cos  —  » 
ar  ar 


qui  se  confond  avec  l'hélice  trouvée,  sous  le  N'*  <i",  pour  le  lieu  des 
centres  de  courbure.  Ces  dernières  équations  se  trouvent  fort  simple- 
ment, en  combinant  Téquation  de  la  surface  des  axes  avec  Téquation 
de  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  projections  XY  de  l'axe,  repré- 
sentées pai*  la  seconde  des  équations  (i  S**)  mise  sous  la  forme 

z  z 

x'  sin h  y'  cos  —  =  —  a*r. 

ar      "'         ar 

1  !)"*  Torsion  et  angle  de  torsion  , 

£        a       .         sin  2v  ds   .     , 

-—  =  -  cos*u  =  — - —     et     £  =   -  sin  2v. 
ds       r  2r  2r 

ii3.  Applications  à  l'hélice  conique.  —  Considérons  encore  V hé- 
lice conique^  c'est-à-dire,  la  courbe  tracée  sur  une  surface  conique 
droite  à  base  circulaire ,  de  manière  que  les  touchantes  aient  une 
inclinaison  constante  sur  les  génératrices  ou  sur  la  base.  En  désignant 
par  /,  r,  v  la  hauteur  du  cône,  le  rayon  de  la  base  et  l'inclinaison  des 
touchantes  sur  la  base ,  les  deux  équations  de  cette  courbe  sont 
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la  première  exprimant  que  la  courbe  est  située  sur  la  surface  conique , 
et  la  seconde,  que  Tinclinaison  des  tangentes  dans  le  plan  des  XY  est 
égale  à  Tangle  constant  v.  En  différentiant  la  première  et  en  faisant, 

pour  abréger,  k=  \/  —  cotH?  —  4 ,  ces  équations  prennent  la  forme 


suivante , 


On  tire  de  là 


dx ky  —  X      dy  y  -h  kx 

dz       l  —  z        dz  l  —  z 


d*x y -f- fcr      d*y x  —  ky 

Soient  M  (fig.  24)  un  point  de  Thélice,  OC  la  génératrice  du  fane  qui 
passe  par  ce  point,  MT  une  tangente  à  la  courbe  et  MP  una  perpen- 
diculaire sur  le  rayon  AG.  Si  Ton  conçoit  une  sphère  décrite  du 
point  M  comme  centre ,  avec  un  rayon  quelconque ,  elle  sera  coupée 
par  les  trois  faces  de  Tangle  trièdre  M  suivant  le  triangle  sphé- 
rique  a,  6,  c  rectangle  en  a,  qui  fournit  la  relation 

cos  bc  =  cos  ac  cos  ab 
c'est-à-dire , 

sin  V  =  cos  a  cos  f  ^ 

où  l'on  désigne  par  a  l'angle  au  sommet  du  cône,  et  par  t  l'angle 
constant  que  font  les  tangentes  avec  les  génératrices.  Au  moyen  de 

cette  relation  la  valeur  de  k  devient,  en  observant  que  -  =  cot  o. 


fc=  j/cot*  a  cot'  V  —  1  = 


|/cos*  a  cos*  V  —  sin'  a  sin'  v 


sin  a  sm  v 


j/cos'  a  —  sin'  t? tang  t 

sin  a  sin  v  sin  a 

Le  triangle  sphériciue  abc  donne  aussi  tang  aM6  =  sin  aMc  tang  c. 

.,   ,  „        .  tang  {  ^^^       , 

d  ou  1  on  lire  encore  —r-^-  ==  tang  TPC  =  k. 
sm  (f 
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Cela  posé,  on  trouve:  i<*  pour  Téquation  du  plan  osculatcur  au 
point  (x,  y,  z) , 

(x'  —  x)  (x  —  ky)  -+•  (y'  —  y)  (y  -♦-  A*)  -♦-  (z'  —  z)  (<  —  z)  cot*  v  =  0. 
^  Pour  réquation  du  plan  normal , 
(x'-x){x-%)-H(y'~y)(y-4-fcx)-(z'-;3)(/-z)  =  0. 
5''  Pour  la  normale  principale , 

,  ,  ky  —  x.,        . 

4°  Pour  le  rayon  de  courbure, 

p== ^7— (/  — ^);    cosX  =  — ^7 tangr, 

^      cost?sin(^         '  t  —  z 

X  —  ky 

cos  fx  = ^  lang  V,    cos  v  =  0. 

i  —  z 

5°  Pour  le  centre  de  courbure , 

6°  Pour  équations  du  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure , 
«       r9       .      ,     i  -H  fc»  sin*  V ,,        .  _ 

da^        a  -4-  *p       c?p  _  A-a  —  p 
dy  /  —  7        dy         /  —  7 

Ces  deux  équations  se  présentent  sous  forme  différentielle  ;  mais  on 
verra   plus  loin,   dans  le  calcul  intégral,    les  équations  finies   qui 
tiennent  lieu  de  celles-ci. 
7*»  Pour  la  torsion , 

^        sin  V    /- ^   .  ,        i  4       sin  f  sin  v 

-T-  = i/r  cos'  t;  —  r*  sin*  v  -, =  ï • 

as        r    ^  l  —  z      l  —  z      tang  o 

On  conclut  de  ces  équations,  1°  que  le  plan  osculatcur  fait  avec  Taxe 
du  cône  un  angle  invariable  égal  à  «,  2°  que  les  rayons  de  courbure 
sont  parallèles  h  la  base  du  cône,  et  5"  que  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bupo  est  une  bel  ire  conique  tracée  sur  un  cône  ayant  même  hauteur  f 
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que  le  premier  et  dans  lequel  k  est  remplacé  par  —  *,  c'est-à-dire, 
tangg  tang  f       tang  {—f) 

~^^  *'"''  "Ihr^"^      sina-     '  ^  ^'  ""'  ^^"^  ^^"''  ''^  ^^^"^^'^  ^^"^ 
ce  que  sont  t  et  a  pour  le  premier. 

8«»  L'inclinaison  constante  t?'  des  touchantes  sur  la  base,  déduite  de 
réquation 

est  donnée  par 

sin  t?'  =  j/cos'  a  —  sin*  t?  =  sin  (  cos  a, 

9**  Le  rayon  r'  de  la  base  est  représenté  par  lecoelBcientJ -^^  j  dans 
la  valeur  de  j/a«-+-p«  de  l'équation  du  lien  des  centres,  comme  le 
rayon  r  est  le  coefficient  de  (—j^)  dans  la  valeur  de  |/x*  -t- 1/« 

donnée  par  l'équation  de  Thélice  primitive.  On  trouve  en  partant  de  là, 

'tanga    /- .  tangt? 

r  =  , ~—yi  -^  fc*sin*i7  =  r — ^• 

A:cos*t?  tangv' 

10»  L'angle  au  sommet  o'  est  donné  par 


-     '     ,_r'_  tango  tang  v       r  ysin^a  -^  sin'i; 
/  tangr'      ~W       sin  a  cos  t; 

11*  L'inclinaison  constante  t'  des  touchantes  sur  les  génératrices 
est  déterminée  par  l'une  ou  l'autre  des  relations 

tang«       tang(— O        .      .  .        , 

_- —  == -j^ — ^      sm  i?'  =  cos  a'  cos  ( —  f '), 

sin  a  sin  a'  \         /' 

le  signe  négatif  de  f'  indiquant  que  les  inclinaisons  t  ei  t'  sur  les 
génératrices  sont  en  sens  inverse. 

12°  La  projection  de  l'hélice  conique  sur  la  base  du  tîône  est  une 
spirale  logarithmique,  ayant  pour  équation  polaire 


R  =  rc*  . 

13°  La  surface  convexe  du  cône  étant  rabattue  dans  un  plan,  rhélicc 
conique  formera  aussi  une  spirale  logarithmique,  ayant  pour  équation 

sin  a 
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H*"  Les  pas  de  riiélicc  le  long  d'une  génératrice  diminuent  en  pro- 
gression géométrique  et  les  spires  comptées  jusqu'au  sommet  sont  en 
nombre  infini. 

iS*"  Le  lieu  géométrique  des  pieds  des  tangentes  est  la  dévelop- 
liante  de  la  spirale  logarithmique  suivant  laquelle  se  projette  rhélice 
sur  la  base  du  cône. 

On  verra  dans  le  calcul  intégral  (N"*  258)  que  les  équations  finies 
de  rhélice  conique  sont 

x  =  r  (<_z)  sin  jlog(^-l-yj,     y  =  r  (/_.)  cos  jlog  (j^J\, 

et  que  la  longueur  de  la  courbe  est  égale  h  sa  tangente. 

En  Hiisant  /  infini  et  par  conséquent,  a  nul  dans  ces  expressions,  on 
transforme  le  cône  en  cylindre  et  on  retrouve  toutes  les  valeurs  rela- 
tives à  rhélice  cylindrique. 
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Principes  fondamentaux  du  calcul  difTércnliel  étendus  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes.  —  Dérivées  partielles.  —  Dérivée  totale.  —  Diflcren- 
tiellc  totale.  —  Dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs.  —  Dérivées  totales  des 
ordres  supérieurs.  —  Différentielles  totales  des  ordres  supérieurs.  —  L^ordre 
des  dérivations  successives  est  indifférent.  —  Dérivation  des  fonctions  implicites. 
—  Équation  dérivée  totale.  —  Equations  dérivées  partielles.  —  Équation  diflc- 
rcntielle  totale.  —  Équations  diflcrentielles  partielles.  —  Dérivées  des  ordres 
supérieurs ,  des  fonctions  implicites. 

114.  Fonctioîis  de  deux  variables  indépendantes.  Dérivées  par- 
tielles. —  Considérons  une  fonction  explicite  de  deux  variables  x,  y 
et  posons 

Si  cette  équation  existe  seule ,  on  sait  (N°  2)  que  les  deux  variables  x  et  y 
sont  entièrement  indépendantes  Tune  de  Tautre,  en  sorte  que  Ton 
peut  donner  &  x  un  accroissement  sans  faire  changer  y  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  on  peut  faire  varier  x  en  traitant  y  comme  une 
constante  et  réciproquement.  On  voit  donc  que  la  fonction  /'(x,  y) 
ou  z  peut  varier  de  trois  manières,  1°  en  donnant  à  x  un  accroissement 
Ax,  y  ne  changeant  pas  de  valeur,  2**  en  donnant  à  y  seul  un  accrois- 
sement Ay  ;  5*"  en  faisant  prendre  simultanément  à  x  et  y  des  accrois- 
sements Ax  et  Ay.  De  là  résulte  la  nécessité  d'adopter  une  notation 
nouvelle  qui  rappelle  ces  trois  espèces  d'accroissements.  Au  lieu  d'em- 
ployer des  signes  particuliers  pour  les  désigner,  on  est  convenu  de 
représenter  par 

Az  As 

—  A.r,      -     A#/,      As, 

Ax       '      Ay     •^' 
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les  accroissements  de  z  provenant  i<*  d'un  accroissement  Ax  donné  à 
Xj  ^  d'un  accroissement  ^y  donné  à  y ,  et  S*"  de  deux  accroissements 
Ax,  Ay  donnés  simultanément  à  x  et  y.  On  voit  que  A2  a  une  significa- 
tion très  différente  dans  ces  trois  expressions,  qnc  Ton  distingue 
suffisamment  par  le  dénominateur,  et  qu'on  nomme  respectivement 
différences  partielles  de  la  fonction  relative  II  x  ou  k  y  et  différence 
totale.  La  même  distinction  est  nécessaire  si  l'on  passe  aux  limites; 
en  effet ,  on  peut  avoir  à  représenter  la  dérivée  de  la  fonction  /"(x,  y) 
prise  en  supposant  x  variable  et  y  constant  et  réciproquement,  ou  en 
supposant  x  et  ^  tous  deux  variables.  Dans  le  premier  cas,  la  dérivée 

dfix^y)       ^ .     dz         ,     ,.^, 
par  rapport  a  x  sera  représentée  par       ,        ou  bien  -r-  >   et  la  diffé- 

dz  , 
rentielle  sera  par  conséquent—  dx;  dans  le  second  cas,  la  dérivée 

dz 
par  rapport  à  y  sera  —  et  la  différentielle  de  la  fonction  par  rapport 

dz 
k  y  aura  pour  expression  -T'^y*  ^^  ^^^^  ^^  ^^^  dérivées  partielles  et 

ks  différentielles  partielles  de  la  fonction. 

Les  principes  posés  dans  la  première  partie  du  calcul  différentiel 
suffisent  pour  obtenir  les  valeurs  des  dérivées  partielles  d'une  fonction 
de  plusieurs  variables  indépendantes,  puisque  pendant  l'opération, 
toutes  ces  variables  moins   une  doivent   être    considérées    comme 

constantes  ;  ainsi  on  aura  pour  z  =  (/x*  —  y* ,  savoir  : 

dz            x               dz                 y 
et ^ 


dx 


|/x*  — 2/«         ^y  /x«  —  y« 


il 5.  Dérivée  totale.  Différentielle  totale.  —  Il  ne  nous  reste  plus 
qu'à  trouver  la  dérivée  totale  ou  la  différentielle  totale  de  la  fonction. 
A  cet  effet ,  observons  que  les  variables  x  et  j^  ne  cesseront  pas  d'être 
indépendantes,  c'est-a-dire,  de  varier  indépendamment  l'une  de  l'autre 
et  de  prendre  chacune  telle  valeur  que  l'on  voudra,  si  l'on  considère 
y  comme  dépendant  de  x  par  une  relation  telle  que  le  rapport  des 
accroissements  de  x  et  de  j^  soit  arbitraire  et  que  la  valeur  numérique 
de  y  correspondant  à  une  valeur  donnée  à  x  soit  également  arbitraire. 
Cette  double  condition  est  évidemment  remplie  en  posant 

y  =  Çx-hO, 

Ç  et  9  étant  deux  constantes  arbitraire^  ;  car  il  est  visible  que  le  rap- 
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port  des  accroissements  de  y  et  x  ainsi  que  la  dérivée  -j-  représentés 

tous  deux  par  Ç,  restera  toujours  arbitraire,  et  qu'après  avoir  donné 
à  X  et  À  $  telle  valeur  que  Ton  voudra ,  on  pourra  disposer  de  G  pour 
faire  prendre  à  y  toutes  les  valeurs  possibles.  Avec  cette  restriction , 
X  devient  seule  variable  indépendante  et  si  Ton  dérive  la  fonction 

par  rapport  à  la  variable  indépendante  x ,  en  considérant  y  comme 
fonction  de  x  et  en  désignant  comme  précédemment  par  -j-  dr,  la  dé- 
rivée totale  de  /"(x,  y),  c'est-à-dire,  la  limite  du  rapport  de  l'accrois- 
sement total  de  la  fonction ,  provenant  de  x  et  de  y,  à  l'accroissement 
donné  à  x ,  il  viendra 

i    ,  dz      dz  dy dz      dz 

dx  dx      dydx      dx      dy   ' 

dans  laquelle  S  est  une  constante  entièrement  arbitraire.  Les  deux 

dz       1 
dérivées  j-  e^'  ;r  dz  se  distinguent  suffisamment  par  la  manière  dont 

on  convient  de  les  écrire ,  et  ont  une  signification  très  différente  qu'il 
importe  de  ne  pas  confondre.  La  première  représente  la  limite  du 
rapport  des  accroissements  de  z  et  de  x  lorsque  les  x  explicites  va- 

i 
rient  seuls ,  tandis  que  -z-  dz  représente  la  limite  du  rapport  des 

accroissements  des  mêmes  variables,  lorsque  les  x  explicites  et  les 
y  considérés  comme  fonction  de  Xy  prennent  des  accroissements  simul- 
tanés. On  voit  que  la  dérivée  totale  d'une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes ,  quoique  entièrement  déterminée  dans  sa  forme ,  est 
cependant  indéterminée  dans  sa  valeur  numérique,  &  cause  de  la 
présence  de  Ç. 

Au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  cette  équation  s'écrit  sous 
une  autre  forme.  Si  on  multiplie  ses  deux  membres  par  cfx,  il  vient 

dz  =  -r-  dx  -4-  -z-  Ç  dx 
dx  dy 

ou,  à  cause  de-~  =  ? , 
dx 

,        dz  .        dz  . 
dz=  j-ox  -¥--rdy 
dx  dy  ^ 
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dans  laquelle  -=-■  dx  ci  -r-  dy  sont  les  différentielles  partielles  de  la 

fonction  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  et  dz  la  différentielle  totale. 
On  voit  donc  que  la  différentielle  totale  d'une  fonction  est  égale  à  ta 
somme  de  ses  différentielles  partielles.  En  reprenant  l'exemple  précédent 


z 


il  vient 


ou  bien 


=  |/a;«-yS 


dz=       ^^^      ^^^ 


Si  la  fonction  renfermait  plus  de  deux  variables  indépendantes,  si  Ton 
avait,  par  exemple 

«  =  f[^^  y»  «*i  v)» 

en  représentant  par  V  et  V*  les  rapports  arbitraires  des  accroissements 
de  u  et  V  à  Faccroissement  de  Xj  il  viendrait 

_i^  ,   rfz      dz         rfz  dz  ^^ 

dx  dx      dy         du  dt?     ' 

ou  bien ,  en  employant  les  différentielles , 

dz  ,        dz  ,        dz  ,        dz  . 
rfz  =  -r-  dx  -f-  -=-  dv  H-  T-  dt<  H-  -T-  dv. 
dx  dy   "^      dtt  dv 

116.  Dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs,  —  Avant  de  passer 
à  la  recberche  des  dérivées  des  ordres  supérieurs  d*une  fonction  de 

dz  . 
plusieurs  variables  indépendantes,  observons  que  y- étant,  en  géné- 
ral ,  une  fonction  de  x  et  y,  on  peut  se  proposer  de  trouver  sa  dérivée, 
soit  par  rapport  &  x,  soit  par  rapport  à  y,  soit  par  rapport  à  ces  deux 
variables  à  la  fois.  D*après  la  convention  établie  plus  haut,  ces  trois 

d 
dérivées  doivent  être  désignées  par  . 


dx  dy  dx     \dx/ 


d*z 
La  première  peut  s'écrire  ainsi  j^9   d'après  une  convention  faite 
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prëcëdemment;  la  seconde  pourra,  par  analogie,  être  représentée 

d*z 
par  j—y-  qui  indique  clairement  que  deux  dérivations  sont  faites 
axay 

sur  la  fonction  z^  la  première  par  rapport  à  a;  et  Tautre  par  rapport 

dz 
à  y  ;  quant  à  la  dérivée  totale  de  -j-  >   nous  conserverons  la  notation 

dz 
précédente.  Pour  en  trouver  la  valeur,  il  suffit  de  remplacer  z  par  -7- 

dans  réquation 

1    ,   dz      dz 

dx  dx      dy    ^ 


car  il  vient  alors 

ax    \ax/       ox*      axay 
dz 


dx    \dxj      dx*      dxdy 
La  fonction  ^présente  aussi  trois  dérivées  distinctes  qui  sont  : 

dx  dy      '     dx     \dyj 

Les  deux  premières ,  qui  sont  partielles ,  peuvent  aussi  s'écrire  d'une 
manière  plus  simple  comme  il  suit  : 


d^z        dH 


dy  dx     dy* 

dz 
Pour  ce  qui  est  de  la  dérivée  totale  de  -,-  >   on  conserve  la  notation 

dy 

précédente  et  sa  valeur  est  donnée  par  l'équation 

i   ^/rfz\_    d*z         rf«z 
dx     \dyj       dydx       dy* 

117.  Dérivées  totales  des  ordres  supérieurs.  —  Il  est  facile  mainte- 
nant de  trouver  la  dérivée  seconde  totale  d'une  fonction  explicite  de 
deux  variables  indépendantes  ;  car  si  l'on  prend  la  dérivée  totale  des 
deux  membres  de  l'équation 

1       dz      dz 

dx  dx      dy    ' 
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1  i 

en  convenant  de  représenter  par  -j-j  d^z  la  dérivée  totale  de  -7-  dz  ou 
la  dérivée  seconde  totale  de  z ,  il  viendra 

et,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  à  la  fin  du  numéro  précédent, 

—  d^Z=—'^—l-+-  —  l'^—l* 

dx*  dx*      dxdy        dydx        dy* 

i 
La  dérivée  troisième ,  ou  -j-:  dH  s'obtiendra  de  la  même  manière ,  en 

dérivant  de  nouveau  la  valeur  de  cette  dérivée  seconde ,  et  en  repré- 
sentant par 

d^        dH  d^z  dH         dH 

dx''    rfx'rfy*    dxdy*      dydxdy^    dy*' 

les  dérivées  partielles 

dx  dy  dy  dy  dy 

on  trouve 

dx'  dx'      dx'^dy        dxdydx        dxdy*  dydx* 

dydxdy  dy*dx  dy^    ' 

et  ainsi  de  suite. 

118.  Différentielles  totales  des  ordres  supérieurs.  — Si  Ton  adopte 

les  différentielles,  les  équations  précédentes  s'écriront  sous  une  forme 

un  peu  différente.  Comme  la  différentielle  d'une  fonction  est  égale  au 

produit  de  la  dérivée  par  la  différentielle  de  la  variable,  les  différen- 

dz  d*z  d*z 

tiellcs  partielles  de  7-  par  rapport  kx  et  y  seront  -r-^  dx  et  ,        dy, 

dz  d*z  d*z 

et  celles  de  -=-  seront  -, — r-  dx  et  -r-r  dy.  De  même  les  différentielles 
dy  dydx  dy*    ^ 


190  CHAPITRE   V. 

(Pz     d^z  (Pz         d^z 

partiellesde  — ,  ,    ,   etc.  par  rapporta  xetyseront-T-^dx,^-^  dy, 

-7 — ; — r-dx  etc.  et  si  Ton  prend  la  différentielle  totale  des  deux  mem- 
dxdydx 

bres  de  Téquation 

dz  dz 

dz  =  ^  dx  -^  -=-  dvj 
dx  dy   ^' 

en  remarquant  que  dx  et  dy  peuvent  être  considérés  comme  constants , 
puisque  les  variables  x  et  y  sont  toutes  deux  indépendantes,  et  en  dé- 
signant par  d^z  la  différentielle  totale  de  dz  ou  la  différentielle  seconde 
totale  de  z,  on  trouve 

En  différentiant  de  la  même  manière  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente ,  il  vient 

d»jr  =  -—  dx'  -f-  ,  -,   dxHy  -♦-  ,    ,    ,   dxHy  -♦-  ,    ,  ^dxdy* 
dx*  dxHy        ^       dxdydx        ^       dxdy*        ^ 


d^z     ...  d'z      ,    ,^         rf»z     ,  ..        d»z 


i?^^^^* -*- di^*^^^  ■"  d?ii^^^^^ 


et  ainsi  de  suite.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  aurait  été  conduit  à  ces 

mêmes  valeurs  des  différentielles  totales  secondes,  troisièmes  etc.  en 

multipliant  par  dx*,  dx'....  les  valeurs  des  dérivées  secondes,  troi- 

dy 
sièmes  etc.  du  numéro  précédent  et  en  remplaçant  S  par  sa  valeur  -p  • 

Réciproquement  on  remontera  des  valeurs  des  différentielles  totales 

à  celles  des  dérivées  totales  en  divisant  par  dx',  dx'  etc.,  et  en  met- 

du 
tant  5  pour  -p« 

119.  L'ordre  des  dérivations  successives  est  indifférent.  —  Les 
expressions  précédentes  d'une  dérivée  totale  d'un  certain  ordre, 
ou  d'une  différentielle  totale ,  prennent  une  forme  plus  simple  en 
faisant  usage  d'un  théorème  que  nous  allons  démontrer  ,  et  qui  con- 
siste en  ce  que  si  l'on  prend  la  dérivée  partielle  d'une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes ,  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables  9  le  résultat  sera  le  même  quel  que  soit  l'ordre  suivant  lequel 
on  effectue  cette  double  opération. 


CALCUL   DIFFÉRENTIEL.  191 

Soit  zonfiXy  y)  une  fonction  donnée  de  deux  variables  indépen- 
dantes Xy  y;  si  Ton  donne  d*abord  à  x  un  accroissement  A ,  le  rapport 
de  Taccroissement  partiel  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable 
sera  pour  toute  valeur  de  A,  y  compris  zéro, 

A(^-^A),y]-/'(^,y) 
h 

et  si  dans  ce  rapport  on  donne  ensuite  &  y  un  accroissement  /:,  le  rap- 
port de  l'accroissement  de  cette  dernière  fonction  à  raccroissement 
k  de  la  variable  y  prendra  la  forme  suivante  pour  toute  valeur  de  fc, 

f[{x-^h),{y+k)]-f{x,{y  +  k)]-f[{x^h),y]-^f{x,y) 

hk 
Si  on  commençait  par  donner  à  y  un  accroissement  k,  ce  qui  con- 
duirait au  rapport 

f[x,  {y  +  k)]  —  f(x,  y) 
k 
et  qu'on  donnât  ensuite  à  x  un  accroissement  h,  on  serait  conduit  au 
rapport  suivant  : 

([{x  +  A),  (y  -4-  k)]  -  f{x,  {y  +  k)]-  ([{x  +  h),  y]  +  f{x,  y) 

Th • 

qui   est  identiquement  le  même  que  celui  obtenu  en   suivant  une 


marche  inverse.  Ces  deux  fractions  représentent  évidemment \^^ 

Ay 

et  — \JLl  qui  conservent  par  conséquent  des  valeurs  identiques  pour 
Aa: 

toute  valeur  de  Ax  et  Ay;  or,  si  dans  la  première  on  fait  d'abord 

Ax  nul,  elle  devient  _A?îZ,  et  en  faisant  ensuite  évanouir  Ay, 
on  trouve  ,  '  >  tandis  que  la  seconde  fraction ,  en  faisant  évanouir 
d'abord  Ay  et  ensuite  Ax,  devient   ,    '.   ;    on  a  donc 

rfxrfy      rfyrfx 
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Ainsi  pour 


z 


x'  —  2x*y 


on  trouve 


d}z  kxy  —  6x*        dH 

dxdy  y»  dydx 

Ce  théorème  peut  être  évidemment  généralisé  et  étendu  k  une  fonction 

d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  x,  y,  «,  v 

de  sorte  que  Ton  aura ,  n  étant  le  nombre  de  variables  par  rapport 
auxquelles  on  a  dérivé, 

d*/"  rf"/*  d*/" 

l ==: l = i =s  etc. 

dxdydudv,,.,       dydxdudv,.,,       dydudxdv..,. 

On  voit  aussi  que  si  Ton  dérive  un  nombre  quelconque  de  fois,  une 
fonction  /"(x,  y) ,  par  rapport  &  x  et  y,  le  résultat  reste  le  même  de 
quelque  manière  que  Ton  intervertisse  l'ordre  des  différentes  déri- 
vations; car  il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  que  l'on  peut,  sans 
rien  changer  au  résultat^  permuter  de  toutes  les  manières,  l'ordre  de 
deux  opérations  successives;  ainsi,  s'il  s'agit  de 

-^. 

dx'rfy 

en  permutant  les  deux  dernières  opérations,  qui  sont  deux  dérivations 
faites,  la  première  par  rapport  à  x  et  la  seconde  par  rapport  h  y,  le 
résultat  devra  être  désigné  par 

dx*  dy  dx  ' 
et  en  permutant  la  seconde  et  la  troisième  opération ,  il  vient 

dx  dy  rfx* 

et  ainsi  de  suite  ;  on  a  donc 

d*f  dY      _       d*f      _    d'f 

dx'  dy       dx*  dy  dx       dxdydx*      dy  dx* 
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En  faisant  usage  du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer,  les  dérivées 
totales  obtenues  au  N«»  117,  prennent  la  forme 

dx*     '       dx*         dxdy^      dy*^' 

dx»'*l'~dx^'*'^dx^dy'*'^dny*^   """rf? 
En  généralisant,  on  trouve 

(Ix-     '       rfx"       1  dx— *rfy  ^  1.2      dx'^-^dif^       ""  "^  f/y-  ^  ' 

nubien,  en  multipliant  par  cfx**, 

rfx"  1  ax"-*dy  '^         i.2.     rfx»-*dy*  ^ 

L'analogie  entre  ce  développement  et  celui  de  la  puissance  n*''"*«  d'un 
binôme  est  remarquable. 

120.  Dérivation  des  fonctions  implicites.  Équation  dérivée  totale. 
—  Passons  aux  équations  contenant  implicitement  deux  variables  in- 
dépendantes X,  t/  et  une  variable  dépendante  z  fonction  implicite 
des  deux  autres , 

/'(jc,y»7)  =  0. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  z,  on  pourrait  obtenir, 

i  dz     dz 

comme  on  vient  de  le  voir,  les  valeurs  de  -r-  rfz ,  ^-  »  -t-  ;   mais  on 

dx        dx     dy 

peut  aussi  trouver  ces  trois  dérivées  sans  passer  par  cette  résolution , 

souvent  impossible.  Nous  admettrons  encore  pour  cela,   entre  les 

variables  x^  et  y,  la  relation 

y  =  Çx-h  0, 

Ç  et  0  étant  deux  constantes  arbitraires.  De  cette  manière  y  devient 
fonction  de  x ,  et  z  qui  était  fonction,  de  x  et  y,  ne  sera  plus  qu'une 
fonction  de  fonction  de  x;  on  aura  donc,  en  dérivant  l'équation  impli- 
cite f{x,  y,  s),  que  nous  désignerons  pour  abréger  par  /",  cl  en  remar- 

i 
quant  que  la  dérivée  de  z  doit  s'écrire  j-  dz ,  parce  que  cette  dérivée 

25 
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est  totale,  puisque  x  et  y  prennent  simultanëroent  leurs  accroisse- 
ments , 

dz    dx  dx      dydx        ' 

ou  bien ,  en  remarquant  que  -y-  est  égal  à  S , 

dz    dx  dx      dy 

Telle  est  Vèquaiion  dérivée  totale  de  l'équation  /"=  0.  On  tire  de  là 

d[      df 

dz      dz 

qui  fait  connaître  la  dérivée  totale -7- dz  de  la  variable  dépendante  z, 

dx- 

dérivée  dont  la  valeur  est  indéterminée,  puisqu'elle  contient  la  con- 
stante arbitraire  Ç. 

121.  Équations  dérivées  partielles.  —  Il  est  h  remarquer  que  si 
l'équation 

/•(x,y,z)  =  0 

avait  été  résolue  par  rapport  à  z  et  qu'on  eut  pris  ensuite  la  dérivée 
totale,  on  eut  trouvée 

1    .  dz      dx 

dx  dx      dy  ' 

et  comme  ces  deux  valeurs  de  la   dérivée  totale  doivent  être  les 
mômes,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait 


''/■ 

df 

dz 

dx 

dz 

dy 

rf.r"" 

dz 

dy- 

dz 

équations  que 

nous 

mettrons 

sous 

la  forme 

dx      dz    dx         '     dy      dzdy  ' 
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dz       dz 
cl  qui  serviront  à  déterminer  les  dérivées  partielles  —  et  -^  de  la 

variable  dépendante  z,  au  moyen  des  dérivées  partielles —»    —■»  ~ 

de  la  fonction  /"(x,  y  y  z). 

On  serait  arrive  à  ces  deux  équations  d'une  manière  plus  directe, 
en  observant  que,  puisque  les  variables  x,  y  sont  indépendantes, 
une  d'elles,  y  par  exemple,  peut  être  traitée  comme  constante,  et  en 
dérivant  la  fonction  f(x,  i/,  z)  ou  /"par  rapport  &  x,  il  vient 

dx       dz  dx 
La  seconde  équation 

dy      dz  dy         ' 

s'obtient  en  dérivant  par  rapport  à  y.  Ces  deux  équations  sont  appelées 
équations  dérivées  partielles  de  Téquation  /"(x,  y,  z)  ===  0. 
Si  Ton  prend  pour  exemple 

X*  -H  y*  -4-  z*  —  r*  =  0, 

on  trouve  pour  équation  dérivée  totale^ 

i 

z.-pdz-f-x-*-yÇ  =  0, 

d'où  Ton  tire  la  valeur  de  la  dérivée  totale  de  z ,  et  de  ses  dérivées 
partielles , 


i- 

=- 

X 

z 

--h 

z 

»> 

dz 
dx~ 

X 
-  -> 

z 

dz 
dy" 

=  - 

z 

122.  Équation  différentielle  totale  et  équations  différentielles  par- 
tielles. —  En  multipliant  par  dx  les  deux  membres  de  Téqualion  dé- 
rivée totale 

dz  dx  dx       dy  ' 

en  remarquant  que  S  dx  est  égal  à  rfy,  il  vient 

df  .       df  .        df,        ^^ 
-L  dz '\- -^  dx  -¥■  -;-  du  =  0 . 
dz  dx  dy    • 
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qui  est  V équation  différentielle  totale  de  /'(x,  ^,  z)  =  0,  et  par  suite , 

df      df 

dz  dz 

qui  donne  la  valeur  de  la  différentielle  totale  de  la  variable  dépen- 
dante z.  Ce  second  membre  se  compose  de  deux  termes  qui  sont  les 
différentielles  partielles  de  z  par  rapport  k  x  et  à  y.  La  forme  symé- 
trique par  rapport  aux  trois  variables  de  Téquation  différentielle 
totale  de  f  [x^y^z)  =0  prouve  que  l'on  peut,  même  après  la  diffé- 
rentiation,  choisir  arbitrairement  la  variable  dépendante;  mais  cela 
n'est  vrai  que  pour  les  équations  différentielles  premières. 

123.  Dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs ,  des  fonctions  im-, 

plicites.  —  Les  dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs  -r-j  >   -pj  5 

dH 

- — =-  6tc.  dans  une  équation  implicite  se  déduisent  facilement  des 
dxdy 

valeurs  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

df  df 

dz  dx     dz dy 

di^^df'   d^~'^'^'' 

dz  dz 

puisqu'il  suflSt  de  prendre  une  ou  plusieurs  fois  les  dérivées  par  rap- 

df      df^ 

^    dz        .    dz       ,   ,  ,.    ,    dx  dy 

port  a  X  ou  y,  de -r-  ou  de  -7-  >  cest-a-dire,  de rj.  ou  —  T7;qui, 

^  ^         dx  dy  df  df^ 

dz  dz 

lorsqu'il  s'agit  de  la  variable  indépendante  x,  sont  des  fonctions  de  x 

et  de  z  fonction  de  x,  et  lorsqu'il  s'agit  de  la  variable  indépendante  y, 

sont  des  fonctions  de  y  et  de  2  fonction  de  y;  ainsi   la  dérivée  de 

-/•  par  rapport  à  x  étant,  d'après  ce  qu'on *a  vu  N**  9 , 
dx 

dm  dm 

\dxj         \dxj    dz^d*f       dy  dz 
dx  dz         dx      dx*      dxdzdx 
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df 

et  la  dérivée  de  -y-  par  rapport  h  la  même  variable  x  étant  aussi 
dz 

dm  dm 

_\dzj         \dzj    d£^_d^     ^dz 
dx  dz        dx      dzdx      dz*   dx 

if 

dx 
la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fraction  —  -t>  sera ,  en  se  rappelant 

Jz 
la  forme  de  la  dérivée  d'une  fraction , 


dx*' 


dr/d^_^J^dz\_dr/^,^^dz\ 
dz  V^rfx*      dx  dz  dxj      dx  \dz  dx      rfz*  dxj 

m 


Si  Ton  remplace  -7-  par  sa  valeur,  en  remarquant  que 
dx 


d^f      d^f 

dxdz       dzrfx' 

cette  expression  devient 

'Pf/dh.*     d*f/dfY 
d*z          dx*\dz)      dz*\dxj 

2  d^f  dfdf 

dxdz  dx  dz 

(f)' 

On  trouvera  de  la  même  manière  les  valei 

j    rf*z       d*z 
1rs  de  -r-^»  -z — ^- 

.  .„  ^«       ™...^*x.  .^o  ,«.^«.«  «^  j^j,  dxdy 

autres  dérivées  partielles  de  la  variable  dépendante  z.  Quant  à  la  dé- 
rivée totale  du  deuxième  ordre  de  la  variable  dépendante  z ,  dérivée 
que  Ton  est  convenu  de  représenter  par 

d^z    d^z         dH 
on  robtiendra  en  remplaçant -r—r  ?  i-z  et  -7 — r-  par  leur  valeur  pré- 
'  dx^    dy^        dx  dy 

ecdente,  dans  les  équations  trouvées  N""  419. 
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Applicalions  onaly  tiques  des  principes  du  chapilrc  prccédcnl.  —  Extension  du 
théorème  de  Taylor  aux  fonctions  de  deux  variables.  Extension  du  théorème  de 
Maclaurin.  —  Maxima  cl  minima  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes. 
Applications. 

124.  Extension  du  théorème  de  Taylor  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables. Extension  du  théorème  de  Maclaurin,  —  Le  théorème  de 
Taylor  peut  être  étendu  aux  fonctions  de  deux  variables  indépendantes 
et  ser\'ir  &  développer  de  semblables  fonctions  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  accroissements  de  ces  variables;  en  effet,  quoique  les 
variables  x  et  y  soient  indépendantes  dans  f  {Xy  y)^  on  peut,  comme 
on  Ta  déjà  fait  plusieurs  fois,  admettre  qu'il  existe  entre  elles  la 
relation 

y  =  Çx  -^  G 

pourvu  que  Ç  et  0  soient  des  quantités  d*une  valeur  entièrement  arbi- 
traire, que  nous  supposerons  constantes;  alors  y  devient  fonction 
de  X  ei  f{Xy  y)  sera  une  fonction  de  fonction  de  la  seule  variable  in- 
dépendante x,  et  si  Ton  désigne,  comme  précédemment,  par 

les  dérivées  totales  do  /"(x,  y)  prises  non-seulement  par  rapport  aux  j 
explicites,  mais  cocore  par  rapport  aux  x  contenus  implicitement 
dans  7,  il  viendra,  en  remarquant  qu'un  accroissement  h  donne  à  r 
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fait  prendre  à  y  un  accroissement  ÇA  que  nous  désignerons  par  k^ 

mais  on  a  vu  (N"  149)  que 

dx      '       dx      dy      ^ 
rfx*     '       dx*         dxdy         dy*    ' 


on  a  donc,  en  substituant, 

/•(x  +  A,y-i-A)  =  /^(x,y)+(^^  +  ^içy 

(d'fjx  +6h,y  -t-  6k)      nd''f{x-h  Ofe,  y-4-9A)^     \      A" 
dcc  "*■!  dx'-*  dy  ^"VrâTIÏi' 

et  en  remplaçant  S  par  sa  valeur  7) 

A(x-^A,yH-A)  =  Ax,y)-H^AH-^fc-H5^^H-2^  — 
d*f  k*  »,        „.  „,,       A" 

-^  ï /(«— ,  y)  (^ + «*' 2' -^  "*)  râz:;^  ■*"  "'"• 

qui  est  la  formule  cherchée.  II  est  visible  qu'elle  pourrait  être  généra- 
lisée et  étendue  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
Si  dans  cette  formule  on  fait  x  et  y  nuls  et  qu'on  remplace  ensuite 


1200  CHAPITRE    VI. 

A  et  A  par  x  et  y,  on  trouve  une  série  analogue  à  celle  de  Maclaurin , 
qui  donne  le  développement  de  /*  (x ,  t^)  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  X  et  t^. 

En  remplaçant  h ,  k  par  x  —  Xo ,  y  —  y^  et  x ,  y  par  Xo ,  y*, ,  on  obtien- 
drait le  développement  de  /*  (x ,  y)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X  —  Xo,  y  —  yo,  x„  et  y^  éUnt  deux  quantités  arbitraires ,  qui  évi- 
demment disparaîtraient  totalement  du  développement,  si  on  effectuait 
toutes  les  opérations  indiquées ,  puisque  le  premier  membre  ne  con- 
tient pas  ces  quantités. 

Il  résulte  aussi  de  là  que  si  l'équation 

est  satisfaite  par  les  valeurs  x  -*-  A  ety  -H  A,  c'est-à-dire,  si  Ton  a 

/•(X-4-A,    y.^A)  =  0, 
il  doit  exister  entre  les  deux  accroissements  A  et  A  la  relation 

dx"^  dy*  ^  rfx«  i  .2^  ^dxrfy  i  .2^rfy^  1.2  ^  ^^•-"• 

125.  Maxima  et  minima  des  fonctions  de  detix  variables  indépen- 
dantes, —  Passons  à  la  théorie  des  maxima  et  minima  des  fonctions 
de  plusieurs  variables  indépendantes,  et  proposons-nous  de  déterminer 
les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  font  prendre  à  la  fonction  /*(x,  y)  la  plus 
grande  et  la  moindre  valeur  possible.  Soit 

«  =  /'(«»  3/); 

quoique  les  variables  x  et  y  soient  indépendantes,  on  peut  cependant 
les  concevoir  comme  plus  haut  liées  par  la  relation 

Dans  cette  hypothèse  /*(x,  y)  devient  une  fonction  de  fonction  de  x, 
et  Ton  aura ,  en  prenant  la  dérivée  totale  par  rapport  à  x, 

dx  dx      dydx      dx      r/y 

On  a  vu  que  pour  rendre  maximum  ou  minimum  une  fonction  de  x, 
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il  suffit  d'égaler  &  zéro  sa  dérivée  par  rapport  à  tous  les  x;  il  faut 

1 
donc  rendre  nulle  la  valeur  de  -7-  dz ,  ce  qui  donne 

dx      5y 

Cette  équation  doit  subsister  avec  la  condition  que  Ç  soit  entièrement 
arbitraire ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  &  moins  que  l'on  n'ait 

dx        '     dy 

Ces  deux  équations  serviront  h  déterminer  les  valeurs  de  x  et  de  y 
correspondant  au  maximum  ou  au  minimum  de  la  fonction  f[x^y) 
ou  z.  Pour  distinguer  le  maximum  du  minimum,  prenons  la  dérivée 
du  second  ordre  de  /"(x,  y)  =  «  (voir  N»  ii9) 

dx  dx*  dxdy         dy* 

On  sait  qu'une  fonction  est  maximum  ou  minimum  selon  que  la  déri- 
vée deuxième  est  négative  ou  positive;  /"(x,  y)  sera  donc  maximum  ou 
minimum  selon  que  les  valeurs  trouvées  pour  x  et  y  rendront  négative 
ou  positive  la  fonction 

rfx*         rfx  dy         dy* 

indépendamment  de  toute  valeur  attribuée  à  Ç;  or,  si  on  représente 

.   «  ^ ,  ,    ,,  ,   ,     dH      d*f      dH 

par  A,  B,  G  les  trois  dérivées  -—rt    -=—7-  >   -,-^  >   ce  trinôme  peut  être 

dx*     dxdy     dy* 

mis  sous  la  forme 

i— (i..i!4)=..j(!.5)-.^ïj, 

c 

et  il  est  visible  que  si  C  et  Â  sont  de  même  signe,  ce  qui  suppose  — 

positif,  il  faut  et  il  suffit  pour  que  la  condition  soit  satisfaite ,  que 
l'on  ait 

C      B* 

car  alors  la  partie  comprise  entre  les  accolades  sera  toujours  positive 

26 
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pour  toute  valeur  de  Ç;  de  sorte  que  le  signe  du  second  membre 
dépendra  uniquement  du  signe  du  eocfficient  A^  placé  hors  de  la 
parenthèse.  On  voit  donc  qu'il  y  aura  maximum  ou  minimum  suivant 

qtie-r^ou  A  sera  négatif  ou  positifs  pourvu  que  -7-^  et-j^soient  de 

même  signe  ^  et  que  Von  ait 

dx*dy^^\dxdyj 

C 

Si  ces  dernières  conditions  n'étaient  pas  remplies,  c'est-à-dire,  si -r- 

A 

B* 
n'était  pas  positif  et  plus  grand  que  --r?   il  n'y  aurait  ni  maximum 

A* 

ni  minimum,  puisque  la  parenthèse  pourrait  être  positive  ou  négative 

suivant  les  valeurs  que  l'on  attribuerait  &  Ç. 

!•'  exemple.  Parmi  tous  les  parallélipipèdes  rectangles  de  même 

volume,  quel  est  celui  qui  a  la  moindre  surface.  Soit  a  le  volume, 

X,  y  y  z  les  trois  arêtes ,  on  a 

x.y,z  =  a.     dou    z  =  — 
^  xy 

La  surface  étant  représentée  par  u ,  on  a  aussi 

2o      2a 
u  ==  2xy  -+-  2xz  -♦-  2y«    ou  bien     u  ==  2xy  h 1 • 

Pour  rendre  u  minimum ,  on  fera 

d^       Cl         2a       ^     dtt       -         2o       _        ,,  ,  ,3/- 

3-  =  2y r  =  0,    —  =  2x r=0;     d'où    x  =  Ka, 

fix         ^       x«  dy  y 

y=:[/ay     z  =  \/ô, 

c'est-à-dire,  que  les  trois  arêtes  doivent  être  égales.  On  s'assurera 
qu'il  y  a  minimum  en  déterminant  les  dérivées  du  second  ordre, 

d*ti      4a d*u 4a d^u 

rfx»""^"^    '     5y*~"y»""    '     dxd^^    ' 

d*u      d^u 
valeurs  qui  font  voir  que  -.—  et  -r-^  sont  tous  deux  positifs ,  et  que 


d^ud^u      /  d»u  Y 
dx*  dy^^  \dxdyj  ' 
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2^  exemple.  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dans 
l'espace,  Soien  t 

X  =  az  -f-  a,     y  =  6z  -f-  p     et    x  =  a'z  4-  a',     y  =  6'z  -f-  p' 

les  équations  de  deux  droites.  Prenons  sur  l'une  un  point  (x',  y',  z') 
et  sur  l'autre  un  point  (x",  y'\  z");  /  étant  leur  distance,  on  a 

/  =  /(x'  —  x'O*  -^  (y '  -  yy  -+-  («'  —  zy. 

Mais  il  est  visible  que 
x'  =  az'-f-a,     y'  =  6z'-f-p,     x"=  a'z" -+- a',     y"  =  6'z" -f- p'. 

En  substituant,  la  valeur  de  /  devient 

/  =  /(oz'  -+-  a  —  a'z"  —  a')«  -f-  (6z'  H-  p  —  6'z"  —  p')*  -+-  (2'  —  «")% 

valeur  qui  ne  contient  plus  que  les  deux  variables  indépendantes  z' 
et  z".  Pour  r^ûdre  /  minimum ,  on  fera 

dl  _2{az'^oL  —  a'z''  —  a')a'\-^bz'-^p  —  b'z"^^^')b-{-^z'  —  z'')_ 

^^      V/(az'-4-  a  — aV  — a',«^  (6z'^  p  — 6'z"— p')*  -^  (z'— z")* 

rf/      --2(az'-^a— oV'— a>'— 2(6z'-i-p--6V'— P06'— (z'— z") 

^'^'     v/(az'  -+.  a  —  o'z"  —  «0*  -^  (6^'  -^  P  —  f>'^"  —  PV  -^  («'  —  ^7 

d'où  on  tirera  les  valeurs  de  z'  et  z"  et,  par  suite,  celles  de  x',  y',  x",  y". 
En  les  substituant  dans  /,  il  vient 

^      (g      a^)(6-60-(p-pO(a-a-) 
,/(a'  —  ay  -+-  (6'  —  6)«  -4-  (afc'  —  a'6)« 

3«  exemple.  Par  un  point  donné  faire  passer  un  plan ,  de  manière 
que  le  tétraèdre  formé  avec  les  plans  coordonnés  ait  le  moindre 
volume  possible, 

x',  y',  z',  étant  les  coordonnées  de  ce  point,  Téquation  du  plan  est 

(x-xOH-a(y-y')  -h  6 (z  — z^^O, 

et  les  portions  d'axes  comprises  entre  ce  plan  et  Toriginc  sont 

.  ,     x'  -f-  ay'  -h  6z'      x'  -*-  aw'  -♦-  bz' 

x'  -+-  ow'  -f-  fez',    ^ 5 ^^ 

^  o  6         , 
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En  représentant  par  V  le  volume  du  tétraèdre,  on  a  donc 

6a6 

Si  on  détermine  les  valeurs  de  a  et  de  6  qui  rendent  V  minimum  y  ou 

trouve 

x'     ,       x'  9 

o  =  —  >   0  =  -  j   V  =  -  x'  v'  2'. 
y  z'  2     ^ 

4*"  exemple.  Quelle  est  parmi  toutes  les  pyramides  triangulaires  de 
même  base  et  de  même  hauteur  celle  qui  a  la  plus  petite  surface? 

Soit  h  la  hauteur  donnée  de  la  pyramide ,  et  désignons  par  x,  y,  z 
les  perpendiculaires  abaissées  du  pied  de  h  sur  les  trois  côtés  a,  6,  c  de 
la  base.  Les  hauteurs  des  trois  faces  triangulaires  latérales  sont 

!/*«-+- x«,  /A'-^yS    /A«  -+-  z\ 

et  si  Ton  représente  par  S  la  surface  totale  du  tétraèdre ,  par  s  la  sur- 
face de  la  base ,  il  viendra 

S  =  «-♦--  o  j/Â*  -♦-  X*  -t-  -  6  ^/A*  -+-  y*  -+-  5  c  j/A*  -f-  z*. 
ifi  ^  ^ 

En  observant  que  la  base  de  la  pyramide  peut  êlre  partagée  en  ferois 
triangles  ayant  pour  bases  a ,  6 ,  c  et  pour  hauteurs  x ,  y,  z ,  on  a  en 
outre 

2s  =  ox-f- ty  •*-  cz'y 

il  vient  donc,  en  éliminant  z , 
S=:«H-laj/A«H-x«^56j/Â«Ty«-f-  J/^A« -+- (2s  —  ox  — 6y)*, 

et  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs  de  x  et  y  qui  rendent  S 
minimum.  On  trouve 

dS^i        ax  1        a  (2s  —  ox  —  hj)        _^ 

rfx"~2J//^i^a;«      2j/c«A«-+-(2«-ax  — fcy)« 

rfS  _  1        6y        _  i         6  (2s  —  ax  •—  6y)        _ 
'^i/  ""  ^  ,//^i  ^  yt       2  /cVi«-f-(2s  — ax  — 6y)« 
d'où  l'on  tire  les  quatre  systèmes  de  valeurs 

x  =  y  =  z,     x  =  y  =  — r,     x  =  — y  =  z,     —x  =  y^: 
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qui  font  voir  que  la  surface  du  tétraèdre  est  un  minimum ,  lorsque  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  sur  la  base  est  placé  au 
centre  de  l'un  des  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtés  de  la  base, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  lorsque  les  trois  faces  triangulaires  ont 
la  même  hauteur. 

5*  exemple.  Trouver  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  iVun 
ellipsoïde. 

En  désignant  par  /  le  rayon  mené  au  point  (x,  t/,  z)  de  la  surface , 
on  a  à  la  fois 

X*      v*      z* 

^"^fi"*'^*^*'  ^'=**  +  y*  +  ^*. 

d*où  l'on  tire,  en  éliminant  z  et  en  dérivant, 

a:^  —  c^  6«  — c«   .        ,      dl       a^  —  c^        dl      6«  — c« 

P= 5 — X*  H r^ — 2/   -*- c  5     -7-=  —7-; — ^5   -7-== — ïii — !/• 

o*  6*     ^  dx  la^  dy         Ib*     '' 

Supposons  les  trois  axes  rangés  dans  l'ordre  de  grandeur  a ,  6 ,  c ,  le 

minimum  correspondra  à  x  =  0,  y  =  0,  et  l'on  trouve  /  =  c.  Le 

plus  petit  rayon  est  donc  le  demi  axe  c,  puisque  les  deux  dérivées 

dH       dH 

—--et  -7—  sont  positives.  Si  on  élimine  x  au  lieu  de  « ,  on  trouvera  de 

dx*      dy* 

la  même  manière  pour  solution  le  demi  grand  axe  a,  et  cette  solution  sera 
un  maximum  parce  que  ces  deux  dérivées  secondes  sont  négatives.  Enfin 
si  on  élimine  y,  on  trouve  pour  solution  le  demi  axe  6,  et  l'on  recon- 
naît qu'elle  ne  donne  ni  un  maximum  ni  un  mininum,  parce  que  les 

ç^ 5«  (.« 6* 

deux  dérivées  secondes  ont  pour  valeur  -  {y*^-^*)»     .,  ^    (x*-hz*) 

qui  ne  sont  pas  de  même  signe. 

Il  est  visible  que  cette  théorie  fait  aussi  connaître  les  points  d'une 
surface  donnée  qui  sont  les  plus  rapprochés  ou  les  plus  éloignés  des 
plans  coordonnés. 
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Applications  gcomctriqucs  des  principes  poses  au  chapitre  V.  —  SigniGcalion  gûo- 
mctriquc  des  dérivées  partielles.  —  Équation  du  plan  langent  â  une  surface. 
Équation  d*une  normale.  —  Du  contact  des  surfaces.  —  Courbe  de  contact  d*uu 
cône  circonscrit  à  une  surface.  —  Rayon  de  courbure  d*une  courbe  tracée  sur 
une  surface.  —  Rayon  de  courbure  d*une  section  normale  et  d*unc  section  obli- 
que. —  Caroctèrc  distinctif  des  surfaces  convexes ,  des  surfaces  gauches  et  des 
surfaces  développables.  —  Rayons  de  courbure  principaux.  —  Propriétés  des 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites  autour  d*un  point  d*une  surface. 

—  Propriétés  générales  des  surfaces  relatives  à  leur  courbure.  —  Indicatrice. 

—  Lignes  de  courbure.  Propriété  de  ces  lignes.  —  Lignes  de  courbure  dans  les 
surfaces  de  révolution.  —  Surfaces  enveloppes. 

iâ6.  Signification  géométrique  des  dérivées  partielles.  —  On  a  vu 
qu'une  équation  à  trois  variables 

représente  une  surface.  En  dérivant  celle-ci  par  rapport  à  x  et  à  y,  on 

obtient  les  valeurs  de  -7-  =  p  et  -;-  =  g.  Pour  reconnaître  la  signiG- 
dx      '^       dy       ^ 

cation  géométrique  de  ces  dérivées  partielles ,  observons  que  si  x,  y,  z 

sont  les  coordonnées  du  point  M  et  de  la  surface  MAB  (fig.  27) ,  eu 

traitant  y  comme  constant  et  x  et  z  comme  seules  variables,  Téqualion 

sera  évidemment  celle  de  la  courbe  plane  MA,  résultant  de  Tinter- 
section  de  la  surface  donnée  par  un  plan  MPA  parallèle  aux  XZ,  <^1 
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,  dz 

distant  d'une  quantité  y  ;  d'où  il  suit  que  -j-  est  la  tangente  de  l'angle 

que  fait  avec  PA  ou  avec  Taxe  des  X  la  touchante  MT  à  la  section  MA 

l'angle  que  fait  avec  PB,  ou  avec  l'axe  des  Y,  la  touchante  MT'  &  la 
section  MB  de  la  surface  coupée  par  un  plan  MPB  parallèle  &  YZ. 

127.  Équation  du  plan  tangent  à  une  surface.  Équations  d'une 
normale.  —  Concevons  qu'en  un  point  M  quelconque  de  la  surface  on 
trace  sur  celle-ci  autant  de  courbes  que  l'on  voudra.  Les  tangentes  à 
ces  différentes  courbes  autour  du  point  M  sont  toutes  renfermées  dans 
un  même  plan;  en  effet,  si  y  =  «px  représente  la  projection  de  l'une 
de  ces  courbes  passant  par  P  dans  le  plan  XY,  l'ensemble  des  deux 
équations 

i 
représentera  la  courbe  tracée  sur  la  surface  et  si  on  désigne  par  -r-  dz 

dx 

la  dérivée  totale  de  z  par  rapport  &  x,  prise  en  y  considérant  y  comme 

fonctions  7  de  x ,  dérivée  que  l'on  sait  être 

dz      dz  dy      dz       dz    , 
dx      dy  dx      dx      dy      ' 

les  équations  de  la  tangente  à  cette  dernière  courbe  seront,  x',  y',  z' 
étant  les  coordonnées  courantes, 

i 

z'  — z=^.d«(x'~-x), 

ou  bien  ,  en  remplaçant -p  et -r-  •  dz  par  leur  valeur. 


y'  — y  =  ?a:(x'— x). 


La  forme  attribuée  h  ^ x  particularise  la  courbe  à  laquelle  appartient 
cette  tangente;  mais  si  l'on  élimine  ^'x  entre  ces  deux  équations,  les 
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variables  x',  y\  z'  qui  resteront  dans  l'équation  finale ,  seront  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  d'une  tangente  arbitraire ,  c'està-dire, 
qu'elles  appartiendront  à  un  point  quelconque  de  la  surface,  lieu 

dz     dz 
géométrique  de  toutes  ces  tangentes.  En  désignant  -^  et  — par  p  et  9, 

on  trouve 

z'  —  2  =  p  (x'  —  x)  -f-  ç  (y  '  —  y). 

Comme  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  à  x',  y\  z\  on  en  con- 
clut que  toutes  les  touchantes  aux  courbes  tracées  sur  la  surface  autour 
du  point  M,  sont  renfermées  dans  un  plan,  que  Ton  nomme  plan 
tangent  j  et  dont  la  relation  précédente  est  l'équation. 

Si  l'équation  de  la  surface,  au  lieu  d'être  donnée  sous  la  forme 
explicite 

l'était  sous  la  forme  implicite 

on  aurait  (N*"  124),  en  représentant  cette  fonction  par  /*, 

dx  df 

dz dx      dz  dy 

.    dx  df      dy  df 

dz  dz 

et  l'équation  du  plan  tangent  deviendrait 

Connaissant  l'équation  du  pian  tangent,  on  en  déduit  les  angles  que 
forme  avec  les  trois  axes  une  perpendiculaire  à  ce  plan ,  ou  une  nor- 
male à  la  surface.  D'après  les  formules  connues,  en  représentant  ces 
angles  par  0,  6',  Ô'^,  on  sait  que  l'on  a 


cos  ô  == 


dz 
dx 


V'*(£)'""Q' 


cos  ô'  = 
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dy 


COS  ô" 


en  prenant  le  signe  plw  pour  la  normale  considérée  comme  prolon- 
gée au-dessus  du  plan  desXY  et  le  signe  moins  lorsqu'on  la  prolonge 
au-dessous.  Quand  l'équation  de  la  surface  est  donnée  sous  forme 
implicite,  ces  valeurs  deviennent 

df 

dx 


cos  9: 


VWW^' 


cos  0'  =  - 


df 

dy 


cos  6" 


dz 


v/W^D*-"(SJ 


Les  équations  de  la  normale ,  c'est-à-dire ,  d'une  perpendiculaire  au 
plan  tangent  en  un  point  (xy  z),  sont  : 

x'  —  x  =  —/>(«'  — 2),     y— y  =  — ç(z'  — z), 

et  si  l'équation  de  la  surface  est  donnée  sous  forme  implicite,  elles 
deviennent 

df  dx 

dx  dz 

Î27 
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128.  Contact  des  surfaces.  —  On  dit  que  deux  surfaces  se  louchent 
en  un  point,  lorsqu'elles  ont  en  ce  point  un  plan  tangent  commun. 
On  voit  donc  que  si 

sont  les  équations  des  deux  surfaces  et  si  x,  y,  z  sont  les  coordonnées 
du  point  commun,  il  y  aura  contact  en  ce  point,  pourvu  que  l'on  ait 
entre  les  dérivées  partielles  ^  les  égalités 

dx      dx     dy      dy 

puisque  ce  sont  ces  dérivées  partielles  qui  fixent  la  position  des  deux 
plans  tangents. 

Comme,  en  donnant  à  x  et  y  les  accroissements  très  petits  A  et  A*, 
le  z  devient  dans  les  deux  surfaces , 

z^^U^  ^^k  v^'f^'^  t  g^-^  *^    .^'f^'    .  ^'^    ^'      I  cte 
^^rfx'*^dy^^dxM.2^^rfxrfyl.2      dyH.2      rfxM.â.ô^^'^- 
dx         dy         ax*  1 .  2 

l'intervalle  entre  celles-ci,  compté  parallèlement  à  l'axe  des  Z,  en  te- 
nant compte  des  égalités  précédentes,  est  donné  par 

\dx»       dx71.2"*"    \dxdy       dxdy)\.'2'^\dy^       rfyyi.2 

/d  Y      d»F\      h^ 
'^\d^^       dST^y  1.2.3  "*"''^'^' 

ce  qui  indique  que  l'intervalle  entre  les  deux  surfaces  qui  se  touchent, 
prise  &  une  petite  distance  du  point  de  contact ,  est  une  quantité  infi- 
niment petite  du  second  ordre ,  puisque  les  trois  premiers  termes  qui 
sont  multipliés  respectivement  par  A*,  hk  et  A:*  sont  des  infiniment  pe- 
tits de  cet  ordre,  et  que  les  suivants  sont  tous  négligeables  devant 
ceux-ci,  du  moins  quand  aucune  dérivée  ne  devient  infinie.  Si  les  trois 
dérivées  du  second  ordre  étaient  aussi  égales ,  l'intervalle  serait  infini- 
ment petit  du  5"  ordre  et  ainsi  de  suite. 

Par  analogie  avec  ce  qu'on  a  vu  sur  le  contact  des  courbes,  on  dît 
que  les  deux  surfaces  ont  un  contact  du  premier  ordre ,  du  2"  ordre 
ct<î.  dans  les  différents  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

129.  Courbes  de  contact  du  cône  circonscrit  à  une  surface.  —  On 
peut,  au  moyen  de  l'équation  du  plan  tangent,  trouver  la  courbe  de 
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contact  d'un  cdne  circonscrit  à  une  surface  donnée  et  ayant  son  som- 
met en  un  point  donné  ;  soient  en  effet  a,  b^  c  les  coordonnées  du 
sommet  :  il  est  évident  que  les  points  de  contact  doivent  se  trouver 
à  la  fois  sur  la  surface  et  dans  ses  plants  tangents  passant  par  le  point 
a,  6,  c;  les  coordonnées  x,  y^  z  des  points  de  contact  doivent  donc 
satisfaire  aux  deux  équations 

f{x,y,z)^0    et    (c-î)^H-(a-x)gH-(6-y)^=0, 

attendu  que  le  plan  dont  les  coordonnées  courantes  sont  x',  y\  z',  est 
assujetti  à  passer  par  le  point  (a,  6,  c).  Si  entre  ces  deux  équations  on 
élimine  x ,  on  aura  Téquation  de  la  projection  de  la  courbe  de  contact 
sur  le  plan  des  YZ.  En  éliminant  jz,  on  connaîtra  la  projection  sur  le 
plan  des  XY. 

On  reconnaît  que  cette  courbe  de  contact  est  plane  pour  une  surface 
du  second  degré  ;  en  effet ,  cette  surface  a  pour  équation 

ac*  •+■  Ijf*  -h  mz^  -«-  nx  -«-  py  -+-  çz  -h  r  =  0; 

la  seconde  équation  est  donc 

(c  —  z)  (2mz  -H  gr)  -*-  (a  —  x)  (2x  -«-  n)  -+-  (6  —  y)  {^ly  -«-  p)  =  0 , 

qu'on  peut  écrire  ainsi 

2x*  -+-  2»iz*  H-  2/y*  -h  (g  — 2mr)z-l-(ii  — 2a)x 

-h(P  —  26/)  y  —  cq  —  an  — pb  ^=0. 

Or,  si  de  la  seconde  équation  on  retranche  le  double  de  la  première, 
il  vient 

{q  -¥-  2 me)  z  -i-  (n  -♦-  2a)  X  -4-  (p  -i-  26/)  y  -4-  cqr  -H  a»  -4- p/  -♦-  2r  =  0, 

qui  nous  apprend  que  les  coordonnées  x  t^  z  du  point  de  contact  satis- 
font à  réquation  d'un  plan. 

Si  le  sommet  du  cône  était  transporté  parallèlement  à  l'axe  des  Z 
à  une  distance  infinie,  le  cône  deviendrait  un  cylindre  et  la  projection 
de  la  courbe  de  contact  sur  le  plan  des  XY,  qu'on  vient  de  trouver, 
deviendrait  la  projection  du  contour  de  la  surface  sur  ce  plan.  Or 
si  l'on  divise  par  c  la  seconde  des  équations ,  elle  devient 

\^        cj  dz      \c       cj  dx      \c       cj  dy         ' 
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et  en  faisant  converger  c  vers  l'infini ,  tandis  que  a,  6,  x,  y,  z  restent 
finis,  les  deux  équations  deviennent 

/•(x,y,z)  =  0    et    ^  =  0. 

L'élimination  de  z  entre  ces  équations  donnera  la  projection  cher- 
chée. Le  même  procédé  donnera  la  projection  du  contour  de  la  surface 
sur  les  plans  des  XZ  et  des  YZ. 

130.  Rayon  de  courbure  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface.  — 

Passons  à  la  mesure  de  la  courbure  des  surfaces.  Concevons  qu'à 

partir  du  point  M,  ayant  pour  coordonnées  (x,  y^  z),  nous  ayons 

tracé  sur  la  surface  une  courbe  quelconque  plane  ou  gauche,  et 

dz      dz 
désignons  par  p  et  9  les  deux  dérivées  partielles  ~>~  ^^  ;r*  '   tirées  de 

l'équation  de  la  surface.  On  a  vu  (N<*  127)  que  si  l'on  mène  la  tan- 
gente h  cette  courbe ,  au  point  M ,  les  coordonnées  x'  y'  z'  d'un  point 
quelconque  de  la  tangente  doivent  satisfaire  &  l'équation  du  plan 
tangent 

z'  — z  =  p(x'  — x)-4-9(y'  — y), 

puisque  celui-ci  renferme  toutes  les  tangentes  ;  or,  si  on  désigne  par  cl 
la  distance  du  point  (x'  y'  z')  au  point  de  contact  (x  y  z)  et  par  a,  p,  7 
les  angles  formés  par  cette  droite  avec  les  axes,  il  est  visible  que  l'on 
aura 

cos6=^  '7^9 
'^  d 

et  une  substitution  fera  prendre  à  l'équation  du  plan  tangent  la  forme 

COS  7  =  p  COS  a  +  qr  COS  p , 

qui  établit  une  relation  nécessaire  entre  les  angles  a,  ^,  7  formés  avec 
les  axes  par  une  tangente  &  l'une  des  courbes  tracées  sur  la  surface 
autour  du  point  M. 

On  tire  de  là ,  en  prenant  l'arc  s  d'une  portion  de  cette  courbe  pour 
variable  indépendante  et  en  dérivant  par  rapport  à  s , 

d  cos  7  d  cos  «  d  cosp /dp  dx      dp  dy\ 

ds  *^     ds  ^     dï  \dx  ds      dy  d$) 

/dy  dx      dq  dy\ 
\dx  ds      dy  dsj 
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Mais  on  sait  que  Ton  a  (N''  101) 

dx  dy 

---  =  cos  a .    -^  =  cos  ô  ; 

ds  ds  ^ 

en  représentant  donc  par  r,  s,   t  les  dérivées  du  secoud  ordre 

dH       d:^z      dH        A    '    . 

-î-r>    -; — r-ï   -r-ï  >   ccttc  equation  devient 
dx'     dxdy     oy* 

rfcos7         dcosa         rfcosS  -         ^  , 

— -  — P — T 9      ,       =  r  cos*  a  4-  z«  cos  a  cos  p  +  (  cos*  p. 

Si  on  désigne  par  p  le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe  et  par  > , 
ft  et  V  les  angles  qu'il  forme  avec  les  axes,  on  a  trouvé  (N**  106) 


cos> 


CPx    \^^/  rf  cos  a 


d  cos  0  d  cos  7 

cosfA  =  p — -— !- »    cosv  =  p — ; — ; 
^      ^     ds  ^     ds 

réquation  précédente  devient  donc  en  substituant , 

cos  V  —  p  cos  >  —  or  cos  Pt 

p=- £ , 1 : . 

r  cos*  a  -*-  2«  cos  a  cos  p  -ht  cos*  p 

On  a  vu  que  les  cosinus  des  angles  0 ,  0',  0'',  formés  par  la  normale  à 
la  surface  avec  les  axes  sont 

p  Q  -•-   ^ 

cos9  =  ~-.      ^        --»   cosô'= —         ^       ~»   cosô"= 


^/l  -i-p'-t-ç*  j/l  -f-p*  -*-  g*  j/l  -«-p*-h5f*' 

on  a  donc  pour  expression  de  l'angle  ^  formé  par  la  normale  avec  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe , 

.  ^         ^  ^,  ^,,  COSv  — pCOS>  — OCOSfx 

cos  ^  =scos  0  cos>  +  cos  ô'cosfx  -H  cos  ô"cos  V  = ^  -^ 9 

|/l  -H  p*  -4-  g* 

ce  qui  fait  prendre  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  la  forme 
suivante  : 


|/1  +  p*  +  g* 

p  = i r—  cos  0. 

r  cos*  a  -h  2«  cos  a  cos  p  +  t  cos*  p 
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Remarquons  que  dans  cette  valeur  de  p,  les  quantités  p,  9,  r,  s,  t  sont 
des  fonctions  connues  des  coordonnées  du  point  M ,  les  angles  a,  p  sont 
ceux  que  forme  avec  les  axes  la  tangente  menée  à  la  courbe ,  et  J  est 
Tangle  formé  par  la  normale  à  la  surface  au  point  M  avec  le  rayon  de 
courbure  de  la  courbe ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  c'est  l'angle 
formé  par  cette  normale  avec  le  plan  osculateur  de  la  courbe.  Il  suffira 
donc  de  connaître  la  direction  de  cette  tangente  et  l'inclinaison  du 
plan  osculateur  sur  la  normale ,  pour  que  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  soit  déterminé ,  quoiqu'on  ne  connaisse  pas  sa  forme. 

i5i.  Rayon  de  courbure  des  sections  normales  et  obliques.  Surfaces 
osculatrices,  —  On  appelle  section  normaie  en  un  point  d'une  surface, 
la  courbe  qui  résulte  de  l'intersection  de  la  surface  par  un  plan  passant 
par  la  normale  en  ce  point.  La  formule  précédente  fait  connaître  le 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en  un  point  donné  d'une 
surface,  puisqu'il  suffit  d'y  faire  ^  nul.  Il  vient 

j/i  -h  p«  -+-  q* 


r  cos*  a  -i-  2«  cos  a  cos  p  -*-  t  cos*  p 


En  changeant  les  valeurs  des  angles  a  et  p  qui  fixent  la  direction  de 
la  tangente  par  laquelle  passe  le  plan  sécant,  on  aura  les  rayons 
de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  faites  dans  la  surface  autour 
d'un  même  point,  et  celles-ci  serviront  à  apprécier  la  courbure  de  la 
surface  en  cet  endroit.  Un  changement  de  signe  dans  la  valeur  de  p, 
quand  on  change  les  valeurs  de  a  et  de  ^,  indique  que,  pendant  la 
roUUion  de  la  tangente  autour  de  la  normale,  les  sections,  d'abord 
concaves,  deviennent  convexes  entre  certaines  limites  ;  car  le  rayon 
de  courbure  n'étant  autre  chose  que  la  distance  de  la  surfade  au  centre 
de  courbure  compté  sur  la  normale ,  un  changement  de  signe  avertit 
que  pendant  la  rotation  du  plan  sécant,  ce  centre  passe  de  l'autre 
côté  de  la  surface. 

Les  formules  précédentes  font  aussi  connaître  la  valeur  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  oblique  au  point  M  ;  car  si  ^  est  l'inclinaison 
de  cette  section  oblique  sur  la  section  normale  passant  par  la  même 
tangente  en  M ,  on  a  vu  au  numéro  précédent  que  le  rayon  de  cour- 
bure est  donné  par 


^ ^ ^ cos  c^, 


r  cos*  a  -+-  î2«  cos  a  cos  p  -♦-  t  cos*  p 
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c'est-à-dire,  qa*cn  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section 
normale  et  par  p'  celui  de  la  section  oblique,  on  a 

fi'  =  ^  COS  (?. 

On  conclut  de  1&  que  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique  est 
la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  correspon- 
dante, sur  le  plan  de  la  section  oblique. 

On  conclut  aussi  de  cette  expression  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  ou  oblique ,  que  si  deux  surfaces  ont  un  contact  du 
second  ordre  (N""  128)  en  un  point,  toutes  les  sections  normales  ou 
obliques  faites  dans  les  deux  surfaces  autour  de  ce  point,  auront  la 
même  courbure ,  puisque  celle-ci  ne  dépent  que  des  dérivées  p,  (/,  r, 
«,  t  qui  sont  égales  si  le  contact  est  du  second  ordre.  Ces  surfaces  sont 
alors  dites  pour  ce  motif  osculatrices  l'une  de  l'autre. 

i52.  Caractère  distinctif  des  surfaces  convexes  ^  des  surfaces  gau- 
ches et  des  surfaces  développables.  —  Cette  valeur  de  p  fait  connaître 
plusieurs  propriétés  importantes  des  surfaces.  En  la  mettant  sous  la 
forme 

_  r  j/i  -+-  p«  -+-  9« 


(r  COS  a  -H  «  COS  p)*  -+-  (t  r  —  .s*)  cos*  p 
il  est  visible  que  si  l'on  a 

fr  — s«>  0, 

le  dénominateur  restera  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  ^ , 
c'est-à-dire ,  que  le  rayon  de  courbure  conservera  le  même  signe  pour 
toutes  les  sections  normales  faites  autour  du  point  M ,  ce  qui  indique 
que  toutes  les  sections  faites  autour  du  point  M  ont  leur  convexité 
tournée  du  même  côté  et  par  conséquent  que  la  surface  est  entière- 
ment placée  du  même  côté  du  plan  tangent.  Si ,  au  contraire ,  on  a 

<r  — 5«<0, 

le  second  terme  du  dénominateur  sera  négatif  et  en  l'égalant  au  pre- 
mier on  trouvera  une  certaine  relation  entre  a  et  ^  pour  laquelle  p 
sera  infini,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  autour  du  point  M  une  section 
sans  courbure  en  ce  point;  il  y  en  aura  même  généralement  deux, 
puisque  cette  relation  entre  a  et  p  est  du  second  degré.  On  voit  aussi 
qu'en  faisant  varier  a  et  ^  d'une  manière  continue,  le  dénominateur 
d'abord  positif,  passera  par  zéro  pour  devenir  ensuite  négatif,  ce  qui 
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apprend  que,  dans  une  certaine  étendue,  les  sections  normales  faites 
autour  du  point  M  ont  leur  concavité  tournée  dans  un  sens,  et 
qu'au-delà,  la  concavité  est  tournée  en  sens  inverse.  Ceci  exige  que 
le  plan  tangent  pénètre  la  surface  suivant  ses  lignes  sans  courbure, 
et  que  les  lignes  de  pénétration  séparent  la  partie  concave  de  la  partie 
convexe. 

Enfin  si  Ton  a 

^r  — «*  =  0, 

le  rayon  de  courbure  aura  toujours  le  même  signe,  c*estrà-dire  que 
la  surface  sera  entièrement  concave  du  même  côté  du  plan  tangent; 
mais  pour  une  certaine  relation  entre  a  et  |3 ,  savoir  : 

rcosoL-*-  scosp  =  Oj 

le  rayon  de  courbure  sera  infini ,  c'est-à-dire ,  qu'il  y  aura  encore  une 
section  sans  courbure  au  point  M. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  l'inégalité 

(r  — s»>  0 

quand  elle  a  lieu  pour  toute  valeur  de  x  et  y,  caractérise  exclusive- 
ment les  surfaces  concaves  dans  tous  leurs  points,  telles  qu'un  ellip- 
soïde, et  que  les  conditions 

«r  — ««<a    et    tr  —  s*  =  0 

ne  sont  identiquement  satisfaites  que  dans  les  surfaces  qui ,  autour  de 
chaque  point,  ont  au  moins  une  section  sans  courbure  en  ce  point. 
La  première  caractérise  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  pénétrées  par 
leur  plan  tangent,  et  la  seconde,  celles  qui  sont  entièrement  placées 
du  même  côté. 

Parmi  les  surfaces  de  ces  deux  dernières  catégories  sont  comprises 
évidemment  les  surfaces  réglées ,  c'est-à-dire  celles  qu'on  peut  conce- 
voir engendrées  par  une  ligne  droite  se  mouvant  suivant  une  certaine 
loi,  puisque,  en  chaque  point,  la  droite  génératrice  qui  y  passe, 
forme  une  section  sans  courbure.  On  a  divisé  les  surfaces  réglées  en 
surfaces  gauches  et  en  surfaces  développables  ;  les  premières  sont 
celles  pour  lesquelles  la  loi  de  génération  est  telle  que  deux  généra- 
trices consécutives  ne  se  rencontrent  pas,  et  les  dernières  sont  celles 
où  elles  se  coupent.  Les  surfaces  gauches  sont  évidemment  comprises 
parmi  celles  qui  sont  pénétrées  par  les  plans  tangents  et  pour  les- 
quelles on  a 

rr  — «»<0; 
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car  si  l'on  prend  sur  la  surface  deux  points  séparés  par  un  élément  de 
courbe  ds  et  que  par  le  premier  de  ces  points  on  fasse  passer  la  droite 
génératrice ,  comme  celle-ci  est  à  la  fois  une  ligne  tracée  sur  la  sur- 
face et  sa  propre  tangente ,  il  résulte  de  la  définition  du  plan  tangent 
que  celui  que  Ton  fera  passer  par  la  génératrice  et  Télément  ds  sera 
tangent  au  premier  point  de  la  surface ,  comme  contenant  deux  tan- 
gentes à  des  lignes  tracées  autour  de  ce  point.  Or,  si  la  surface  est 
gauche,  la  génératrice,  passant  par  le  second  point,  ne  rencontrera 
pas  la  première  génératrice  et  ne  pourra  par  conséquent  être  ren- 
fermée dans  le  plan  tangent;  elle  le  traversera  donc  en  s'étendant 
indéfiniment  des  deux  côtés,  ainsi  que  la  surface  elle-même. 

La  seconde  catégorie  de  surfaces  réglées,  c'est-à-dire,  celles  qui 
ne  sont  pas  pénétrées  par  leurs  plans  tangents  et  qui  sont  caractérisées 
par  la  condition 

r«  — ««  =  0, 

embrasse  toutes  les  surfaces  développables ,  car  pour  que  la  surface 
soit  entièrement  placée  du  même  càté  du  plan  tangent,  la  seconde 
génératrice  ne  peut  pas  s'étendre  des  deux  côtés  du  plan  tangent;  elle 
doit  donc  y  être  renfermée  et  par  conséquent  les  deux  génératrices 
consécutives  doivent  se  rencontrer. 

i35.  Rayons  de  courbure  principaux.  —  Les  rayons  de  courbure 
changeant  de  valeur  autour  du  point  M ,  il  y  a  lieu  de  déterminer  la 
position  de  la  section  pour  laquelle  p  est  maximum  ou  minimum. 
Remarquons  d'abord  que  les  angles  a  et  ^  ne  sont  pas  entièrement 
arbitraires ,  puisqu'ils  doivent  satisfaire  aux  équations 

cos  7  ==  p  cos  a  +  q  cos  p , 

COS*a-f-COS*P  -4-  cos* 7  =  i. 

En  éliminant  7  entre  elles ,  on  reconnaît  que  a  et  p  doivent  vérifier 
l'équation 

(i  -4-/)*)cos*a  -+-  2p7  cos  a  COS  ^  -+-(!-*-  5f*)cos*p  =  i (2). 

Pour  rendre  p  maximum  ou  minimum ,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la 

dp 
valeur  de  ;j^9   en  considérant  ^  comme  lié  à  a  par  l'équation  précé- 
da 

dente.  On  trouve  ainsi 

ds 
(r  cos  a  -+-  s  cos  p)  sin  a  -*-  (t  cos  p  -«-  s  cos  a)  sin  p  -p  =  0 , 

28 
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j(i  -4-  p*)  cos  a-^  pq  cospi  sin  «  -f-|(i  +  9*)  cos  P  -*-  pg  cosa|sinp-p  =0, 

et  en  ëlimiDant  -7^  9 

r  cos  a  -«-  «  cos  p (1  -H  /)*)  cos  oL-^-pq  cos  p 

^  cos  P  -4-  «  cos  a         (1  -4-  g*)  cos  ^  -4-  pg  COS  a        '  ^  ' 

Cette  dernière  combinée  avec  (2),  servira  à  déterminer  les  angles  a 
et  p  qui  correspondent  aux  plus  grands  et  aux  moindres  rayons  de 
«ourbure,  et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p,  celui-ci 
sera  complètement  déterminé.  L'élimination  de  a  et  de  p  peut  se  faire 
plus  facilement  comme  il  suit  :  Multiplions  les  deux  membres  de 

l'équation  (3)  par r  et  ajoutons  l'unité  de  part  et  d'autre  ;  en 

réduisant  au  même  dénominateur  et  en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (â),  on  trouve 

*  cos  Ô -*- «  cos  a 
(r  cos^a  -4-  28  cos  a  cos  6  -4-  I  cos'6)  = ,,        ^ , 

(i  -4-  7*)  cos  P  -h  pg  cos  a 

ou  bien ,  en  se  rappelant  la  valeur  de  p  et  en  représentant  j/i  -*-  p*  -h  ç* 
par  A, 

cos  a 


t-t-  «■ 


A      (  cos  p  -4-  s  cos  a  cos  p 

et  ^  cause  de  (5), 


P         (1  H-  Q*)  cos  Ô  -4-  pfif  cos  a        .  .  cos  a 

^        '^^  cos  p 


.(4) 


cos  a 
t-4-  r 


A r  cos  a  —  s  cos  p  cos  p 


.(S) 


P         (i  -4-p*)  COSa -H  po  COSÔ  ,.  .,  COSa 

pç -4-(i  -Hûr«) 

^^      ^        ^'cosp 

En  éliminant  — -  entre  ces  équations,  il  vient,  après  avoir  remis 
pour  h  sa  valeur, 


(r(  —  ««)  p»  —  p  j/i  -+-  p«  ^  9»  t  (^  -»-P*)«-^0  -^7*)r  — 2pg«{ 
dont  les  deux  racines  font  connaître  le  plus  grand  et  le  moindre  rayon 
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de  courbure  des  sections  normales  faites  autour  du  point  M,  en  fonc- 
tion des  coordonnées  x,  y  de  ce  point.  Ces  droites  se  nomment  rayons 
de  courbure  principaux.  Les  valeurs  de  a  et  de  ^  qui  fixent  la  direc- 
tion de  la  plus  grande  et  de  la  moindre  courbure  s'obtiennent  en 
résolvant  par  rapport  à  cos  a  et  cos  p  les  deux  équations  (â)  et  (4  , 
après  avoir  remplacé  p  par  Tune  ou   Tautre  des  deux  racines. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  se  déterminent  par  la  remar- 
que que  les  cosinus  des  angles  du  rayon  de  courbure  ou  de  la  normale 

avec  les  axes  étant  —       ^       — >  ^  et  ^ 

(/i  -!-/>*-♦-  9*     j/i  4-  p*  -*-  qf*     j/i  H-  p*  -4-  qf* 

les  projections  du  rayon  sur  les  axes  sont  — —  »  '^    ^ 

—  p 

;   et  comme  les  coordonnées  de  Tune  des  extrémités 

j/i  4-  p*  -*-  q* 

sont  X,  y,  z^  les  coordonnées  /,  m,  n  de  l'autre  extrémité  ou  du 

centre,  sont  : 

PI ^-.,^ 7P 


l  =  x-\ —  >    m  =  y-*- 


l/i  -f-p*-*-7*  V/i  -H  p*  -i-  qf« 


n  =  «- 


l/i  H-  p*  -H  g* 


Une  élimination  de  x,  y^  z  entre  ces  trois  équations  et  celle  de  la 
surface  conduirait  à  l'équation  en  I,  m  et  n  du  lieu  des  centres  de 
courbure. 

154.  Propriétés  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites 
autour  d'un  point  d'une  surface,  —  On  déduit  des  formules  précé- 
dentes les  lois  suivant  lesquelles  varient  autour  d'un  point  M  d'une 
surface,  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  ;  en  effet,  trans- 
portons l'origine  des  coordonnées  en  ce  point  et  prenons  pour  plan 
des  XT',  le  plan  tangent  à  la  surface  et  pour  axe  des  Z',  la  normale. 
En  désignant  par  x'  y'  z'  les  coordonnées  rapportées  à  ces  nouveaux 
axes,  on  aura  encore  pour  expression  du  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  autour  d'un  point  (x'  y*  z^), 


P  = 


r'  cos*«  -H  2«'  cos  a  cos  p  -H  t'  C08*P 
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et  si  ce  point  est  Torigine  même  des  coordonnées ,  il  faudra  égaler 
x',  y'  et  z'  à  zéro,  et  comme  les  plans  des  X'Z'  et  des  Y'Z'  coupent  la 
surface  donnée  suivant  les  sections  normales  MB  et  MB'  (fig.  26)  qui 
sont,  comme  on  sait,  tangentes  aux  droites  MX'  et  MY'  renfermées  dans 
le  plan  tangent  X'Y',  les  dérivées  partielles,  à  cause  de  leur  significa- 
tion géométrique ,  seront  nulles  au  point  M.  L'expression  du  rayon  de 
courbure  de  la  section  MG  déterminée  par  le  plan  normal  ZUT , 
deviendra  donc 

1 

p  - — y 

rj cos*a  -+-  âso'  cos a  cos p  -4-  tj cos* j5 

d^z'       dV       d*z' 
r/,  8o\  tj  étant  ce  que  deviennent  r',  $\  i*  ou  -r-~»     ,  ,.  ,»  -7-;^  au 

ax'*     rfx'rfy'     ay  * 

point  M  pour  lequel  x  et  y'  sont  nuls,  a,  p  et  7  sont  les  angles  TMX', 

TMY'  et  TMZ'  formés  par  la  tangente  MT  à  la  section  MC  avec  les 

trois  axes.  Gomme  cette  tangente  est  contenue  dans  le  plan  des  X'  Y', 

7  est  droit  et  Ton  a 

cos*a -4- cos'p=  1     d'où     cosp=sina 

et  par  conséquent  la  valeur  de  p  devient 

\ 

p  —  — — — — —  ■  ■  . 

To'cos*»  -*-  S^o'cosasin  a  -+-  Csin*a 
Pour  les  sections  MB  et  MB'  on  a 

i  TT  i 

«  =  0,    p  =  —  et  a  =  -,    P=jT- 

Si  Ton  cherche  la  valeur  de  a  qui  rend  p  maximum  ou  minimum,  on 
trouve 


Gomme  les  arcs  2a  et  2a  +  tt  ont  la  même  tangente,  on  voit  que  a  dans 

cette  dernière  équation  a  deux  valeurs  a  et  a  -*-  -  et  Ton  reconnait  que 

Tune  de  ces  valeurs  correspond  h  un  maximum  et  Tautre  à  un  mini- 
mum ,  ce  qui  prouve  que  les  sections  de  plus  grande  et  de  plus  petite 
courbure  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Faisons  coïncider  les  plans  des  X'  Z'  et  des  Y'Z'  avec  les  sections  de 
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plus  grande  et  de  plus  petite  courbure  ;  il  faut,  pour  cela ,  faire  en  sorte 
que  la  valeur  précédente  de  a  soit  nulle ,  ce  qui  exige  que  So  ==  0. 
L'expression  du  rayon  de  courbure  d*une  section  quelconque  se  réduit 
alors  à 

i 

^       r/cos*a  -*-  Csin*a 

En  représentant  par  p'  et  p^'  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  qui 
correspond  à  a  nul  et  à  a  égal  à  un  angle  droit,  on  trouve 

i  \ 

valeurs  qui  font  prendre  à  l'expression  générale  d'un  rayon  de  cour- 
bure la  forme  suivante  : 

p'p" 
^""p'sin*«-*-p"cos'a ^^^* 

celle-«i  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  quelconque 
en  fonction  des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  et  fait  con- 
naître la  loi  suivant  laquelle  les  rayons  de  courbure  varient  autour 
d'un  même  point.  Il  est  à  remarquer  qui;  p'  et  p"  sont  les  valeurs  algé- 
briques des  rayons  de  courbure,  et  sont  par  conséquent  de  même 
signe  ou  de  signe  contraire  suivant  que  les  deux  sections  principales 
ont  leur  concavité  tournée  dans  le  même  sens  ou  en  sens  inverse. 

135.  Ombilics.  —  Si  pour  un  certain  point  de  la  surface,  les  deux 
rayons  de  courbure  principaux,  p'  et  p"  étaient  égaux  et  de  même  signe, 
il  est  visible  que  toutes  les  courbures  autour  de  ce  point  seraient  éga- 
les, puisque  l'équation  se  réduirait  à  la  suivante 

,  p"  , 

p'  (cos*  a  H-  sin*  a)       ^  ' 

Un  semblable  point  situé  sur  une  surface  se  nomme  ombilic.  Pour 
le  déterminer,  quand  il  existe ,  il  suffit  de  remarquer  que  l'on  a  en 
général  (N"  131  et  135) 


j/l  -*-  p«  -+-  7* 

p=  : 


r  cos*  a  -*-  2«  cos  a  cos  p  -♦-  t  cos*  p 
1  =  (1  -H  p«)  cos*  a  -4-  ^pq  cos  a  cos  p  -*-  (1  -*-  q^)  cos*  p. 
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En  multipliant  membre  à  membre  ces  deux  équations ,  on  peut  mettre 
la  valeur  p  sous  la  forme 

ipq    cosp      /i -*- ç*\cos*p 
1  -»- p*  cos a      \i  -^ p^J cos*  a 
^  s  cos  (3      *  cos*  S 
r  cos  a      r  cos*  a 


p  ===  j/i-+-p*-+-^ 


et  comme  on  vient  de  voir  que  tous  les  rayons  de  courbure  sont  égaux 
en  ces  points  y  cette  valeur  doit  être  indépendante  de  cos  a  et  cos  p  y 
ce  qui  aura  lieu ,  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  identiques 
ou  si  Ton  a 

ûf*  ,  .  1  -4-  »•        Oûf        1  -4-  ûf* 

-^->   ou  bien   i-=i-i  =  — --^  . 

p*  r  8  t 

Cette  double  équation ,  jointe  à  celle  de  la  surface ,  servira  h  détermi- 
ner les  coordonnées  de  l'ombilic.  En  applicant  ces  formules  à  Tellip- 
solde ,  dans  lequel  les  axes  sont  a  ^  6  >  c ,  on  trouve  pour  coordon- 
nées des  quatre  ombilics  y 


/o*  —  6*  /¥ 


—  c' 


63 

et  pour  rayon  de  courbure  en  ce  point ,  —  • 

i36.  Propriétés  générales  des  surfaces  relatives  à  leur  courbure.  — 
Il  résulte  des  propriétés  des  rayons  de  courbure  des  sections  normales 
démontrées  plus  haut,  que  si  deux  surfaces  quelconques  qui  se 
touchent  en  un  point  ont  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  iden- 
tiques deux  à  deux,  toutes  les  autres  sections  normales  ou  obliques  faites 
autour  de  ces  points  auront  aussi  des  courbures  égales  de  part  et 
d'autre,  puisque  ces  dernières  courbures  ne  dépendent  que  des  deux 
courbures  principales.  D'où  il  suit  que  des  portions  infiniment  petites 
des  deux  surfaces  prises  autour  de  ces  points  sont  sensiblement  iden- 
tiques. Il  résulte  aussi  de  là  qu'une  portion  très  petite  d'une  surface 
quelconque  prise  autour  d'un  point  pour  lequel  on  connaît  les  deux 
courbures  principales ,  peut  toujours  être  considérée  comme  engendrée 
par  la  rotation  d'un  arc  de  cercle  autour  d'une  droite  renfermée  dans 
son  plan,  de  la  manière  suivante  :  après  avoir  tracé  un  arc  de  cercle 
a  b  (fig.  27)  avec  l'un  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  o  m, 
on  portera  sur  le  diamètre  passant  par  le  milieu  m  de  l'arc  et  à  partir 
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de  ce  point,  une  longueur  mc^  égale  à  l'autre  rayon  de  courbure; 
puis  on  élèvera  une  perpendiculaire  de  au  diamètre  et  l'on  fera 
tourner  Tare  autour  de  cette  perpendiculaire.  Il  est  visible  en  effet 
que  la  surface  engendrée  aura  pour  sections  principales  deux  cercles 
dont  les  rayons  seront  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  donnés. 
On  voit  aussi  que  Téquation  (i)  mise  sous  la  forme 

i  cos*«      8in*a^ 

P  P  P 

donne  pour  le  rayon  de  courbure  'p  d'une  seconde  section  perpendicu- 
laire à  la  précédente, 

i       i  1  i  i 

-  =  -  cos*(l''-f-  a)  -4-  —  sin*(i''-f-  a)==-sin*a  -♦- --  cos*a, 
p       p  p  p  p 


d'où  il  résulte  que 


1      i       1       i 

F     p    e     p 


c'est-À-Hlire  que  la  somme  algébrique  des  inverses  des  rayons  de  cour- 
bure de  deux  sections  orthogonales  quelconques  est  constante  pour  un 
même  point  d'une  surface. 

io7.  Indicatrice,  —  On  conclut  aussi  de  l'équation  (i),  que  si  l'on 
porte  sur  toutes  les  tangentes  MT  (fig.  26),  à  partir  du  point  M ,  des 
longueurs  Ma  proportionnelles  à  la  racine  carrée  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  correspondante  MG ,  le  lieu  géométrique  des  extré- 
mités a  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  pour  centre  le 
point  M ,  et  pour  axes ,  les  droites  MX'  et  M  Y',  représentant  les  direc- 
tions des  sections  principales;  en  effet,  si  (x,  y)  sont  les  coordonnées 
de  a ,  on  aura 

a;=:Macosay    y=:Masina,     Ma.s=/V/p, 
/  étant  un  coefficient  constant  arbitraire.  On  tire  de  là 

X  Xi 

COS  a  = >     sin  a  =  -^-—  > 

iV}  li^P 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i) ,  il  vient 

^ i ^  l^p 

To'cos^a  -♦-  to  sin*«      r/x*  -f-  fo'y*' 
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d'où 

i  i 

To'x* -h  fo'y*  =  P,     ou  bien    -x*h-— y*  =  /*, 

P  P 

équation  qui  appartient  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole,  sui- 
vant que  p'  et  p"  sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire,  c'est^ 
à-dire  suivant  que  les  deux  sections  principales  ont  leur  concavité 
tournée  dans  le  même  sens  ou  en  sens  inverse.  Cette  courbe  est 
commode  pour  peindre  aux  yeux  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  cour- 
bure des  sections  normales  faites  autour  d*un  point  d'une  surface 
quelconque. 

La  courbe  qu'on  vient  de  déterminer  et  qu'il  faut  concevoir  tracée 
sur  chaque  plan  tangent  autour  du  point  de  contact,  se  confond ,  quand 
on  lui  donne  des  dimensions  très  petites,  ou  quand  on  prend  l  très 
petit,  avec  la  section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  et  infiniment  peu  distant  de  celui-ci.  En  effet,  soit 
l'équation  de  la  surface 

rapportée ,  comme  au  N"*  i  34 ,  &  trois  axes  rectangulaires ,  l'origine 
étant  placée  en  un  point  de  la  surface  et  l'axe  des  Z  se  confondant  avec 
la  normale.  Développons  f  (x,  y)  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X  et  y  ;  la  formule  de  Maclaurin  donne 


(: 


^lA-'^''- 


ou  bien ,  en  laissant  à  po,  qj^  n^  Soy  tj  leur  ancienne  signification,  et 
en  remarquant  que  /ô,  c'est-à-dire  /"(x,  y)  quand  on  y  fait  x  et  y  nuls, 
est  lui-même  nul ,  puisque  la  surface  passe  par  l'origine, 

X*  XV  V* 

équation  qui  se  réduit  à 

X*  XV  V* 
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parce  que  les  axes  des  X  et  des  Y  étant  tangents  aux  sections  MA  et 
MB  de  la  surface  par  les  plans  des  XZ  et  des  YZ ,  les  dérivées  partielles 

pj  et  qo  sont  nulles.  En  prenant  z  égal  à  une  constante  -  P,  a:  et  y 

Jâ 

seront  évidemment  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  de  Tinter- 
section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  distant 

i  i 

de  5  /*.  Or,  en  prenant  -  /*  très  petit,  la  courbe  d'intersection  sera 

dans  toute  son  étendue  peu  distante  du  point  de  contact,  si  la  surface 
est  entièrement  concave  autour  du  point  M  et  alors  x  et  y  seront  très 
petits  pour  tous  les  points  de  la  courbe ,  les  termes  en  x',  y'  etc. 
pourront  être  négligés  devant  les  termes  en  x*,  y*,  xy  et  Téquation 
de  la  courbe  se  réduit  h 


rj  x«  -f-  2So'xy  -*-  e<,'y*  =  /*. 

Quand  la  surface  est  pénétrée  par  le  plan  tangent ,  la  courbe  d'inter- 
section a  des  branches  qui  se  prolongent  indéfiniment  ;  mais  si  Ton 
ne  considère  que  la  partie  de  cette  ligne  d'intersection  placée  dans  le 
voisinage  du  point  de  contact ,  c'est-à-dire ,  si  on  suppose  que  x  et  y 
restent  très  petits ,  on  pourra  encore  se  borner  aux  termes  de  seconde 
puissance  en  x  et  y  et  l'on  sera  conduit  k  la  même  équation  que  plus 
haut ,  équation  qui  représente  donc  dans  tous  les  cas  et  d'une  manière 
approchée  la  section*  faite  dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  un 
plan  tangent  et  très  peu  distant  de  celle-ci.  Cette  équation  appartient 
à  une  courbe  du  second  degré ,  qui  se  confond  avec  celle  trouvée  plus 
haut ,  car  si  on  prend  l'axe  des  X ,  qui  jusqu'ici  est  resté  arbitraire , 
de  manière  que  le  coefficient  sô  de  xy  soit  nul,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  de  manière  que  la  courbe  soit  rapportée  à  ses  axes, 
l'équation  se  confondra  identiquement  avec  celle  trouvée  pour  l'autre 
courbe. 

La  courbe  qu'on  vient  de  déterminer,  a  été  ^nommée  indicatrice; 
elle  peut  servir  à  démontrer  fort  simplement,  mais  d'une  manière  peu 
rigoureuse,  les  propriétés  des  rayons  de  courbure. 

138.  Lignes  de  courbure.  Propriété  de  ces  lignes.  —  On  appelle 
ligne  de  courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surface  donnée,  de  ma- 
nière qu'en  chaque  point  la  courbe  soit  tangente  à  la  section  de 
courbure  principale  de  la  surface.  On  a  vu  (N**  455)  qu'en  dési- 
gnant par  ot,  ^,  7  les  angles  formés  par  la  tangente  à   la  section 
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principale  au  point  (x,  y,  r),  ces  angles  doivent  satisfaire  à  l'équation 

(i  H-  p*)  cos  a  -\-  pq  cos  p      (i  -4-  qr*)  cos  P  -^  pq  cos  a 
r  cos  a  H-  s  cos  p  f  cos  j3  -4-  s  cos  a         ' 

Ja  direction  de  la  tangente  h  la  ligne  de  courbure  au  même  point  doit 

donc  vérifier  cette  même  équation  et  comme  ces  cosinus  sont  donnés 

dx      dy 
par  —  et  -p- ,  il  en  résulte  que  dans  toute  l'étendue  d'une  ligne  de 

courbure  on  doit  avoir 

(i  -♦-  p*)dx  -^  pqdy (i  -♦-  q^)  dy  -4-  pqdx 

rdx  -^  sdy  tdy  -♦-  sdx 

Cette  équation  différentielle  jointe  à  celle  de  la  surface  forme  les  deux 
équations  de  la  ligne  cherchée.  On  sait  qu'en  chaque  point  il  y  a  deux 
sections  principales  se  croisant  à  angle  droit  ;  d'où  il  résulte  que  par 
chaque  point  d'une  surface ,  il  passe  deux  lignes  de  courbure  se  cou- 
pant sous  un  angle  droit. 

Les  lignes  de  courbure  jouissent  d'une  propriété  importante  qui  a 
été  mise  à  profit  dans  la  géométrie  descriptive  pour  la  coupe  des  pier- 
res. Si  sur  une  surface  donnée  on  trace  une  courbe  arbitraire  et  qu'en 
chacun  de  ses  points  on  élève  une  normale  k  la  surface ,  l'ensemble  de 
ces  normales  formera  une  surface  réglée  qui,  en  général,  sera  une 
surface  gauche,  et  celle-ci  sera  une  surface  développable  lorsque  la 
courbe  tracée  est  une  ligne  de  courbure.  Pour  le  reconnaître ,  il  suffit 
de  démontrer  qu'alors  deux  normales  consécutives  se  rencontrent.  Or 
les  équations  d'une  normale  à  la  surface  au  point  (x,  y,  z)  sont 

x'  —  x  =  —  p(s'  —  z),    y'  —  y^  —  qi^  —  z) 

et  les  équations  de  la  normale  au  point  (x  -*-  rfx,  y  -*-  dy,  z  -*-  dz)  dis- 
tant du  premier  d'un  élément  ds  sur  la  ligne  de  courbure ,  sont  : 

x'  —  X  —  dx  =  —  (p  -+-  dp)  (2'  —  z  —  dz) , 
y'  —  y  —  dy  =  —  (ç  -4-  dqf)  (z'  —  z  —  dz). 

La  condition  pour  qu'il  y  ait  rencontre  entre  ces  deux  droites  est 
donc 

dx  -y-pdz       dy  -4-  qdz 
dp  dq 
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équation  qui  se  confond  avec  celle  trouvée  plus  haut  pour  la  ligne  de 
courbure,  quand  on  aura  remplacé  dz^  dp^  dq  par  leur  valeur 

dz  =  pdx  -^  qdy ,     dp  =  rdx  -+-  sdy ,     dq  =  sdx  -¥-  tdy. 

11  est  à  remarquer  que  la  rencontre  de  deux  normales  consécutives 
ne  parait  rigoureuse  que  parce  que ,  conformément  à  Tesprit  du  calcul 
différentiel ,  on  a  négligé  dans  les  valeurs  de  dz,  dp,  dq,  les  infini- 
ment petits  des  ordres  supérieurs  donnés  par  le  développement  de 
Taylor,  en  ne  conservant  que  les  infiniment  petits  du  premier  ordre. 
Sans  cette  circonstance ,  on  reconnaîtrait  que  deux  normales  séparées 
par  rélément  ds  ne  se  rencontrent  pas ,  mais  sont  distantes  d*un  infini- 
ment petit  du  second  ordre.  Ce  n*est  en  général  que  dans  les  surfaces 
de  révolution  que  cette  rencontre  a  lieu  d'une  manière  absolue. 

En  éliminant  x,  y,  z  entre  les  équations  des  deux  normales  consé- 
cutives et  les  équations  de  la  ligne  de  courbure,  on  trouvera  les 
deux  équations  du  lieu  géométrique  de  ces  points  de  rencontre ,  qui 
sont  les  arêtes  de  rebroussement  de  la  surface  développable  et  si  Ton 
rabat  cette  surface  dans  un  plan ,  la  ligne  de  courbure  sera  la  déve- 
loppante de  l'arête  de  rebroussement ,  puisque  toutes  les  tangentes  à 
celle-ci  restent  pendant  le  rabattement,  perpendiculaires  aux  éléments 
de  la  ligne  de  courbure. 

La  propriété  des  lignes  de  courbure,  qu'on  vient  de  reconnaître ,  se 
démontre  fort  simplement  au  moyen  de  l'indicatrice,  considérée 
œmmc  facette  ou  élément  de  la  surface,  en  remarquant  que,  comme 
celle-ci  est  une  courbe  du  second  degré  dont  les  axes  représentent 
les  directions  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure,  il  résulte 
de  la  symétrie  de  cette  courbe  de  chaque  côté  de  ses  deux  axes,  qu'une 
normale  à  la  surface  en  un  point  situé  sur  l'un  des  axes  doit  avoir 
une  direction  symétrique  par  rapport  aux  deux  moitiés  de  la  courbe, 
et  que  par  conséquent  elle  doit  être  contenue  dans  le  plan  normal  à 
la  surface  et  passant  par  cet  axe.  Or,  ce  plan  normal  contient  néces- 
sairement la  normale  du  centre  de  l'indicatrice;  ces  deux  normales 
auront  donc  un  point  de  rencontre. 

139.  Lignes  de  courbure  dans  les  surfaces  de  révolution.  —  Il  nous 
resterait  encore  à  déterminer  l'équation  de  la  ligne  de  courbure  pas- 
sant par  un  point  donné  sur  une  surface;  mais  ce  problème,  sur 
lequel  nous  reviendrons,  est  du  ressort  du  calcul  intégral.  Bornons- 
nous  pour  le  moment  à  remarquer  que  dans  une  surface  de  révolution, 
la  courbe  génératrice  ou  le  méridien  est  toujours  une  ligne  de  cour- 
bure ,  puisque  toutes  les  normales  d'un  même  méridien ,  étant  rcn- 
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fermées  dans  le  plan  de  cette  courbe  passant  par  Taxe ,  doivent  néces- 
sairement se  rencontrer.  Ces  méridiens  forment  aussi  des  sections 
principales,  car  la  section  principale  au  point  M  (fig.  28)  doit  ren- 
fermer la  normale  MB  qui  coupe  Taxe  AO  et  avoir  rélcment  MM'  com- 
mun avec  la  ligne  de  courbure ,  ce  qui  exige  que  cette  section  passe 
par  Taxe  ÂO.  La  seconde  ligne  de  courbure  passant  par  le  point  M,  est 
la  circonférence  du  cercle  perpendiculaire  à  Taxe  ou  le  parallèle  MN , 
puisque  les  normales  consécutives  MB,  mB,  m'B....  se  coupent  évi- 
demment en  B,  par  suite  de  la  symétrie  de  la  surface  autour  de  son 
axe  de  révolution.  Il  est  à  remarquer  que  ce  parallèle  MN  passant 
par  M ,  n*est  pas  la  seconde  section  principale  de  ce  point,  puisque 
celle-ci  doit  contenir  la  normale  MB.  Cette  seclion  principale  est  la 
courbe  plane  MCN'  dont  le  plan  passe  par  la  normale  MB  et  qui  est 
tangente,  en  M,  au  cercle  MN.  Comme  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  oblique  MN  est  le  rayon  MO',  le  rayon  de  courbure  de  la  sec- 

MO' 

tion  normale  MN' sera  exprimé  par îrrïTr,»   (Voir  le  N«  431),  c'esl- 

'^         '^     cos  BMO  ' 

à-dire  qu'il  est  représenté  par  la  normale  MB. 

440.  Surfaces  enveloppes.  —  La  théorie  des  courbes  enveloppes 
peut  être  étendue  aux  surfaces;  soit  en  effet 

/•(x,y,z,«)  =  0 (l) 

réquation  d'une  surface,  renfermant  un  paramètre  a.  L'équation 

/•(x,y,^,a-f-£)  =  0 (2) 

appartiendra  h  une  autre  surface  de  la  même  nature  que  la  première 
mais  dans  laquelle  a  aura  pris  un  accroissement  c ,  et  le  système  de 
ces  équations  représentera  la  ligne  d'intersection  de  la  surface  carac- 
térisée par  chaque  valeur  particulière  attribuée  à  a ,  et  de  la  surface 
caractérisée  par  a  -♦-  e.  Or  si  on  élimine  a  entre  elles ,  les  (x,  y,  z) 
contenus  dans  l'équation  finale ,  que  nous  désignerons  par 

F(x,y,  «,£)  =  0, 

appartiendront  encore  h  l'intersection  des  deux  surfaces  caractérisées 
par  a  et  a  -♦-  g;  mais  comme  a  a  disparu,  ces  coordonnées  appartien- 
dront h  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques  dans  lesquelles  le 
paramètre  différera  de  f ,  c'estnà-dire  que  si  l'on  trace  dans  l'espace 
toutes  les  surfaces  que  peut  représenter 

f{x,y,z,  a)  =  0, 
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tandis  que  a  prend  toutes  les  valeurs  constantes  possibles ,  Téquation 
finale 

F(a;,  </,z,  e)==0 

appartiendra  à  la  surface,  lieu  géométrique  de  toutes  les  ligues  d'in- 
tersection successive  de  chacune  des  premières  surfaces ,  par  celle  pour 
laquelle  le  paramètre  est  supérieur  d'une  quantité  e.  Si  ensuite  on  y 
fait  converger  e  vers  zéro ,  l'équation 

F(x,y,z)  =  0 

appartiendra  à  la  surface  qui  forme  la  limite  des  lieux  géométriques 
de  ces  intersections.  Au  point  de  vue  des  infiniment  petits,  si  on  fait 
croître  a  par  intervalles  e  assez  petits  pour  être  négligeables ,  l'équa- 
tion 

appartiendra  au  lieu  géométrique  de  toutes  les  intersections  de  chaque 
surface  par  celle  qui  la  suit  immédiatement. 

11  est  à  remarquer  que  cette  dernière  équation  s'obtient  en  élimi- 
nant a  entre  (i)  et  la  dérivée  prise  par  rapport  à  a  ou 

m^l^2llA=0; (3) 

car  l'équation  (2)  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante,  en  faisant 
usage  du  théorème  sur  la  limite  de  la  série  de  Taylor, 

A^.y,^,«)-^    '^  ^\jl ^5  =  0, 

et  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)  deviendra 

f(x,y,z,a)  =  0    et      '^  '^'^^ ^=0 

qui  se  réduisent  à 

/•(x,y,z,a)  =  0    et    'V>li^fli!)=o 
lorsque  e  s'évanouit. 
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La  surface  limite  qu'on  vient  de  déterminer  jouit  de  la  propriété 
d'être  tangente  à  chacune  de  celles  que  peut  représenter 

et  pour  chacune  d'elles  le  contact  a  lieu  le  long  de  la  courbe  qui  a 
pour  équations 

f[^yyy^y^)=    et    -£  =  ^\ 

en  effet,  si  en  un  point  (x,  y,  z)  de  la  courbe  qui  forme  l'intersection 
des  deux  surfaces  consécutives ,  on  mène  un  plan  tangent  à  (i) ,  l'équa- 
tion de  ce  plan  sera,  x\  y\  z'  étant  ses  coordonnées  courantes, 

z'— x=p(x'— x)  -*-ç(y— y), 

dans  laquelle  »  et  o  sont  les  valeurs  de  -^  et  -r-  tirées  de  (i),  c'est-à- 

dx     dy 

dire 


dfix,  y,  2,  a) 
dx 

df{x,y,z,a) 

df{x,y,z,ay     ^ 
dz 

df{x,  y,  z,  a) 
dz 

D'un  autre  côté,  si  au  même  point  (x,  y,  z)  on  mène  un  plan  tangent 
à  la  surface  limite,  son  équation  sera  de  même  forme,  si  ce  n'est  que 
p  et  y  devront  être  tirés  de  l'équation  de  cette  dernière,  c'est-à-dire, 
de  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  a  entre 

A.,y,z,a)  =  0    et    ^l(Wil)==o; 

or,  au  lieu  d'effectuer  d'abord  l'élimination,  il  est  visible  qu'on  trou- 
vera la  même  valeur  pour  p  ou  -^ ,  par  exemple ,  en  la  tirant  de  la 

première  équation ,  pourvu  que  l'on  y  considère  a  comme  étant  une 
fonction  de  x,  f/,  z  donnée  par  la  seconde.  11  vient  alors  ,  en  dériva ntv 
par  rapport  à  x, 

fff{x,y,z,ct)   ^  df{x,y,z,t)dz   ^  df(x,y,z,  a)  d^  ^^ 
dx  dz  dx  doL  dx         ' 
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(jiii  se  réduit,  h  cause  de  (5),  h 

df[^y  y»  ^»  «)       df{^^  Vf  ^»  «)  dz 


dx  dz  dx 


=  0, 


dz 
d'où  l'on  tire  pour-r-ou  p  une  valeur  identiquement  semblable  à  celle 
dx 

trouvée  pour  l'autre  plan  tangent.  Gomme  il  en  est  de  même  de  la 
valeur  de  f/,  on  en  conclut  que  les  deux  plans  tangents  se  confondent 
et  que  par  conséquent  les  surfaces  variables  sont  touchées  par  la  sur- 
face limite  appelée  par  cette  raison ,  surface  enveloppe.  Les  courbes  de 
pénétration  de  deux  surfaces  consécutives ,  qui  ne  sont  autres  que  des 
courbes  de  contact,  prennent  le  nom  de  caractéristiques.  Si  dans  les 
deux  équations  de  Tune  de  ces  lignes ,  savoir, 

on  fait  varier  le  paramètre  a  d'une  manière  continue ,  celles-ci  repré- 
senteront une  suite  de  courbes  tracées  sur  la  surface  enveloppe  et  se 
succédant  d'une  manière  continue.  La  courbe  tracée  sur  la  surface 
enveloppe,  qui  touche  toutes  les  caractéristiques,  est  nommée  arête 
de  rebroussement.  Cette  courbe  se  détermine  en  remarquant  que  si 
dans  la  seconde  équation  de  la  caractéristique  on  remplace  z  par  sa 
valeur  tirée  de  la  première ,  on  trouvera  l'équation  de  la  projection 
dans  le  plan  XY  de  la  caractéristique.  La  courbe  enveloppe  de  toutes 
ces   projections  est   donnée,    comme    on   sait,   par  le  système  des 

deux  équations  formées  de-~  =  0  et  de  la  dérivée  -p  par  rapport  à 

a,  égalée  à  zéro.  Or  cette  dérivée,  en  considérant  z  comme  une  fonc- 
tion de  a  donnée  par  l'équation  /'(x,  y,  jz,  a)  =  0,  est 

da*       dz  doL 

r,  .     ,    d^f       ^      ,       ,   ,.       d^flx.y.z.a) 
équation   qui  se  réduit  à  -r^  =  0,  c'est-à-dire      '  ^  /!        ^  =  0, 

if 

parce  que  la  première  équation  de  la  caractéristique  donne  j-= r^. 

rfa  df 

Tz 
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valeur  qui  est  nulle  puisque  -^  est  nul.  11  est  visible  que  l'enveloppe 

des  projections  des  caractéristiques  est  elle-même  la  projection  de  la 
courbe  que  nous  avons  appelée  arête  de  rebrousscment.  Cette  der- 
nière courbe  est  donc  donnée  par  les  deux  équations 

da  da^ 

i"  exemple.  Trouver  l'équation  de  la  êurface  enveloppe  d'une 
sphère  mobile  dont  le  centre  parcourt  la  circonférence  d'un  cercle 
donné.  Prenant  le  plan  du  cercle  pour  plan  des  XY,  on  aura  pour 
son  équation 

y'«H-x'*=a«....(i) 

et  réquation  de  la  sphère  dans  Tune  de  ses  positions  sera 

(x  — aO«-f.(y— y7-+-z«  =  r« (2) 

Si  Ton  élimine  y'  entre  les  deux  équations ,  on  trouvera  une  équation 
finale  dans  laquelle  x'  tiendra  lieu  du  paramètre  variable  a  ;  prenons 
donc  la  dérivée  de  (2),  en  considérant  y'  comme  fonction  de  x'  donnée 
par  réquation  (i);  il  viendra 

mais  l'équation  (1)  donne 

«fy'__x' 
dx'  y'' 

la  dérivée  devient  donc 

(X  — x')y'  — (y  — yV^O, 
ou  bien 

xy'-'yxf  =  0 (5). 

En  éliminant  x'  et  y'  entre  (i),  (2)  et  (5),  on  trouve  pour  la  surface 
enveloppe 

(x*  -f-  y*  -+-  z*  "♦-  a*  —  r')*  =  4a'  (x*  -*-  y*). 

2«  exemple.  Trouver  la  surface  enveloppe  de  tous  les  plans  tnetiés 
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tangentiellement  à  deux  paraboles  renfermées  dam  les  plans  des  XZ 
et  des  YZ.  Soit 

z=  ax  -¥-  by  -^  c 

réquation  du  plan  dans  l'une  de  ses  positions.  Ses  traces  seront  don- 
nées par  les  équations 

z  =  ax  -h  c    et    z  =  by  -^c. 

Ces  droites  doivent  être  tangentes  aux  deux  paraboles 

i«  =  2px,    i:»  =  2p'y; 

si  donc  on  désigne  par  (x',  «')  et  (y",  z")  les  coordonnées  des  deux 
points  de  contact  ;  comme  Téquation  de  chaque  tangente  est 

on  devra  avoir 

A  c^use  des  relations 

2'*  =  2px',     «"«  =  2py', 

la  double  valeur  de  c  devient 

z'      z" 
c  =  -  =  —  et  par  conséquent  z'  =  z". 

L'équation  du  plan  mobile  prend  donc  la  forme 

px      p'y      z' 

dans  laquelle  la  constante  z'  change  de  valeur  avec  la  position  du  plan. 
En  éliminant  z'  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  prise  par  rapport 
à  2^,  on  trouve  pour  la  surface  enveloppe 

z*  =  2px  -♦-  2p'y , 

qui  appartient  à  une  surface  cylindrique  à  base  parabolique. 

Comme  les  génératrices,  qui  ici  tiennent  lieu  de  caractéristique, 
sont  paralëllcs  entre  elles ,  il  est  visible  qu'il  n'y  a  pas  d'arête  de  re- 
broussement. 

50 
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3'  exemple.  Trouver  la  surface  enveloppe  de  toits  les  ellipsoïdes 
concentriques  équivalents ,  de  révolution  autour  de  l'axe  des  Z.  On 
trouve  pour  solution  la  surface  de  révolution  ayant  pour  équation 

m 

^         z 

dans  laquelle  m  est  une  constante.  Si  la  somme  des  axes  devait  être 
constante,  dans  ces  ellipsoïdes  de  révolution ,  Tcnveloppe  aurait  pour 
équation 
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Objet  du  calcul  intégral.  —  Existence  de  Tintégrale  d'une  difTérentielle  donnée. 
Constantes  arbitraires  qui  la  complètent.  —  Intégration  par  parties.  —  Inté- 
gration des  différentielles  monômes  algébriques.  —  Intégrales  logarithmiques. 

—  Intégrales  circulaires  et  trigonométriqiies.  —  Intégration  des  différentielles 
trigonoroétriques  ou  exponentielles.  —  Fractions  rationnelles,  leur  décomposi- 
tion et  leur  intégration.  —  Intégration  des  fonctions  algébriques  irrationnelles. 

—  Intégration  des  différentielles  binômes.  —  Formules  de  réduction  des  différen- 
tielles binômes.  —  Intégration  par  les  séries.  —  Construction  géométrique  d'une 
intégrale. 

141.  Objet  du  calcul  intégral.  Existence  de  l'intégrale  d'une  diffé- 
rentielle donnée.  Constantes  arbitraires  qui  la  complètent.  —  On 
appelle  intégration ,  Topera tion  par  laquelle  on  remonte  d'une  dérivée 
donnée  à  sa  fonction  primitive ,  qui  est  dite  l'intégrale  de  la  dérivée. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que,  pour  une  dérivée  quelconque  donnée 
il  existe  nécessairement  une  fonction  qui,  étant  diÊTérentiée ,  repro- 
duit cette  dérivée,  ou,  en  d'autres  termes,  que  toute  dérivée  a  une 
intégrale;  en  effet,  concevons  que  dans  fx  on  donne  à  x,  qu'on  peut 
toujours  considérer  comme  une  abscisse ,  toutes  les  valeurs  possibles 
depuis  X  =  0  jusqu'à  x  =  x,  en  prenant  pour  accroissement  successif 
une  quantité  très  petite  i;  soient  /"(o),  f{t)y  /"(2t),  /"(St"),  /"(ii)...  /"(x), 
les  valeurs  correspondantes  de  fx  ;  portons  à  partir  de  A  (fig.  39)  sur 
l'axe  des  X  des  parties  A  m,  mm\  m'm''....  égales  à  t^  et  élevons  les 
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ordonnées  m6,  m'c^  m"d Prenons  sur  Taxe  des  Y  un  point  arbi- 
traire a  et  menons  af  de  manière  que  cette  droite  fasse  avec  Taxe 
des  X  un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  soit  égale  à  f{o)  ; 
par  le  point  6  où  cette  droite  rencontre  mb,  menons  bt'  dont  Tincli- 
naison  sur  Taxe  des  X  soit  donnée  par  f{i)  ;  par  c  menons  de  même 
et"  fixée  par  /*(2t)  et  ainsi  de  suite.  On  formera  de  cette  manière  un 
polygone  abc  de  ...  et  si  Ton  conçoit  que  Ton  passe  à  la  limite,  en 
faisant  décroître  indéfiniment  t,  le  polygone  sera  remplacé  par  une 
certaine  courbe  dont  l'équation  inconnue  peut  être  mise  sous  la  forme 

et  il  est  visible  que  <fx  est  l'intégrale  de  fx;  car  si  en  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  on  mène  à  celle-ci  une  tangente ,  l'angle  qu'elle 

formera  avec  l'axe  des  X  aura  pour  tangente  -7^  ou  --J—  5   pour  toute 

uX  CvX 

valeur  de  X  y  et  comme  il  résulte  de  la  construction  précédente  que 
cette  tangente  est  aussi  égale  à  /x,  on  aura 

on  voit  donc  que  la  fonction  7  étant  dérivée  reproduit  la  dérivée  don- 
née et  qu'elle  en  est  par  conséquent  l'intégrale.  ^ 

On  arrive  à  la  même  conclusion  sans  considérations  géométriques , 
en  remarquant  que  l'on  a  (N"  5) 

f(x  -i-  h)  —  fx 

j^ ^=/^(x-f-GA), 

dans  laquelle  px  est  la  dérivée  de  fx  et  9  une  certaine  fonction  incon- 
nue de  X  et  de  A  dont  la  valeur  numérique  est  comprise  entre  zéro  et 
l'unité  positive.  Si  donc  on  fait  h  égal  à  — x,  il  vient  en  remplaçant 
i  —  e  par  G', 

fx  =  fo-^  xf  (ô'x) , 

et  comme  fx  est  l'intégrale  de  /*'x,  celte  équation  apprend  que  pour 
former  l'intégrale,  il  faut  multiplier  par  x  la  dérivée,  après  y  avoir 
changé  x  en  O'x ,  et  ajouter  au  produit  le  terme  fo  qui  représente  ce 
que  devient  fx  quand  on  y  rend  x  nul,  c'est-à-dire  une  constante 
indéterminée.  Cette  formule  ne  peut  servir  &  trouver  la  forme  de  l'in- 
tégrale &  cause  de  l'ignorance  où  l'on  est  sur  la  forme  de  la  fonc- 
tion G';  mais  elle  prouve  du  moins  l'existence  de  cette  intégrale. 
Il  est  à  remarquer  qu'à  la  dérivée  fx  correspond  la  différentielle 
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pxdx  dont  la  fonction  primitive  fx  est  aussi  celle  de  f'x,  li  est  donc 
indifférent  de  considérer  fx  comme  la  fonction  primitive  de  la  dérivée 
fx  ou  comme  l'intégrale  de  la  différentielle  pxdx. 

L'intégrale  d'une  différentielle  s'indique  en  faisant  précéder  celle-ci 
du  signe  y  qui  se  nomme  signe  d' intégration  \  l'intégrale  de  fxdx  est 
donc  désignée  par  ffxdx. 

Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  voir  :  i*»  qu'en  différentiant  l'intégrale 
d'une  différentielle  donnée,  on  doit  retrouver  celle-ci;  ^  que  la  dif- 
férentielle d'une  intégrale  ffxdx  qui  n'est  qu'indiquée ,  s'obtient  en 
supprimant  le  signe  y  et  3^  que  l'intégrale  d'une  différentielle  dipxqul 
n'est  qu'indiquée ,  est  ^x  et  s'obtient  en  supprimant  le  d.  Il  est  visi- 
ble aussi  que  l'intégrale  de  fxdx  peut  être  représentée  plus  générale- 
ment ^av  ffxdx  -4-  C,  C  étant  une  constante  entièrement  arbitraire; 
car  la  différentielle  de  cette  somme  est  aussi  fxdx.  Cette  dernière  inté- 
grale se  nomme  intégrale  générale  pour  la  distinguer  de  la  première. 
La  différentielle  fxdx  -^  ¥xdx  —  (fxdx  a  de  même  pour  intégrale 
ffxdx  -♦-  fFxdx  —  f(fxdx  -4-  C ,  car  en  différentiant  cette  dernière 
quantité ,  on  retrouve  la  différentielle  donnée.  Enfin  si  A  est  un  coeflî- 
cienl  constant,  l'intégrale  de  A  fxdx  sera  Affxdx]  car  on  sait  que  la 
différentielle  de  AfX  est  Acf.^x  et  par  conséquent  la  différentielle  de 
Affxdx  est  A  fxdx. 

Ces  diverses  observations  donnent  lieu  aux  règles  suivantes  : 

i*»  Pour  compléter  'l'intégrale  d'une  différentielle  donnée  il  faut  y 
ajouter  une  constante  arbitraire. 

^  L'intégrale  d'une  différentielle  composée  de  plusieurs  termes  se 
compose  des  intégrales  de  chacun  de  ces  termes  pris  avec  son  signe. 

5"  On  peut  faire  sortir  du  signe  d'intégration  un  coefficient  con- 
stant qui  affecte  la  différentielle. 

442.  Intégration  des  différentielles  monômes  algébriques.  —  Occu- 
pons-nous d'abord  des  différentielles  monômes  les  plus  simples.  On 
trouve  les  intégrales  d'un  grand  nombre  d'entre  elles  en  comparant 
les  dérivées  monômes  trouvées  au  commencement  du  calcul  différen- 
tiel, à  leur  fonction  primitive  ;  ainsi  de  ce  que 

d.  z"  =  nz"-*  dz , 
il  résulte  que  l'on  a 

fm""-^  dz^z"" ,     ou     nfz**~^  dz  =  z'', 
d'où 

Il 
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Si  l'on  remplace  n  —  i  par  m ,  il  vient 


y  2*»  dz  = 


7  ' 

m-H  1 


c'est-à-dire  que  pour  intégrer  une  différentielle  de  la  forme  z'^dz,  il 
faut  supprimer  dz^  ajouter  l'unité  à  l'exposant  m  et  diviser  par  ce 
nouvel  exposant. 

Cette  règle  est  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  de  m ,  que  celle-ci  soit 
entière  ou  fractionnaire,  positive  ou  négative,  puisque  la  différentielle 
qui  y  a  conduit  est  générale  ;  on  a  donc 

5 

fx-dx=-y  /l>'x*dx=/x'dx  =  ^=-^^,/odx=a/x«dx=ax. 
n  5         5» 

r«^*j       /■  Ij     2   I    2   /— 

\  —  ax  =  a  / X dx  ^  -  ax  =-  al/ac*. 
(— =/x'*rfx==2x»  =  2l/ï,  (_^=a/x"^rfx 

=  -ax    '  =  — -^, 


K6         \.           X-+*       , 
ax»  -1 c  \dx=^a -r  -*-  6 
X"*       /              n-y-i 


—  ex. 


•m-*-i 


Pour  avoir  Tintégrale  générale,  il  faudra  ajouter  une  constante  arbi- 
traire à  chaque  intégrale.  La  même  règle  sert  à  intégrer  des  différen- 
tielles de  la  forme 

(ax* — 6x"*H-c)^rfx,     ax»  (6x" — ex" — cydx^     axfl  (6x*-hc)''  {ea^-^fydxy 

pourvu  que  les  exposants  p,  f ,  r  soient  des  nombres  entiers  et  positifs; 
car  si  on  développe  ces  puissances  de  polynômes  au  moyen  du  binôme 
de  Newton  et  qu'on  effectue  les  multiplications  indiquées ,  on  réduira 
ces  différentielles  à  une  suite  limitée  de  termes  monômes,  tels  que 
Ax"dx  que  Ton  sait  intégrer.  C'est  ainsi  que  l'on  trouve 

/(ax2  — 6)«rfx=/(a*x*  — 2a6x«-t-6«)dx  =  a«Ç— 2a6^'H-6«x-i.C. 

5  o 

145.  Dans  certains  cas  les  différentielles  de  cette  dernière  forme, 
peuvent  s'intégrer  d'nne  manière  plus  expéditive  et  sans  effectuer  le 
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développement  du  polynôme,  et  par  conséquent,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  l'exposant.  Soit,  par  exemple,  à  intégrer  (ax  —  bydx;  en 
faisant  ax  —  6  égal  à  iz ,  il  vient 

z-^-h       ,        dz 

x-= ,     dx  =  — 

a  a 

et  en  substituant,  on  trouve 

'  '^       a       a"^  op-4-i  a      p-\-{ 

Pour  (4x*  —  i)''x*dx,  on  représentera  4x'  —  \  par  z  et  il  viendra  en 
différentiant , 

et  en  substituant , 

dz        \      zP+* 
^'  ^  ^  '^4212   p-+-i 

(4x'  — 1)^»+* -+-C. 


i2(p-+-i) 
Enfin  pour  (ax*  -h  6)''x»-''  rfx,  on  posera 

ax*-4-6  =  z,     x"~*ax  =  —  ? 

aii 

et  on  trouve 

n  Lx  ij         ^    dz       \    2''+*       ^      (ax--+-6)''+* 

/((ix»-+-6)''x»-*cix=  A/*  — = -+-  C  =  ^^ — ; —rr"^  C. 

na      nap-^i  na  (p  +  I  ) 

C'est  ainsi  encore  que  Ton  trouve,  en  faisant  i  —  x*  égal  à  z*, 
C      xdx     _y_rf^__^^_c  =  _l/r=^H-C. 


11  est  visible  que  cette  transformation  n'est  possible  que  lorsque  la 
différentielle  de  la  fonction  comprise  entre  parenthèse  ou  sous  le  radi- 
cal, représente,  à  un  coefficient  constant  près,  le  facteur  placé  en 
dehors  de  la  parenthèse  ou  du  radical. 

144.  Intégrales  logarithmiques.  —  La  formule 

^•it  +  i 

fz-^dz^ --+-C 

m  H-  i 
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est  en  défaut  lorsque  m  est  égal  k  —  i ,  car  il  vient  alors 

intégrale  à  laquelle  la  présence  du  symbole  de  l'infini  ôte  tout  sens 

dz 
saisissablc.  Celte  difficulté  provient  de  ce  que  l'intégrale  de  —  est 

z 

d'une  nature  toute  différente  de  celle  de  2"*  dz  ;  on  a  vu  en  effet  que 

dz  dz 

la  différentielle  de  log  z  est  —  9   d'où  il  résulte  que  l'intégrale  de  — 

z  z 

est  log  z  ou,  plus  généralement,  log  z  -4-  C.  On  serait  du  reste  arrivé 
au  même  résultat,  en  mettant  l'intégrale +  C  sous  la  forme 

2-»  +  < i  0 

— h  C  qui  devient  -  -h  C,  pour  m  égal  à  —  i  ;  et  on  trouve 

m  -4-  1  0 

logz  -h  C  pour  vraie  valeur  de  cette  intégrale  quand  m  devient  —  4. 
Cette  formule  permet  de  trouver  l'intégrale  d'une  différentielle  frac- 
tionnaire dans  laquelle  le  numérateur  est  la  différentielle  du  dénomi- 
nateur; car  en  représentant  ce  dernier,  quel  qu'il  soit,  par  z,   le 

dz 
numérateur  sera  dz  et  l'intégrale  de  —  sera  logz  -h  C.  On  trouve  de 

cette  manière 

f     dx 


\ 


=  log  (x  —  a)  -f-  C , 
Jx  —  o 

3ox*dx       ,      ,     _       ,_.       ^ 

— ri=  log  (ax'  —  6»)  -^  C , 

ax*  —  6* 


r  (8x*  — 3)dx        ,     ,^  X       ^         MX       ^ 

On  peut  obtenir,  par  le  même  procédé,  l'intégrale  d'une  fraction 
dont  le  numérateur  est  la  différentielle  du  dénominateur,  à  un  facteur 
constant  près;  en  effet,  si  l'on  représente  le  dénominateur  par  z,  le 
numérateur  sera  de  la  forme  ndz  et  l'on  aura 

Çndz         (dz 

V  —  =  n  I  —  ==  w  log  z  -♦-  C. 
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C*est  ainsi  qu'on  trouve 

r     dx  1  C    ôxdx  5 

On  obtiendrait  aussi  sans  peine  Tintëgrale  d'une  difTércntielle  de 

Ax^dx 
la  forme  :; 7—7-  lorsque  m  est  un  nombre  entier  et  positif;  car  en 

(a  H-  bxY        ^  ^ 

faisant  a -i-  bx  égal  à  z ,  il  vient 


i'- 


(Ax^dx  r    A     (z  —  «)"•  . 
^  (o  -+-  6x)»  ~"  J  6"'+'       z» 


^      m(w  — 1)   -       ,      w{m  — i)(m-— 2)   , 
,  z-  —  fitoz--*  -4-     ^  ^  a«r»-* ^ —      ^     ^  a*r"-'  -h  etc. 

Al                                           1.^                                       1.x.  D  - 

^!  : dz 


=  7— —  î/z**-"dz  — mo/z"'-"-*dzH 7-- — ^/x*-^*dz-t-etc.  • 

5-+4|^  ^  i.2       "^ 

Souvent,  au  lieu  d'ajouter  simplement  une  constante  arbitraire  C 
pour  compléter  l'intégrale,  il  est  plus  commode  d'ajouter  log  C  ou 
a  log  C,  qui  sont  aussi  des  constantes;  ainsi  on  posera 

\  —  =  logz  -+-  logc=  logfcz),  \ =  log  (x  —  a)-+-logc=  logc(x  —  a). 

)  z  j  X — a 


i  —  =  n  log  z  -f-  n  log  C  =  n  log  (C  z). 

C     dx  \  14 

I r  =  -  log  (ax  —  6)  -^  -  logC  =  -  log  C  (ax  —  6) , 

j  ax  —  6a^^  'a  a    °     ^ 

C   ax'^dx  a  -      _ ,  .  .. 


145.  Intégrales  circulaires.  —  On  a  vu  dans  le  calcul  différentiel 
(N»  19)  que 

d.  arc  sin  x  =  ■  ^       —  »   o.  arc  tang  x  =  -; - 

11  résulte  de  là  que  l'on  a 

r       dx                  ,           ^           C     dx  .  ^ 

i  ==  arc  sin  X  -i-  C    et     \- -=  arc  tang  x -^  C. 

54 
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Ces  formules  servent  à  intégrer  toutes  les  difTérentielles  réductibles  aux 

dx                  dx  dx 

formes  — :^z=    et ^:  ainsi  pour  intégrer — —-—--%  on  fera 

les  transformations  suivantes  : 


dx 
r        dx        /  a  __f^"      


arc  sin  £  +  C 


=  arc  sin  — h  C. 
a 


On  obtient  de  même  les  intégrales  suivantes  : 

r        udx       .  **  f        ycdx        a  C       dz       a 

_        a          .    xl/c      ^ 
H-  C=— -  arcsin— ^^ h  C. 


larc  sin  — 


/« 


c 


b 


/•      axdx          a  C         2xdx              o  f          dz  a         .     z 

\  —  ■  =  - 1     _  =  s  \  -  ,  =  -  arc  sin  r- 


a  x' 

=  -arcsin7^  -+-  C. 
z  6* 


\  X 

z-4-C= -arctane-  h-C. 
a  °a 


f      (/a;         i  1       a  1  f    dz         1 

f  dx  C  dx  C     dz  i  z        ^ 


La  difTérenticlle 


i  i  -h  X 

=  -~arctang— — -H 

(/2  /2 

dx 


d  arc  cos  X  =  ■ 


j/i— X* 
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conduit  aussi  à  l'intégrale 
dx 
l|/f 
qui  se  prête  k  toutes  les  transformations  précédentes. 


— =  —  arc  cos  jc  4  C , 

i/l— x« 


De  la  valeur  de  la  différentielle  suivante  : 

dx 


d.  arc  sin  verse  x  - 


l/2x  —  x« 
il  résuite  que 

Jdx 
— zz==zr  =  arc  sin  verse  x  h-  C. 
|/2x  —  x« 

Cette  formule  conduit  à  plusieurs  autres;  on  a  par  exemple, 

^  dx 

r         dx        1  a 

3|/2ax  — X*      J 


a  r         dz       

/^x       x«       3  j/2z  —  z« 


arc  sin  verse  z  -4-  C 


^ 


=  arc  sin  verse  -  -f-  C. 
a 

On  a  de  même 


r         dx         __  r dx — .    ^    f  dx 


r  dx  i 


1                        X                1                        26x 
=  — -  arc  sin  verse  -  -♦-  C  =  — -  arc  sin  verse h  C. 

146.  Intégration  des  différentielles  trigonométriques.  —  Les  fonc- 
tions trigonométriques  monômes  les  plus  simples  qu'on  puisse  avoir 
à  intégrer,  sont  : 

...  ,         sinxdx 

cos  xox,     sm  xax,     tang  xdx ,     j   cot  xdx , 

cosx 

cos  xdx  ,  dx  dx         dx 

">   sin  X  cos  xdx. 


sm  X  sin  X  cos  x     sin  x     cos  x 

Les  deux  premières  s'intègrent  immédiatement  en  remarquant  que 
puisque  Ton  a  (N"*  15) 

d.  sin  X  =  cos  xdx    et    d.  cos  x  =  —  sin  xdx , 
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on  a  aussi 

y  cos  xdx  =  sin  x  -+-  C     et    y*  siii  xdx  =  —  cos  x  -h  C , 

dz      i   ,  ^      i   . 

J  cos  €LX  ax  =  J  cos  z  —  =  -  sin  z  -♦-  c  =  -  sin  ox  -H  C. 
a       a  a 

La  troisième  et  la  quatrième  s'intégrent  en  remarquant  que  le  numé- 
rateur étant  la  différentielle  du  dénominateur,  on  a 

,        fsinx^ix  ,  ,      ^  ,      /^  V 

y  tangxax^^l = —  logcosx —  logC  =  —  log(Ccosx) 

C  cos  xdx 
fcoixdx  =  \  — : =  log  sin  x  -h  log  C  =  log (C  sin  x). 

I 

Ces  intégrales  se  mettent  souvent  sous  la  forme  —  -  log  (C^  cos* x)  et 

Jâ 
i 

-  log  (C*  sin*x),  parce  que,  de  cette  manière,  elles  restent  réelles  pour 

Jâ 

toute  valeur  de  x. 

Pour   avoir    l'intégrale    de    la    cinquième   différentielle,    faisons 
sin  X  ^=^  z  et  cos  xdx  =  dz  ;  il  vient  alors 

s*  sin'x 

y  sin  X  cos  xdx  =  y  zdz  = --  ?  C=  — — f-  C. 

L'intégrale  suivante  s'obtient  en  remarquant  que  l'on  peut  multiplier 
cette  différentielle  par  sin^x  +  cos^x  sans  changer  sa  valeur;  on  a 
donc 

C       dx  f  (sin*x-4-cos'x)dx      Tsinxdx      fcosxrfx 

\-, =y : =\  -♦-  \ =  — logcosx 

jsinxcosx      J         sinxcosx  ^J    cosx        J   sinx 

^sinx       i ,      ,^. 

-1-  log  sin X  -4-  logC  =  logC -==-log(C*  tang*x). 

cosx      2 

Pour  les  deux  différentielles  suivantes,  on  fera  ces  transformations  : 

dx 

r  dx   _  r  dx  ^  f         T  (      dz 

jsinx        I  ^  .    ^  *  I    .    ^  ^  J  sinzcosz 

"^  1  2sin-xcos-x        ]  sin-xcos-x 

J  2  2  -^         2  2 

=  ilog(C*taiig*z)  =  llog(C«tang»^x). 


r  dx 

3  COS  X 
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=  — -log.C'tang 


■Ki-')- 


Passons  à  la  difTérentielIe  plus  compliquëe  sin  '"x  cos  "xc/x.  En  re- 
présentant sin  X  par  z ,  on  trouve 

dz 


cosx=l/l — z*    et    dx  = 


l/i— z« 
et  par  conséquent ,  en  substituant , 

M— I 

ysin"'xcos"xrfx  =  y*z*  (i — z*)  '  dz; 

on  voit  donc  que  la  difTérentielIe  proposée  se  ramène  toujours  à  une 
différentielle  algébrique  d'une  forme  particulière  dont  on  s'occupera 
plus  loin  (N°  464).  Une  transformation  semblable  rendra  algébrique 
toute  différentielle  qui  ne  contient  que  des  lignes  trigonomé triques. 

Dans  cette  différentielle ,  m  et  n  sont  quelconques ,  positifs  ou  né- 
gatifs; la  transformée  précédente  s'applique  donc,  comme  cas  particu- 
liers et  en  faisant  successivement  m  et  n  négatifs,  n»  =  ii,  m  =  0, 
n==0,  aux  différentielles  suivantes  : 

cos*xdx      rsin"'xrfx       rsin*"acrfx        „  ,         fcos'xdx 


$cos*xdx      rsin"'xrfx       rsin*"acax        „  ,         fco 

__ ,     I ,     I =  ytang"'xax,      l  — 
sin^x        j    cos"x        j    cos^^x  J    s 


sin*x 


= /'tanff"xdx,     /cos^xrfx,      /*sin**xrfx,     l -: >     l 

^        ®  '    ^  '     -^  Jsm-x      Jcos^x 

Quand  m  et  n  sont  entiers  et  positifs ,  on  arrive  souvent  plus  simple- 
ment à  l'intégrale,  en  remplaçant  sin"x  et  cos'^x  par  leur  développe- 
ment trouvé  au  N"*  65  du  calcul  différentiel  ;  et  l'on  n'a  plus  alors  qu'à 
intégrer  des  termes  de  la  forme  sin  px  cos  qxdx  ou  cospx  cos^xc^x 
doni  les  intégrales  sont 

1  ri  1 

ysinpx  cosqfXcix  =  - l  -sin  (p  -h  q)xdx  -\--rfs\n  (p  —  q)xdx 

i  (  cos  (p  H-  y)  X  ^   cos  (p  —  y)  X  )  ^   ^, 
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1  i 

y  cos  px  eus  qxdx  =  -  y  cos  {p  -f  q)  xdx  -h  -  y  cos  (p  —  q)  xdx 

À  Â 

^i(sin(p-f-y)x  ^  sin(p--y)x]  ^    ^ 

147.  Intégration  par  parties.  —  Souvent  dans  le  but  de  facililer 
rintëgration,  on  fait  usage  d'une  transformation  qui  a  l'avantage  de 
faire  dépendre  l'intégrale  cherchée  d'une  autre  intégrale  plus  facile  à 
obtenir.  Cette  méthode ,  fréquemment  employée ,  et  que  l'on  nomme 
intégration  par  parties ,  est  fondée  sur  ce  que ,  si  u  et  v  sont  des  fonc- 
tions de  X,  on  a 

d  {uv)  =  ttdu  -+-  vdu , 

d'où  l'on  tire ,  en  remarquant  que  les  deux  membres  étant  des  diffé- 
rentielles identiques,  leurs  intégrales  doivent  être  égales, 

uv  =  f  udv  -4-  y  vdu    et    y*  udv  =  uv  —  y  vdu . 

Cette  dernière  équation,  qui  est  la  formule  pour  l'intégration  par  par- 
ties ,  fait  évidemment  dépendre  l'intégration  de  udv^  de  l'intégration 
de  vdu.  Pour  en  faire  usage,  il  faut  décomposer  une  différentielle  don- 
née en  deux  facteurs  u  ei  dv  dont  l'un  soit  une  différentielle  exacte 
dvy  ayant  v  pour  intégrale,  l'autre  facteur  étant  représenté  par  u;  la 
différentielle  donnée  sera  donc  udv  dont  l'intégrale  sera  connue  si  l'on 
parvient  à  intégrer  vdu ,  c'est-à-dire  le  produit  de  l'intégrale  du  fac- 
teur différentiel  dv  par  la  différentielle  du  facteur  fini  u. 

Prenons  pour  exemple  x"*  cos  xdx  et  supposons  m  entier  et  positif. 
Si  l'on  intègre  successivement  par  parties ,  en  faisant  d'abord 

u  =  X*",     dv  =  cos  xdx , 
puis,  en  posant 

M==x"»-*,     dt;  =  sinxrfx 
et  ainsi  de  suite ,  on  trouve 

yx*"  cos  xdx  =  x"*  sin  x  —  m  y  x"  -  '  sin  xrfx  =  x*"  sin  x 

-4-  wx**"*  cos  X  —  m  (m  —  1)  y  x**  "*  cos  x  dx 

=■  x*  sin  X  -4-  wx""  *  cos  x  —  m  {m  —  i)  x*"~*  sin  x 

-+■  m  {m  —  1)  (m  —  2)  y  x"»"'  sin  x  dx 

=  sin  X  |x*  —  m  (m  —  i)  x"»-*  -♦-  m  (m  —  1)  (w  —  2)  (wi  —  5) a"*-* i 

-h  cos  X  Imx*""*  —  m  (m  —  i)  (m  —  2)  x**~^  -*- j • 


I 

j 
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i48.  Intégration  des  différentielles  exponentielles.  —  L'intégrale 
de  la  différentielle  a'dx  se  déduit  aussi  d'une  formule  du  eal(;ul  diffé- 
rentiel ;  on  a  vu  que 

d.a'  =  0"  dxloga, 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  les  deux  membres , 

a' 
a'  =  log  a  y  a'  dx,    fa'dx= h  C. 

Cette  formule  conduit  sans  peine  aux  intégrales  suivantes ,  en  effec- 
tuant les  transformations  indiquées , 

/e-«'rfx  =  —  /e'— =  —  i  e«  -♦-  C  = e-«'  -4-  C. 

•^  -^      a  a  a 

C    Cdx         C     dz  /  X       ^  /   V       ^ 

)  rr^'^  J  rr^^ '''*'' ^^""^^^^  -♦-  C^arctangCe')  -f-  C. 

On  peut  aussi  intégrer  toute  différentielle  de  la  forme  \a* dx  dans 
laquelle  X  est  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x;  en  effet,  si 
Ton  intègre  par  parties  au  moyen  de  la  formule 

fu  dv  =  uv  —  y  V  du , 
et  en  faisant 

M  =  X ,     dv  =  a'dx,     t;  = , ? 

loga 

il  vient 

/Xo'dx  =  X  r-^  — --Î-/0' X' rfx, 
•^  logo       loga*^  ' 

dX 
dans  laquelle  X'  représente  -^  •  En  intégrant  successivement  de  la 

mémo  manière  et  en  représentant  par  X",  X'",  X""  etc.  les  dérivées 

.       rf«X     rf»X     d*X  „        ^  ^,  .    , 

successives -r-7 >  -rr^  -i— r  etc.,  1  une  de  ces  dérivées,  et  par  consé- 
f/x*      ax'      ox*  ^ 

quent  toutes  les  suivantes  seront  nulles  si  la  fonction  X  est  entière, 

algébrique  et  rationnelle  et  on  aura 

a'  a'  a'  a' 

fXa'dx  =  X-^ X'— —  -^  X"--^^- X'"~V  -*-  etc.  -♦-  C. 

loga  log'a  log'a  log*o 

Si  X   n'était  pas  entier  et  rationnel,  le  nombre  de  termes  du  second 
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membre  serait  illimité,  et  Tintëgrale  serait  exprimée  en  série  infinie. 
S'il  s'agit ,  par  exemple,  d'intégrer  x-a'dx,  m  étant  entier  et  positif, 
on  posera 

X  =  x-',    X'  =  wx"-S    X"=sm(m— i)x— S 
X'"  ==  w  (m  —  i)  (m  —  2) x--' ,    X(«+*>  =  0, 

•^  log  a  V^  log  a 


log'a 
m  (m  —  \)  {m  —  2)x*-»  i.  2. 3. 4 m 


) 


log'a  log'^a 

En  effectuant  l'intégration  par  parties  dans  un  ordre  différent ,  on  est 
conduit  à  une  autre  expression  de  la  même  intégrale  qui ,  dans  ce  cas, 
forme  toujours  une  série  infinie.  Faisons 

a'  =  Uy  Xdx  =  dt7,  v=8yxrfx; 
il  vient 

fXa'dx  =  a%  —  log  o  /X,  a'dx, 
où  l'on  a  fait 

x^=yxrfx. 

Si  l'on  continue  à  intégrer  de  la  même  manière ,  en  faisant 

X,,  =  /X,dx,    X,,,  =  /X,,rfx  etc., 
on  trouvera 
fXa'dx  =  X,a'—  X,,a'  log  a  h-  X,,,a'  log«a  —  X^,,^a'  log'o  -hetc.-*-  C. 

a' 
En  appliquant  cette  formule  à  la  différentielle  —  c(x,  il  vient,  en  sup- 
posant m  entier, 

i  il  il 

x"         '  «1—1  X"—*         "       (m  —  1)  (m  —  2)  x-  -• 

X  = î L 

(m  —  1)  (m  —  2)  (m  —  3)  x~-»  ' 
X     -  *  * 


-//// 


(m  —  i)  (m  —  2)  (w  —  3)  {w  —  4)  x"*-* 


î.2.3.4 (w— 4)  x' 
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et  par  conséquent 

jx"»  ym  —  ix"»-*      (m  — 4)(m  — 2)x«-* 

log'a  a'  log"*~* 


a        fa'djcN 


(m  —  1)  (m  —  2)  (m  —  3)  x--'  i .  2. 3.. ..m 

On  voit  que ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  Texposant  m,  s'il  est  entier 

C  et'  dx 
et  positif,  on  devra  toujours  arriver  à  l'expression  \ que  l'on  ne 

;   ^ 

sait  pas  intégrer,  mais  dont  on  peut  trouver  la  valeur  approchée, 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

Un  procédé  d'intégration  analogue  peut  être  appliqué  à  la  différen- 
tielle  X  log"a;<ia;;  car  si  l'on  intègre  par  parties,  en  représentant 
fXdx  par  X^,  on  trouve 

./*Xlog*x(lx==X^  log»x  —  nfX^  log*-*xrflogx  = 

—  log*-"*xr/x. 

On  aura  de  même,  en  faisant 

(^^c/x  =  X,,,     C^clx«X,,etc., 

savoir  : 

fX  log»x dx  =  X,  log-x  — -  nX,,  log--«x 
-4-  «  (n  -  1)  X,,  log-«x  ^  n  (n  -  i)  (n  -  2)  X,,,,  log- -' x 

=ti.2.3 nX(„,,)^C (i) 

On  trouve  de  cette  manière  : 

y*  log  xdx  =  X  log  X  —  X  -f-  C. 

/x-log.xdx=£^jlog<.x-^^log-x4-g=^log-»...., 
^   1.2.5...,n)       ^ 

Si  n  était  négatif  dans  (1),  cette  formule  devrait  être  modifiée.  En 
intégrant  encore  par  parties,  il  vient,  en  remarquant  que 

r        i        dx^Cdz g-n  +  l  ^        I  i 

)  log'x  X       )  z"  ~       n — i       n  —  i  log*""*x' 

32 
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savoir 

d(Xx) 
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i 

dx 

X 

Xx 

log-x 

(«- 

1)log- 

-'x 

llog- 


C^dx^__(^       i      dx Xx  I       ^      f 

jiog"x*~)        log'x  X  ~"      (n  — 1)log"-*x      n  —  i) 

et  Ton  voit  que  Tcxposant  n  dans  l'intégrale  du  second  membre  est 
diminué  d'une  unité.  En  changeant  successivement  n  en  n  —  i , 
n  —  2 ,  n  —  3  etc.  dans  cette  formule ,  l'exposant  de  logx  diminuera 
d'une  unité  à  chaque  opération ,  en  sorte  qu'on  sera  nécessairement 

$dz 
dans  laquelle  z  représente 

une  fonction  de  x. 

149.  Fractions  rationnelles.  —  Passons  à  l'intégration  de  différen- 
tielles algébriques  plus  compliquées,  et  occupons-nous  d'abord  des 
différentielles  rationnelles.  La  forme  la  plus  générale  sous  laquelle 

peuvent  se  présenter  de  semblables  fonctions  est  ^,  X  et  X'  étant 

des  fonctions  de  x,  telles  que  a  -+-  6x  -♦-  ex*  -♦-  dx*  -+-  ex*  -^  etc. 

L'on  peut,  sans  diminuer  la  généralité  de  la  méthode,  admettre 
que  le  polynôme  X  est  d'un  degré  moins  élevé  que  X'  ;  car  si  cela 
n'était  pas ,  on  effectuerait  la  division  de  X  par  X',  jusqu'à  ce  qu'on 
trouvât  un  reste  X"  d'un  degré  inférieur  à  X  et  en  représentant  par  Q 
le  quotient,  on  aurait 

X       _       X' 

et  par  conséquent 


\^,dx  =  fQdx-^\  —  dx 


dans  laquelle  J'Qdx  peut  toujours  s'obtenir  par  les  formules  précé- 
dentes, puisque  Q  ne  se  compose  que  de  termes  de  la  forme  ox"  et  l'on 
voit  que  l'intégrale  cherchée  dépendrait  de  l'intégration  de  la  fraction 

X" 
rationnelle  r^dx  dans  laquelle  le  numérateur  est  un  polynôme  entier 

et  rationne]  de  x  d'un  degré  moins  élevé  que  le  dénominateur.  C'est 
ainsi  que  pour  intégrer 

3x*— 2x*-4-i-           ^        5x*— 2x*-hi       ^.      .  4_i2x 

rfx,   on  fera  — x-=  ^x*  -h  ox 


x«— 2x-h2  x«  — 2x— 2  x«— 2x-h2 

On  peut  aussi  admettre  que  le  coefficient  du  terme  de  plus  haute  puis- 
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sance  de'x  au  dénominateur  est  toujours  l'unité;  car  si  cela  n'avait 
fms  lieu,  il  suffirait  de  diviser  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 
le  coefficient  de  ce  terme  ;  de  cette  manière 

-    . --— — -r  serait  mis  sous  la  forme    ^-j r—z 1 — -• 

dx*  —  3a'x  -4-  2a*  x*  —  f  a*x  -♦-  |a* 

Enfin  on  peut  admettre  que  la  fraction  rationnelle  est  de  la  forme 

ax**"*  ■+■  6x**-*  -♦-  ex**"'  -+- -f-  px  H-  q 

X*"  -f-  ex""*  -4- h  rx  -H  «  ' 

car  si  le  degré  du  numérateur  était  inférieur  à  celui  du  dénominateur 

de  plusieurs  unités,   il   suffirait  de   rendre   nuls  quelques-uns  des 

coefficients  a,  6,  c... 

150.  Décomposition  des  fractions  rationnelles.  —  L'intégration  des 

fractions  rationnelles  étant  entièrement  fondée  sur  la  décomposition 

de  ces  fractions,  nous  nous  occuperons  d'abord  de  cette  théorie. 

ax**"*  -4-  6x"*~*  ■+■ -♦-  px-¥-  q 

Considérons  la  fraction  rationnelle ; - 

x**  -H  ex*""* -4-  rx  -f-  s 

Représentons  par  a,  p,  y les  racines  de  l'équation 

X"*  -h  ex  "•"*-♦- -♦-  rx-f-s  =  0. 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  apprend  que  Ton 
a  identiquement 

X*-*-  ex**"* -f-rx  -4-  «  =  (x  —  a)  (x  —  p)  (x  —  7) 

et  la  fraction  rationnelle  devient 

ox"»-*  -4-  6x"»~*  -4- -4-px  -4-  g 

(x-«)(x-p)(x  — v) 

Nous  examinerons  successivement;  1"  le  cas  où  toutes  les  racines 
a,  p,  7  sont  réelles  et  inégales;  2®  le  cas  où  quelques-unes  sont  égales, 
et  enfin  H**  le  cas  où  quelques  racines  sont  imaginaires. 

Si  les  racines  sont  réelles  et  inégales ,  la  fraction  rationnelle  peut 
toujours  être  décomposée  en  fractions  simples  du  premier  degré ,  de 
manière  que  l'on  ait 

ox"^* -i-6x*~*-4- -4-«x-4-(y  ABC 

^_ =-= 1 1 \. (1) 

(x  — a)(x  — P)  (x  — 7) X  — a       X  — p       X  — 7 

A,  B,  C étant  des  constantes  h  déterminer,  c'est-à-dire,  qu'on  peut 
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toujours  assigner  à  A,  B,  C...  des  valeurs  constantes  telles  que  le  se- 
cond membre  soit  égal  au  premier  pour  toute  valeur  de  x;  en  effet,  si 
on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  par  le  dénominateur  du 
premier,  il  viendra 

ax"»"*  -♦-  6x"»~*-*- -+-px  -♦-  g  =  A  (x  —  (3)(x  —  7) 

-f-  B  (x  —  a)  (x  —  7) H  C  {x  —  a)  (x  —  p) 

et  il  est  visible  que  si  le  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle  est  du 
degré  m  en  x,  c'est-à-dire,  s'il  renferme  un  nombre  m  de  facteurs 
X  —  a,  X  —  p,  etc.  les  constantes  A,  B,  C,  etc.,  dans  l'équation  précé- 
dente, seront  en  nombre  m  et  seront  multipliées  chacune  par  un  nom- 
bre m  —  i  de  facteurs  x  —  a,  x  —  p  etc.  ;  par  conséquent,  en  effec- 
tuant les  multiplications  du  second  membre,  on  obtiendra  une  fonction 
rationnelle  du  degré  m  —  i.  Cela  posé,  la  possibilité  d'effectuer  la  dé- 
composition de  la  fraction  rationnelle  en  fractions  simples ,  dépend  de 

la  possibilité  d'assigner  à  A,  B,  C des  valeurs  constantes  qui 

rendent  identiques  les  deux  membres  de  cette  égalité  ;  or,  si  Ton  effec- 
tue les  multiplications ,  le  second  membre  prendra  la  forme 

Mx— *  -h  Nx^-^H- -V  Px  -4-Q; 

les  coefficiens  M,  N...  P,  Q ,  outre  les  racines  a,  p,  7 ,  renferment 

les  constantes  inconnues  A,  B,  C lesquelles  restent  évidemment  à 

la  première  puissance  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Pour 
trouver  les  valeurs  de  A,  B,  G qui  rendent  identique  l'équation 

ox**"*  -♦-  6x*~*  -♦- px  -{  q  =  Mx*""*  -+-  Nx  •""*  -f- h-  Px  -1-  Q 

il  suffît  de  poser  les  égalités 

M  =  a,     N  =  6 P=p,     Q  =  9, 

dont  le  nombre  est  marqué  par  celui  des  coefficiens  a,  6,  c P^  Ç^ 

c'est-à-dire  qu'il  est  égal  à  m.  Ces  équations  étant  en  nombre  m,  c'est- 
à-dire  en  nombre  égal  à  celui  des  inconnues,  et  du  premier  degré  en 
A,  B,  C donnent  pour  ces  quantités,  des  valeurs  toujours  réelles. 

Prenons  pour  exemple  ~- ^  :  en  égalant  le  dénominateur  à  zéro , 

pour  avoir  les  racines,  il  vient 

X*  —  r*  =  0 ,     d'où     X  =  =b  c  ; 
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les  facteurs  du  premier  degré  du  dénominateur  sont  donc  x  —  c,x  -^  c 
et  Ton  fera 

ax  —  6 ax  —  6        A  B 

X*  —  c*        (x  —  c)  (x  4-  c)        X  —  C      X  -4-  c 

En  réduisant  au  même  dénominateur  et  égalant  les  numérateurs,  il 
vient 

ax  —  6  ==  A  (x  -4-  c)  -4-  B  (x  —  c)  =  (A  -4-  B)  x  -4-  Ac  —  Bc, 

que  Ton  rend  identique  en  posant 

a  =  A^-4-  B ,     —  6  =  Ac  —  Bc, 

d'où  Ton  tire 

ac  —  6  ac-*-6 

""     2c      '        ""      î2c 

On  fera  de  même  sur  l'exemple  suivant,  les  transformations  indiquées  ; 

ox*  — 2x-+-i        _  3x*  — 2x-4-1 

X*  -4-2x' —  5x*  —  6x      x{x-4-i)(x  —  2)  (x-h  5) 

A         B  CD 

=^-  -4 ■  H -H ; 

X      X-+-  i       X  —  2      x-4-  3 
3x*  —  2x  i-  i  =  A  (x*  -f-  2x«  —  5x  —  6)  -^  B(x*  -f-  x«  —  6x) 
-4-  C  (x'  -4-  4x«  "h  3x)  -4-  D  (x»  —  x«  —  2x), 
cqualion  que  Ton  rend  identique  en  posant 

A-4-B-+-C-4-D  =  0,     2A-4-B  ^4C  — D=3, 

—  5A  — 6B-V3C  — 2D  =  — 2,    — 6A  =  1, 
d'où  Ton  tire 

i5i.  Les  valeurs  de  ces  constantes  peuvent  être  obtenues  d'une  ma- 
nière beaucoup  plus  expéditive;  en  effet,  si  l'on  représente  par  Fx  et 
par  fx  les  deux  termes  de  la  fraction  rationnelle  et  qu'on  multiplie  par 
fx  les  deux  membres  de  l'équation  (i),  il  viendra 

F^-A-^+B-^-^-^C-^- 


X  —  «         X —  |3  X  —  7 


2»4 
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Cette  équation  devant  exister  quelle  que  soit  la  valeur  de  x ,  on  pourra 
y  faire  successivement  x  =  a,  x  =  p  etc.  Pour  x  =  a ,  il  vient 

a  —  a  a  —  p  a  —  y 

et  comme  x  est  une  racine  du  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle, 
on  doit  avoir  /a  ==  0 ,  ce  qui  fait  disparaître  tous  les  termes  à  l'excep- 
tion du  premier,  qui  se  réduit  à  §.  On  obtient  la  vraie  valeur  de  la 

fx 

fraction  A  — ^ en  prenant  les  dérivées  des  deux  termes ,  et  il  vient 

X  —  a       " 

kfa^  en  représentant  par  fa  la  dérivée  de  fx  dans  laquelle  on  rem- 
place X  par  oc  ;  on  a  donc 

Fa 

Fa  ==  A/^a   OU    A  =  TT  • 
fa 

On  trouve  de  inéme,  en  faisant  x  =  p  et  en  observant  que  fp==0, 

152.  Cas  des  racines  égales.  —  Si  parmi  les  racines  a,  p,  y du 

dénominateur  il  y  en  avait  quelques  unes  d'égales  entre  elles,  ce  mode 
de  décomposition  ne  serait  plus  possible  ;  car  en  supposant  a  =  ^ 
dans  (1)  du  {N°  150),  il  vient 

ox"»-* -f  ôx**"^ -{- px -\- q      A -+- B  C 


(x  —  a)*(x— -/) X  —  a       X  —  7 

et  comme  A  +  B  ne  forme  qu'une  constante  qu'on  peut  représenter 
par  A',  on  aurait 

ox"»"*  4- ôx*"-* px-^q        A'  C 


(x  —  a)*(x  —  y) X — a      X  —  y 

Or,  en  cherchant  à  déterminer  les  constantes  A',  C...  ainsi  qu'on  l'a 
fait  au  (N**  150),  on  obtiendrait  encore  un  nombre  m  d'équations, 

tandis  que  celui  des  inconnues  A',  C serait  réduit  à  m  —  1.  Cette 

impossibilité  cesserait  si  l'on  effectuait  la  décomposition  de  la  frac- 
tion rationnelle  de  cette   manière  : 

ax*""* -4- ôx**"* -hpx-^q  A  B  C  D 

(x  —  a)*  (x  —  7)  (x  —  e) (x  —  a)*       X — a       X  —  7        X       € 


CALCUL    INTÉGRAL.  255 

car  on  pourrait  faire  tous  les  calculs  indiques  pour  le  cas  des  racines 
inégales  et  Ton  obtiendrait  pour  déterminer  Â,  B,  G....  un  nombre 
d'équations  égal  à  celui  de  ces  inconnues. 

Prenons   pour  exemple  -^ ^-^ »   dont  le  dénominateur  a 

pour  racines  x  =  0,    x  =  —  i   deux  fois ,  x  =  i  deux  fois.  On  posera 

x^-Hx*-+-2  x'  +  x«  +  2  A  B  C 


-2x»-hx      x(x  — i)*  (x-h  i)*       X      (x  — -i)*      X  — -i 
D  £ 


(x  -4-i)*         X-h  1 

d'où ,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  égalant  les  numérateurs, 

X»  -f-x«  -I-  2  =  A  (x  — i)«(x-i-  i)«  -H  Bx(x  -f- 1)«  -H  Cx  (x  — i)  (x  +  d)« 

-H  Dx  (x  -  i)« -f- Ex  (x  — 1)*  (x -f- d) , 

équation  qu*on  rend  identique  en  égalant  les  coefficiens  des  mêmes 
puissances  de  x  dans  les  deux  membres.  Résolvant  ensuite  ces  équations 
par  rapport  à  A,  B,  C, ;  on  trouve 

A  =  2,     B  =  d,     C  =  -^,     ^  =  -1'     ^  =  1' 

S'il  y  avait  un  nombre  r  de  racines  égales,  on  ferait 
ax*"* -h  ôx"*"* -^  px -^  q  A  B 


(x  — a)*'(x  — p){x  — 7) (aP  — «^       (x  — a)*^ 


F  G 

4 


X  —  a       X  —  p 

et  s*il  y  avait  plusieurs  groupes  de  racines  égales,  la  décomposition  se 
ferait  de  cette  manière  : 

ax*-« -h  6*-* -^px-^q A  B  E 


(x  — a)'(x  — p)'(x— -7)....  (x— a)'        (x  — a)  —  *  X  — < 

F  G  KL 

-I- 


(x  — p)'      (x  — (3)*-*  X  — p      X  — 7 
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X^  — —  X^  -4-  X  ■    ■  \ 

par  exemple  pour  -. tt— —r-. >    on  posera 

(x  — i)*(x— Î2)*{x  — 1)  ^ 

X»  — x*-f-x  — 1  ABC 


(x  — i)»(x-i-2)«(x— 1)      (X  — 1)»      (x— d)»  '  x  —  i 


D  E  F 

-4- 


(X  -4-  2)*        X  H-  2        X  -4-  1 

155.  On  peut  aussi,  en  employant  le  calcul  difierentiel,  arriver  aux 
valeurs  de  ces  constantes  inconnues  d'une  manière  souvent  plus  expë- 
ditive.  Représentons  encore  par  Fx  et  fx  les  deux  termes  de  la  fraction 
rationnelle  et  par  a,  p,  7$  ••••  les  racines  du  dénominateur  supposons 
que  a  soit  r  fois  racine  de  /x  =  0 ,  de  sorte  que 

/x  =  (x— a)-(x— p)(x— 7) =  (x  — «/(px; 

fX  ne  renfermera  plus  de  racines  égales  à  a  et  Ton  aura 

Fx  A  B  C  E 


(x  —  «)•"  yX        (x  —  a)'        (x  —  a)»*"*        (x  —  a)»^*  X  —  a 

F  G 

-*- ^-^ ' 

X  —  p       X  —  7 

d'où 

Fx 

—  =  A-hB(x  —  a)-f-C(x  —  a)* ■+-  E  (x  —  a)  — * 

(pX  \  /  \  /  \  / 

^    F(x-a)-  ^   G(x~a)- 

X — p  X  —  7 

Fx 
Représentons  —  par  ^/x  ;  il  vient  en  dérivant  Téquation  précédente, 

•Vx  =  -J!^=  B  -f-  2C  (x  ^  a) ^  (r  —  i)  E  (x  —  a)^«  -4-  etc. 

f'x  =  -ÇÇ-=2C-i- +  (r  — i)(r—2)E(x  — a)'^»-4-ete. 

dx 


^'-«x=.^l-^=(r  — l)(r— 2)(r— 3) 5.  2. 1  E -i- etc. 

puis  faisant  x  s=  a  dans  ces  équations  et  observant  que  tous  les  termes, 
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les  premiers  exceptes ,  conservent  le  facteur  x  —  a  et  disparaissent  par 
conséquent  quand  x  =  a ,  il  vient 

Fa                                            V'oL  J/t»--*)» 

A=— =  +«,    B=^/'a,   C=f--- ,E--  ^ 


^oL      ^  '  ^    '  i.2  i.2. 3....(r-.i) 

Quant  aux  constantes  F,  G,  H qui  se  rapportent  aux  autres  raci- 
nes, on  les  déterminera  comme  plus  haut,  c'est-à-dire  qu*on  posera 

154.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Supposons  enfin  que  parmi  les 
racines  a,  ^,  7,  (^....  du  dénominateur  de  la  fraction  rationnelle,  il  se 
trouve  des  racines  imaginaires;  on  pourrait  encore  poser 

Fx         A  B  C  D 

■7—= 1 H H r  4-  etc. 

JX        X  —  a        X  —  P        X  —  7        X  —  o 

et  déterminer  A,  B,  C,  D....  par  les  méthodes  précédentes;  mais  il 
est  à  observer  que  les  équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  ces 
valeurs,  renfermant  les  imaginaires  a,  p,  7,  9  etc.,  conduiraient  à  des 
expressions  imaginaires  pour  ces  coefficiens.  On  peut  éviter  cet  incon- 
vénient, en  observant  qu'il  résulte  de  la  théorie  des  équations  :  i"  que 

la  racine  imaginaire  a  doit  avoir  la  forme  o  -f-  6  ^ —  i,  2*  que  si 

o  H-  6  j/ —  1  est  une  racine  de  /x,  a  —  6  ^ — i  est  nécessairement 
une  deuxième  racine;  d'où  il  résulte  que  fx  sera  généralement  décom- 
posable  en  facteurs  du  premier  degré  de  la  forme 

(j_«_6/Z:i)(x--a-f-6/^)(x  — a'--6'j/^l)(x-.a'-4-fcy~i)... 

(a:-5)(x-ç)... 

e,  ç....  étant  des  racines  réelles;  ou  bien,  en  observant  que 

[(x  —  o)  —  6  i/ITi]  [(x  ^ a)  -H  6  |/^^]  =  (x  —  a)«  -4-  6«, 

fx  pourra  être  décomposé  ainsi 

/x  =  [(x— a«)-i-6«][(x  — o')*-Hfc'*]....(x^£)(x  — Ç) 

qui  ne  renferme  plus  de  traces  d'imaginaires  et  dans  laquelle  les  fac- 
teurs du  premier  degré  correspondent  aux  racines  réelles,  et  les 

55 
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facteurs  dti  second  degré ,  aux  différents  couples  de  racines  imaginaires 

Fx 
conjuguées   Cela  posé,  on  décomposera  -^  de  la  manière  suivante  : 

Fx  Ax  -»-  B  A  X  -»-  B^  C  D 

/x  ""(x  — a)*  -f-  6«  "*"  (x  —  a')*  -h  6'*"*" "*"  x— *•  "^  x  — c"^ 

La  possibilité  d'une  semblable  décomposition  résulte  de  ce  qu'on  peut 

trouver  pour  les  coefliciens  indéterminés  A,  B,  A',  B' qui  sont  en 

nombre  m,  des  valeurs  constantes  indépendantes  de  toute  valeur  de  x, 
en  suivant  la  marche  indiquée  précédemment  (N<*  150). 

155.  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  —  Si  /x  renfermait  des 
racines  imaginaires  égales ,  si ,  par  exemple ,  on  avait  a'=a'y  6  =»  6', 
la  décomposition  précédente  devrait  être  modifiée,  car  il  viendrait  sans 
cela, 

Fx_  (A  -f-  A')  X  4-  B  -f-  B'  C  D 


fx  (x  —  o)*  -I-  6*  X  —  e      X  -h  ç 

ou  bien,  en  observant  que  A  +  A'  et  B  +  B'  forment  deux  constantes 
A"  et  B", 

Fx  A"x4-B''  C  D 

—  t= h H h 

fx        (x  —  O)*  -•-  fc*  X  —  €        X  —  Ç 

et  le  nombre  des  coefficiens  indéterminés  A'',  B", C,  D  n'étant  plus 

égal  au  degré  m  du  dénominateur,  on  ne  pourrait  plus  déterminer  leur 
valeur  comme  on  Ta  fait  au  N"*  i50.  L'analogie  conduit  dans  ce  cas  à 
un  mode  de  décomposition  semblable  à  celui  adopté  pour  le  cas  des 
racines  réelles  égales.  Supposons  que  le  facteur  du  second  degré 
(x  —  o)'  -f-  6*  soit  contenu  n  fois  dans  fx  ;  on  fera 

Fx  AxH-B  A^x  -f  B^  A^^x  -h  B" 

^  ^[(x  —  a)«  -+■  fc*J-  "*"  [(x  —  a)*  -+-  fc»]---»  *"  "*■  (x  —  «)«  -+-  fc« 

C  D 

X  -h  €        X  —  t 

où  le  nombre  de  coefficiens  A,  B,  A',  B' est  visiblement  égal  à 

celui  des  racines  de  fx.  Pour  les  déterminer,  on  multiplie  les  deux 
membres  par  fx  ou 

[(x  — a)«4-fc•]^..•(x  — f)(x  — J)...., 
et  il  vient 

Fxs=(Ax^  B)(x  — 6)(x  — r).... 

H-  (A'x  -h  BO  [(x  —  a)«  +  6«]  (x  —  e)  (x  — .-)  +  .... 
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doDt  les  deux  membres  devront  être  rendus  identiques ,  comme  au 

X*  — i 

Prenons  pour  exemple ^r—r jr-r — -»  dont  le  déno- 

*^  *^     X*  —  2x* -i- 8x* — i2x-h8 

minateur^  pour  racines  —  2,  1  -h  ^/—  1,1  —  \/^i  ,  i  -h  |/ —  1 

et  1  —  j/ —  i  ;  on  aura     • 

x»  —  2x*  -H  8x«  —  i2x  -4-  8 

=(x— i  ~/IIÎ)(x— 1  H- /3î)(x~l— /IIÏ)(x---l +j/iri)(x  4- 2) 

=  [(x  — 1)«  -4- 1]«  (x  4-  2)  ==  (x«  —  2x  -+-  2)«  (x  —  2) 

el 

X»— i  Ax  +  B  A'x-hB'  C 

-H-i r ^H- 


x5— 2x*-i-8x«— 12X-4-8      (x*— 2x4-2)*      x«— 2x-f-2      x-+-2 
d'où  Ton  tire ,  en  rendant  les  deux  membres  Identiques , 

90  160  9        „,_64      c-_   ®   . 

156.  Observons  que  si  Ton  peut  décomposer  les  fractions  rationnel- 
les par  plusieurs  procédés ,  on  doit  cependant  arriver  au  même  résultat, 
quelle  que  soit  la  marche  suivie  ;  car  si  Ton  avait 

ABC  A'  B'  C 

-i-etc.  ^=* >H t:  H >4-  etc.; 


X  —  a       X  —  P       X  —  7  *        X  —  a'       X  —  p'       X  —  / 

comme  le  premier  membre  devient  infini  pour  x  «=3  «,  il  faut  que  Fun 
des  termes  du  second  membre  devienne  aussi  infini ,  ce  qui  exige  que 
d'y  par  exemple ,  soit  égal  à  a.  En  multipliant  ensuite  les  deux  mem- 
bres par  X  —  a ,  il  vient 

w*  X  —  a        ^X  —  a  ..        _. X  —  a        _. x  —  a 

A  -f-  B -f-  C -I-  etc.  =  A'  -f-  B' ---*-  C ,  -h  etc. 

X  —  p         X  —  7  X  —  p  X  —  7' 

qui  se  réduit ,  pour  x  ==  a ,  à 

A  =  A', 

et  ainsi  de  suite. 

157.  Intégration' des  fractions  rationnelles,  —  Revenons  k  Tinté- 
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gration  des  différentielles  algébriques  et  rationnelles.  Il  est  évident 
qu'après  avoir  effectué  les  décompositions  indiquées  dans  les  articles 
précédents  9  on  n*aura  plus  qu'à  intégrer  des  différentielles  de  la  forme 

Adx  Adx  (Ax-4-B)dx         (Ax -h  B)  dx 


La  première  intégrale  se  trouve  immédiatement;  elle  est  A  log  (x  —  a). 
Pour  obtenir  la  seconde ,  ou  fera 

X  —  a  =  z ,     d'où     rfx  =  dz , 
et  il  viendra 

Adx  a(^^       Az-"-*"*       A(x  — a)--  +  * 


r     Adx    _      Ci 
3(x~«)--^)" 


z»       —  HH-l  —  n-hl 

La  troisième  s'obtient  de  même  en  faisant 

X  —  a  =  j:  ,     dx  =  dzy 
d'où 

f  (Ax-t-B)dx       rAz-4-Aa-hB,         ,f     zdz         ,,         ^,  f     dz 

A,      ,.       ^.v       /Aa -♦- B\  z      A,      ,, 

=  2  log  (z«  H-  p«)  -h  /  __  Jarc  tang  ^  =  -  log  [(x  -  a)«  -^  p*] 

Aa  -h  B  X  —  a 

-h r —  arc  tang— — -  • 

Enfin  la  quatrième  intégrale  peut  être  transformée  de  la  manière 
suivante  : 


r         Ax -4-  B  _  r  Az  -»■  Aa  -I-  B  ,        AT      2zd7 

-M      Aa  +  B  r       dz' 

4      -+-    |3«— 1  {(-j't-Hd)-* 


A(z^-4-  p*)-"^<   ^  Aa  +  Bf       dz' 
2      -  n 
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Elle  dépend  donc  de  l'intégration  d'une  différentielle  de  la  forme 

dz' 
j-^ — jr^  •  Pour  obtenir  cette  dernière  intégrale ,  observons  que 

mais  en  intégrant  par  parties ,  il  vient 

f     z'*dz'         r  ,      z'dz      __^        1  z' 

i_     f         dz^ 

et  en  substituant  dans  la  précédente,  celle-ci  devient 

f       dz!  1  z^  2n  — 5   r         dz' 

)  (z'«  -+-  i)«~2(n  — 1)  (z"  -+- 1)—*  "^ 2"(^^=^)  (z'«  -f-  i)— *  ' 

Le  nombre  n  étant  quelconque,  peut  être  remplacé  successivement  par 
n  —  i,n  —  2,n  —  3,  etc.  et  il  vient 

C         dz'  \ z'  2n  — 5  C         dz' 

]  (z'«  -H  1 J— *  ""  2  (n  —  2)  (z^  -i-  i)— «  "^  2  (n  —  2)  5  (z'«  -*-  i)—« ' 

r        dz'                    i                 z'                2n  — 7   f         dz'  ^ 

& = 1 I etc. 

J  (z'«-Hi)-«       2  (n—  3)  (z"  -I-  1)-'       2  (n  —  3)  3  (^'*  -»-  i)*"' 

et  comme  n,  nombre  entier  et  positif,  diminue  d*une  unité  à  chaque 

f      dz' 
opération,  on  sera  nécessairement  conduit  à  l'intégrale  I  -;j| qui 

est  connue  et  égale  à  arc  tang  z'. 

La  théorie  des  fractions  rationnelles  conduit  sans  peine  aux  intégra- 
les suivantes  : 

[     dx  i         C{o-f-x)      r(2  — 4x)dx  C 


r        X*-4-X-4-l  ,  1,      C{x-+-1)*        Sx*  — X-f-4 


X»  -»■  X*  -4-  2    .    _  ,  Cx»  _     x-»-3 
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159.  intégrations  des  fonctions  algébriques  irrationnelles.  —  Pour 
intégrer  des  fonelions  algébriques  qui  renferment  des  radicaux,  le  moyen 
le  plus  simple  consiste  à  les  transformer  en  d'autres  qui  soient  débarras- 
sées de  ces  radicaux  et  qui  puissent  par  conséquent  être  intégrées  par 
la  méthode  des  fractions  rationnelles.  Ces  transformations  sont  toujours 
possibles ,  lorsque  les  quantités  placées  sous  les  radicaux  sont  toutes 

monômes  ;  ainsi  —  ^ dx  devient  rationnel  en    faisant 

c  j/x*  j/x^  -H  ex* 
X  =  z",  pourvu  que  Ton  prenne  pour  n  un  nombre  tel  que  Ton  puisse 
extraire  de  z**  la  racine  carrée,  la  racine  cubique  et  la  racine  qua- 
trième; on  fera  à  cet  effet  n  égal  à  3.4  ou  42,  et  la  transformée 
devient 

oz«  — 6z"     ^^  ,,j       ^^   a  — 62'     , 
i22"dz=i2  — dz. 


CZ**Z*  -+-  CZ"*  CZ^  -h  cz" 

Après  avoir  intégré  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles,  on 

remplacera    z   par  yx. 

Lorsque  les  radicaux  affectent  des  polynômes ,  ces  transformations 
ne  sont  plus  possibles  en  général  ;  cependant  on  parvient  eneore  à 
rendre  rationnelle  toute  différentielle  qui  renferme  une  ou  plusieurs 

fois  le  radical  |/Ax*  -1-  Bx  -f-  C  ;  pour  le  faire  voir,  nous  distingue- 
rons deux  cas ,  celui  où  A  est  positif  et  celui  où  il  est  négatif. 
Remarquons  d*abord  que  puisque 


^/Ax«  -+-  Bx-h  C  =  |/A  m  /x*  -4-- 


C 

H X  H 

A         A 


et 

/C4-Bx-Ax*  =  |/Âm/^  +  5x^xS 


il  suffira  de  considérer  les  radicaux  de  la  forme  [/x*  -h  6x  -h  c   et 

y^c  -f-  6x  —  x'. 

160.  i^'  cas.  Faisons 

j/x*  -f-  6x  -h  c  =  z  -h  X, 

z  étant  la  nouvelle  variable  que  Ton  substitue  à  x  ;  on  tire  de  là ,  en 
élevant  au  carré , 

6x  •+-  c  =  z*  -H  2zx , 


CALCUL    INTÉGRAL.  "260 

Pt 

or  la  différentielle  proposée  renfermera  en  général  :  i''  des  termes 

z*  —  c 

rationnels  en  x  auxquels  on  substituera  sa  valeur  rationnelle  -; ; 

^  5— 2z 


2*»  le  radical  (/x*  -+-  6x  h-  c  que  l'on  remplacera  par  sa  valeur 

2*  —  c       6z  —  2*  —  c 

iC  -h  X  =sZ  -f-  ; — -  = ï 

6_2z  6  — 2z 

qui  est  aussi  rationnelle,  et  S""  la  différentielle  dx  qui  sera  remplacée 
par  2  -TjT — ^  rfz  qui  est  rationnelle  en  z.  La  transformée  sera 

donc  rationnelle ,  et  après  avoir  intégré ,  on  substituera  à  x  sa  valeur 

\/x*  -h  6x  -f-  c — X. 

dx 
Prenons  pour  exemple  ;    on  trouve  pour  transfor- 

[/x*  -h  hx  ■+■  c 

^dz 

raée  r —  qui  a  pour  intégrale 

b  —  2z 


—  log  (6  —  2z)  =  —  log  (6  —  2  ^^x*  -H  fcx  -H  c  H-  2x). 
On  trouve  de  même 


que  Ton  intégrera  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 
161.  2*  cas.  Soient  a  et  a'  les  deux  racines  de  Féquation 

x'  — 6x  — C=:0, 

et  par  conséquent 

l/ç  -h  hx  —  X*  =  ^(x  —  a)  (a'  —  x). 
Faisons 


/(x-a)(a'-x)  =  r(a'-x); 
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d'où  Ton  tire,  en  élevant  au  carre  et  diffërentiant  ensuite, 
^  o  -H  a'z*  2(o^--a)zrfz 


a  •+■  a  f 


Si  Ton  remplace  dans  la  différentielle  proposée,  x  par  —z j 

2(o'  —  a)zdz        y 

dx  par— 7- rr-r—  et  yc  ■+-  bx  —  x*  par  sa  valeur ,  savoir  : 

2(fl— x)  =  z(   o' --)=z- -, 

\         1  -♦-  z*  y       i  -*-  z* 

cette  différentielle  deviendra  rationnelle  en  z,  et  après  l'intégration  il 
faudra  remettre  pour  z  sa  valeur 


\/c — bx- 


t*  /x — a 


a'—x  y    a'—x 

C'est  ainsi  que  Ton  trouve 

Jdx  Ç  2dz  /x a 

,;^^^3  =  )î^p^  =  2arctangz-KC  =  2arctangy^^^^ 

dans  laquelle  a  =  —  ^— et    a'  = ^— 

dx 

On  intégrera  de  cette  manière  la  différentielle  -^ :— r-  qui  devient 

^  o*  —  sin^x 

algébrique  et  irrationnelle  en  remplaçant  sin  x  par  une  variable  z.  On 

trouve  ainsi,  en  remplaçant  a  par  sin  e  (ce  qui  suppose  a  plus  petit 

que  Tunité) 

f  rf^  ,      /sin(x  — fi)\ 

jsm  '  £  —  sin  '  X         "^  V^sm  (x  -♦-  s)/ 

1 

Quand  a  est  plus  grand  que  Tunité,  on  posera  a  =— —  et  l'intégrale 

devient 

C  dx  1  cotx  .  ^ 

\  i ^—i — ^— ï-  = ^^  <'<>l +  ^' 

ji — sin 'fi  sin 'x      cosfi  cose 
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On  trouve  de  la  même  manière ,  si  a  est  plus  grand  que  h , 

C        dx                 — 1                  6-t-asinjc       ^ 
-arc  cos r—, —  -^  C. 


3a-h6sinx      |/^« j«  a-f-6sinx 

Si,  au  contraire,  b  est  plus  grand  que  a,  cette  intégrale  devient,  en 
remplaçant  -r  par  sin  e , 


I 


$dx         /sin  I  (e  H-  x)\  cos  s 
sinf-+-sinx  \cos^(e — x)J 

dx  a 

Enfin  pour  intégrer  j—. — ,    on  posera  x= y  arc  tang  -» 

1  ~T"  fl  cos  X  "+"  0  sin  X  0 

ce  qui  transformera  la  différentielle  dans  la  suivante 

l-H  j/a*-t-6'siny 

dont  l'intégration  rentre  dans  Tune  de  celles  dont  on  vient  de  s'occuper. 
La  transformation  indiquée  au  commencement  de  ce  numéro,  aurait 
pu  être  appliquée  au  cas  du  numéro  précédent;  mais  elle  a  l'inconvé- 
nient de  mettre  quelquefois  en  évidence  des  quantités  imaginaires 
dans  l'intégrale.  Gela  arrivera  toutes  les  fois  que  les  racines  a  et  a'  de 
x'  -♦-  6x  -h  c  =  0  seront  imaginaires. 

162.  Intégration  des  différentielles  binômes,  —  Les  fonctions  irra- 
tionnelles qui  renferment  des  radicaux  du  second  degré  et  que  nous 
venons  de  considérer,  sont  les  seules  qui  peuvent  s'intégrer  d'une  ma- 
nière générale;  cependant  nous  nous  occuperons  encore  d'une  classe 
assez  nombreuse  de  fonctions  irrationnelles  que  l'on  rencontre  fréquem- 
ment dans  les  applications  du  calcul  intégral ,  et  qu'on  peut  souvent , 
par  des  transformations,  débarrasser  de  ses  radicaux,  ou  du  moins  ra- 
mener à  une  forme  plus  simple.  La  forme  de  ces  différentielles  est  la 


suivante  x*  (a  -t-  bx*y  dx  qui  revient  à  x"»  j/  (o  -f-  bx")''  dx  et  qui  est 
connu  sous  le  nom  de  différentielle  binôme.  Les  exposants  m  et  n 
peuvent  toujours  être   rendus  entiers,   car  s'ils    avaient  la    forme 

«"•'(a-H  6x"')'rfx,  en  faisant  x  =  y"*'"',  on  trouverait  la  transformée 

p 
m'n'y  "•*'"♦'••'*•'-*  (« -»- fcj/"'")' rfy  5  dans  laquelle  les  exposants  qui 

remplacent  —,  et  —.  sont  des  nombres  entiers.  On  peut  aussi  faire  en 
m       n 

54 
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sorte  que  n  soit  positif;  car  s'il  ne  l'était  pas  et  qu'il  fut  remplacé 
par  —  n,  on  feraitsubir  à  la  différentielle,  les  transformations  suivantes  : 

p  i 

L       v-j             /         b\\            (6-i-ax«)* 
X*  (a  -H  bx-y  rfar  =  X*  (  o  -f-  —  1  dx  =  x-  ^^ ^  dx 

=  x'*  f  (6-+-ax*)»  dx. 
L'exposant  n  est  rendu,  de  cette  manière ,  positif;  il  est  vrai  que 
l'exposant  m ^devient,  en  général,  fractionnaire;  mais  par  la  pre- 
mière transformation ,  c'est-à-dire ,  en  remplaçant  x  par  y^ ,  on  pourra 
rendre  cet  exposant  entier.  Cela  posé,  proposons-nous  de  chercher  les 
conditions  sous  lesquelles  cette  fonction  peut  être  rendue  rationnelle 
et  est  par  conséquent  intégrable.  Faisons 

a  -4-  bx'*  =  y^; 
on  trouve,  toutes  réductions  faites,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  en  y, 

p  wi  +  l 

—  a  < 

x"'(o-H  fcx»)'dx=-^;^y^+«-*  (y  — o)*      rfy, 

expression  qui  sera  évidemment  rationnelle  quels  que  soient  les  signes 

de  m  et  de  n,  si est  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif;  car 

n 

il  n'y  aura  plus  d'exposant  fractionnaire  et  par  conséquent  de  radicaux. 

Les  différentielles  suivantes  : 

a;»|/^(a--6x*)«dx,  x«  y^a  -i-  6x»  dx,     î^— ^-dx 
sont  donc  susceptibles  de  transformations  qui  les  rendront  rationnelles. 

4  y 

.     /         i/o  -h  6x*  ,  - 

Par  exemple,  pour  intégrer dx,  on  fera 

a  -\'bx^  =  y* 
et  l'on  trouvera ,  en  substituant, 


yE±Rdx=ib.^'^^ 


(y*-«)* 

que  l'on  intégrera  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 
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On  trouve  uneautreconditiond'intégrabilité,enremarquaDtque  Ton  a 


X- 


-  (/a        \      )-  «+^  - 

(o-f-  6a:")''dx=x"*M  — -H6jx"|'dx  =  x      '(6-+-  aa:-")»dx, 


et  que  d'après  la  condîtiou  d*intégrabilité  précédente ,  cette  dernière 

np 
tu  -h  -^  -h  1 

expression  peut  être  rendue  rationnelle  si ^ est  un  nombre 

entier  positif  ou  négatif;  ce  qui  aura  lieu  si  les  fractions et  - 

n  q 

réunies  forment  un  nombre  entier.  On  pourra  donc  rendre  rationnelles 

les  différentielles 

xl/o  —  6x*dx,     ^^(a-i-6x*)'dx,     x* l/a -+- 6x' dx. 
Par  exemple,  mettons  la  première  sous  la  forme 

X  %  /  X*  (  —  —  6  j  dx  =  X*  |/—  b  -+-  ax-'  rfx , 
puis  faisons 

on  trouvera 


X  \/a  —  6x'  dx  =  —  a 


(y»  H- 6)*' 


que  Ton  intégrera  ensuite  par  les  méthodes  connues. 

163.  Formules  de  réduction  des  différentielles  binômes.  —  On  peut 

p 

aussi  faire  dépendre  l'intégration  de  x"*  (a  -4-  6x")9  dx  de  l'intégration 
d'une  différentielle  de  même  forme,  mais  dans  laquelle  l'exposant  m 

P 
ou  l'exposant  -  est  diminué.  Les  formules  auxquelles  nous  allons  être 

conduits ,  sont  connues  pour  ce  motif  sous  le  nom  de  formules  de  ré- 
duction des  différentielles  binômes. 

Proposons-nous  d'abord  de  faire  diminuer  l'exposant  m;  pour  cela 
intégrons  par  partie  la  différentielle  binôme;  en  faisant 

p 
u  =  x'*-»+*    et   dv  =  x*~*  (o  -♦-  6x")»  dx 
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et  en  remarquant  que 

fudv  =  XIV  —  fvdu , 
il  vient 

/x*  (o  -h  6x-)'  Ax  =  f  x"'-*+*  x"-^  (o  -+-  6x")»  dx = x"'-*^*  ^  ' 


nb 


j 


(1*0 


^^ (m  —  n  -h  i)  x*-^  ax  = ^ ^(a  -h  6x")' 


n6 


M  <*') 


-  y  x**""  (o  -+-  6x")'      ax  ; 


(?-) 


n6 
mais  on  a  évidemment 

/x"""  (a  H-  6x»)'      dx  =yx"»^  (a  -+-  6x")  (o  -h  6x")»  rfx 

p  p 

=  oyx"»-^  (a  -f-  6x")»  dx  -H  6  yx"*  (o  -4-  6x")'  dx; 

réquation  précédente  devient  donc  par  la  substitution , 

p  j^m-n  +  l  P   .  . 

/x"  (a  4-  ôx*»)'  dx  = ^; ^ (o  -V-  6x»)» 

nfej  ^ 


(f-) 


m  —  w -f- i  /.^^ /     .  ,     v^  j       m  —  n-+-l 


/x"— «  (a  -*-  6x»)'  dx—  - —  /x"*  (a  h- 6x-)»  dx, 


d'où  l'on  tire  enfin , 

p  jp«-n  +  l  P^ 

yx*"  (o  -H  6x")»  dx  =  — -p ^  (a  +  6x»)« 


6/wn-n--f-l  j 
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6  /  "         "^ 


Cette  équation  fait  dépendre  Fintégration  de  x"*  (a  -f-  6x*)'  dx,  de 
l'intégration  d'une  différentielle  binôme  semblable,  mais  dans  laquelle 
Texposant  m  est  diminué  de  n.  Si  m  étant  positif,  contenait  plusieurs 
fois  le  nombre  n,  on  pourrait  faire  diminuer  encore  l'exposant  m  —  n 
d'un  nombre  n  d'unités;  en  effet,  changeons  m  en  m  —  n  dans  la  for- 
mule (i),  elle  devient 

/x*--  (o  -4-  6x-)^ dx  == (a  -+-  6x»)' 

b(m  —  n-Hn--i-d) 

a      m —  2n-f-  i        ^        ^    ,         ,    v-  i 
— -T /x--*"{a  -I-  bx^^y  dxy 

m  —  n  -h  n-  -f-  i 
7 

et  en  substituant,  on  trouve 

/x*»  (a  H-  tx»)»  rfx  = (a  -+-  6x-)'' 

6(w  -+-  n  -  -+- 1) 
•        ï 

a    m  —  n -H  d  a;»-«n+4  Ç  +  i 

—  7i (a  -*-  fcx")' 

'^  P       j  P       . 

m-i-n-  -t-im  —  nn-n-  -ni 

a'm  — n-hi        m — 2n-+-i        ^        .,         ,v^, 
-+-  7^ /x--'"  (a  -♦-  6x*)'  dx. 

9  9 

Il  est  évident  que  l'on  pourra ,  de  cette  manière ,  diminuer  l'expo- 
sant m  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  plus  petit  que  n. 

464.  Si  l'exposant  m  était  négatif,  l'équation  (i)  ne  serait  plus  une 

formule  de  réduction,  puisqu'elle  fait  dépendre  l'intégration  de  la 

p  p 

différentielle  x-*"  (a  -i-  6x*»)'  rfx,  de  l'intégration  de  x~"»-"  (a  -♦-  6x")ïrfx 
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dans  laquelle  Texposant  négatif  — m  devient  — m  —  n  ou  — (m-4-n) 
et  se  trouve  par  conséquent  augmenté  numériquement  de  valeur.  Dans 
ce  cas,  si  Ton  tire  de  (i)  la  valeur  de  Tintégrale  du  second  membre, 
il  viendra,  en  écrivant  —  m  au  lieu  de  m, 

/x---»  (a  -+-  6x»)'  dx  =  —, 7T  (o  -4-  6x")' 

^  ^  '  o(— m— n-+-i)  ^  ' 

P 

--       ^      J^.    /x— (o^6x*)ïdx, 

ou  bien ,  en  faisant  m  -♦-  »  =  m'  ou  w  =  m'  —  n , 

f                   X— *'+*  ^+1 

/X-"»'  (o  -4-  6X»)'  dx  =  -; ; rr  la  -\-  6x")« 

—  m'  -+-  n  -♦-  n  -  -+-  i 
""  i ^nC-^T /^""'^•^ («  -^  6^)"'^^ 0) 

dans  laquelle  l'exposant  —  m*  '\-  n  du  second  membre  est  numérique- 
ment plus  petit  que  l'exposant  —  m!  du  premier  membre. 

Si  m*  contenait  plusieurs  fois  le  nombre  n,  on  pourrait,  par  un 
moyen  semblable  &  celui  employé  plus  haut,  faire  diminuer  de  nou- 
veau l'exposant  d'une  quantité  n  jusqu'à  ce  que  cet  exposant  devient 
numériquement  inférieur  à  n. 

P 
465.  On  peut  aussi  réduire  l'exposant  -  qui  affecte  le  binôme  a  -f-  6x"; 

en  effet,  si  l'on  intègre  la  différentielle  binôme,  en  faisant 

p 
X"»  dx  =  dv    et     (tt  H-  6x")  »  =  u 

et  en  remarquant  que 

fudv  =  uv  —  /vdu  , 
on  aura 
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p     nb 


q  7n  -^  i 


yj.m+n  f^fi  _^  5jpn^,        ^/^p  . 


mais  si  dans  la  formule  (i)  du  (N°  163)  on  change  m  en  tn -+-  w  et 
-^  en  -  —  i  ,  il  vient 

y  X*"-»-"  (a -h  6x")«      dx= ^ L 

6(m-t-  n-  -f-  1) 
7 

o       m  -t-  i         /.       /         .    V--*  , 

—  T  jx"^  (a  -^  6x»)'      dx  ; 

0  p 

w  4-  n--+-  i 

rëqnation  précédente  devient  donc  par  la  substitution , 


/x-  (o  H-  6x")«  rfx  = (a  +  6x")» 

mn-  n -  -4-  i 
7 


g(m  -f-  n --♦-  i) 
q 


yx"'(a -*-6x»)'      dx (i) 


au  moyen  de  laquelle  l'intégration  de  x"*  (a  -f-  6x*)'  rfx  est  ramenée 
à  rintégration  d'une  différentielle  semblable,  mais  dans  laquelle  l'expo- 

P 
sant  -  est  diminué  d'une  unité. 

9 

P      P 

En  y  changeant-  en  -  —  i ,  l'intégrale  de  son  second  membre  dépen- 
dra d'une  nouvelle  intégrale  dans  laquelle  l'exposant  du  binôme  a  +  6x" 
sera- — 2.  On  parviendra  de  cette  manière  à  une  dernière  intégrale 
dans  laquelle  l'exposant  sera  compris  entre  0  et  l'unité. 

166.  Si  l'exposant- était  négatif,  la  formule  (1)  du  numéro  précé- 
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dent  devrait  être  modifiée;  car  l'exposant  — -  —  i  serait  numérique- 
ment plus  grand  que  — -  ;  tirons  en  la  valeur  de  l'intégrale  du  second 

membre  et  changeons^ i  en  — -et  par  conséquent  -  en  —  -  -+-  i  > 

on  aura 

p           x^^*  (a-4-6x")~î           m  —  n--^n-^i  ^ 

/•x-  (a  +  6j-r^dx  = y r 7? r^ — /x-  (a  -*-  6x*)"'^'*'*  dx...  {\ 

«-(1-0     «-(f-O 

l'exposant  —  -  -+-  i  de  l'intégrale  du  second  membre  sera  numérique- 
ment moindre  que  l'exposant  —  -  du  premier. 

9 

P  P 

En  changeant  —  -  en  —  -  -f-  i  dans  la  formule  précédente,  on  fera 
q  q 

encore  baisser  numériquement  d'une  unité  l'exposant  de  la  parenthèse 

que  l'on  réduira  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'il  soit  compris  entre 

Oet  — i. 

x"  dx 
Appliquons  la  formule  (i)  du  (N*  465)  à  l'intégration  de 


OU  x*(i  — x')      rfx,  m  étant  entier  et  positif. 

On   trouve  en  changeant  successivement  m  en  m  —  2,   m  —  4, 
m  —  6  etc. 

r  ^•'rfx    __  ^  X— ^  |/i  —  X*       m  —  i  f  X*— •  rfx 

r  x'^-'rfx x*»-' |/i — X*      m— 3f  x"*-*rfx 

3  |/ÏTZ^"~  wi  — i  w  — Î23^7f^^' 

$x*-*rfx  jpm-6-/| 3.»       m  — 5rx"»-*dx 
|/i  — x«                     «t  — 4  ♦^  — ^3|/i— x«' 

et  ainsi  de  suite.  L'exposant  m  de  x  étant  successivement  diminué  de 
2,  4,  6 unités,  il  est  évident  que  l'on  finira  par  arriver  à  Tune 
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r      xdx  1*       dx 

on  l'aiitre  des  deux  intégrales  i  — zz^znz  y    \  —  ■ ,   selon  que  m 

sera  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  Dans  le  second  cas  on 
trouve  par  des  substitutions  successives  : 

(x'^dx  i/i — x*(       ,      m — i        ,      (m— i)(m — 3) 

V*~a:«  w       (  *w— 2  (m— 2)(m— 4) 

(m-i)(in-3)(ni-~5)...,3l      (m~i)(m^3)(m~8)....3 
(m— 2)(m— 4)(m— 6)....2J      m(m— 2)(m— 4)(m— 6)...2 


$: 


Si  m  était  pair,  il  viendrait 

^<^  l/r=lc«(       .      m— 1       ,      (m— l){m— «)       . 

yT—x*  mi  w  — 2  (m— 2)(m— 4) 

(«u-4)(m-5)(m-S) 21 

(m  — 2)  (tw  — 4)  (m  — 6) l  ] 

Os  deux  formules  servent  è  trouver  les  intégrales  suivantes  : 

C     a;dx  y- „      e       (Il  .  „ 

\ —  = — yl — X* -«- C,     \ — =  are  sin  x  +  C 

)]/i—x*  )\/i—x* 

1*     x*rfx  X    /- i 

\  =  —  ^1/  1  — X*  -f-  -  arc  sin  X -4- c , 

Jl/1^^  2  2 

.•    x»rfx  /x'       4    ,       8\    . r-     _ 

c    xMx  /x'      3   \    /- z      3  ^ 

\  — izzr^zr  =  —  I H     X  )i/  \  —  X*  -+-  -  arc  sin  X  -4-  C. 

Si  f»  était  négatif,  on  emploierait  la  formule  (i)  du  (N"  164)  qui  donne 


Çx   "^dx  ^ \  — x'x-"*  +  *      m  —  2rx-'"''''rfx 
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'x-^'  +  ^rfx^      |/i— x«x— '  +  5      m  — 4rx— +*ctr 


/•x-'"'^*aac  |/i — x^x-*"^^'^      m  —  6rx-"  +  *rfx 


et  ainsi  de  suite.    L'intégration   de  — .  est  ainsi    ramenée  k 

dx 
rintégration    de  l'une   ou    de    l'autre  des  différentielles  — zz=r 

l/l-x« 

X — *  dx              dx 
ou —  = j    selon  que  m  est  un  nombre  pair  ou  im- 

|/ 1  —  X*       X  |/  i  —X* 

pair.  La  première  intégrale  est  arc  sin  x;  quant  à  la  seconde,  on 

l'obtient  en    rendant   la    différentielle  rationnelle   par  la    méthode 

■/  j j;« \ 

exposée  au  N°  461.  On  trouve  pour  cette  intégrale,  log^- • 

167.  Intégration  par  les  séries.  —  Lorsque  les  méthodes  d'intégra- 
tion sont  impuissantes  pour  faire  connaître  l'intégrale  d'une  différen- 
tielle donnée,  on  est  obligé  de  se  borner  à  en  chercher  une  valeur 
approchée  ;  pour  cela  on  fait  en  sorte  d'avoir  cette  intégrale  exprimée 
en  série  assez  convergente  pour  qu'un  certain  nombre  des  premiers 
termes  en  représentent  la  valeur  d'une  manière  approchée.  Si  la  série 
n'était  pas  convergente,  il  est  clair  qu'elle  serait  impropre  à  tout 
usage.  Il  y  a  plusieurs  moyens  de  développer  une  intégrale  en  série. 
La  formule  de  Maclaurin  y  conduit  d'une  manière  fort  simple;  en 
effet ,  on  sait  que  l'on  a 

?  W  =  ?  {«)  -+-  (x  -  a)  y'  (a)  -^^^^^^  ?"  {«)  -^  etc., 

a  étant  une  constante  quelconque  dont  on  peut  disposer  pour  rendre 
cette  série  convergente,  et  y',  <p"  etc.,  les  dérivées  de  la  fonction  f.  Si 
donc  on  représente  par  f  (x) ,  l'intégrale  d'une  différentielle  donnée 
Xdx,  on  aura  en  dérivant 

?'(x)  =  X; 

on  tire  de  là  les  valeurs  de  /  (a),  7"  (a)  etc.  que  l'on  substituera  dans 
la  formule  précédente  où  tous  les  termes  seront  connus  à  l'exception 
du  premier  <fa  qui  tiendra  lieu  de  la  constante  arbitraire  C.  11  est  à 
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remarquer  que  a  ne  peut  être  considéré  comme  une  seconde  constante 
arbitraire  entrant  dans  Texpression  de  l'intégrale ,  car  si  on  dévelop- 
pait en  série  les  fonctions  <p'a,  ^"a ainsi  que  les  binômes  (x  —  a)*, 

(x  —  ay la  lettre  a  disparait  de  l'équation,  comme  il  est  facile  de 

s'en  assurer. 

168.  On  peut  aussi  déduire   de  la  formule  de  Taylor  une  autre 
expression  de  Tintégraley  X(/x,  car  on  a 

/•(x-.A)  =  y.-^A-.^--...-^^^^-.etc. 

et  SI  Ton  fait  A  =  —  x ,  en  remarquant  que  f  {x  —  x)  =  fo  se  réduit  k 
une  constante  C,  il  viendra 

Or,  si  on  représente  par  y  l'intégrale  de  Xdx ,  on  aura 

dx~     '  dx*~dx     rfi»""dx«        ' 
et  la  valeur  de  l'intégrale  en  série  devient 

y,   ce8t.a-d.re   /Xdx  =  C  +  Xx - -^ •  —  +  ^ • -^-^-^ -  etc. 

Cette  expression  est  due  à  Jean  Bernoulli. 

Si  l'on  avait  remplacé  h  par  a  —  x ,  la  formule  de  Taylor  aurait 
pris  la  forme 

^      dy ,  ,       d*y  (x  —  a)'      c/'y  (x  —  aV 

^  cfcr^  '       rfx*     1.  2  rfx*  i.î2. 5 

et  aurait  donné  l'intégrale  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a. 
Comme  a  est  arbitraire  on  peut  en  disposer  pour  rendre  la  série  con- 
vergente pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites. 
La  formule  démontrée  au  (N"  56) , 

Fx  =  A  -h  B(fx)  -4-  C((px)«  -f-  D(7x)'  -+-  etc. 

Fa           i?'aF"a  — F'a«»"a 
===Fa-*--,x-4-. —^ (,x)«-.etc., 

dans  laquelle  a  est  une  racine  de  ^x  =  0  et  x  une  variable  quelcon- 
que, mais  telle  que,  entre  x  et  a  il  n'y  ait  pas  de  racine,  fournit  une 


270  CHAPITRE    VIII. 

autre  expression  de  T intégrale  en  série  :  si  Ton  fait  f>x  égal  k  la  déri- 
vée F'x  de  la  fonction  Fx,  celle-ci  sera  Tintégrale  de  tfxdx  et  il  viendra, 
en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 

/,xdx  =^C^  -  _(,x)«--  l^,(,x)»-.  ^—^^^-J^-^ 

Il  est  bien  entendu  qu'avant  de  faire  usage  de  cette  formule,  il  est  né- 
cessaire de  s'assurer  de  sa  convergence. 

169.  Il  est  souvent  plus  expéditif,  pour  intégrer  Xdx,  de  dévelop- 
per X  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  soit  au  moyen 
du  binôme  de  Newton ,  soit  par  la  division ,  soit  de  toute  autre  ma- 
nière ,  de  multiplier  ensuite  tous  les  termes  par  dx  et  de  les  intégrer. 

dx 
Par  exemple ,  pour  intégrer  la  différentielle  — ==: ,  on  fera 

/i— X* 

X  =         ^         =  (i  —  X*)"*  =  1  H-  1  X*  ^  I X»  -f- 1^  X**  -^  etc. 
J/I— X*  2  8  48 

'd'où 

/Xrfx=f  ^i  -*-lx*-*-  ?x»H-^x"-f-ctc.  Jrfx-^C 

=  C-i-x-H  ix^  -^  ^xo  -^^x*'  -^  etc. 

On  a    de  même 

X*  x' 

etc. 


1.2      i.2.3  , 

dx  =  log  X  4-  X 


X  -         D  4    2.2 

X* 


i.2.3. 5. 


etc. 


y  x"  (a  -h  fex")?  dx 


=  C-4-a»( .H-^ 7  +       i    o      -i ii r-^elc.  ). 

Cette  dernière  intégrale  s'obtient  en   développant  (a-H6x*)'. 
Souvent  il  suffit  de  développer  en  série  Tun  des  facteurs  de  X  ;  pre- 
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dx 
nons  pour  exemple  — i==z — =■  qui  n'est  pas  inlégrable  sous 

j/a*  —  x*  j/6  —  X 
forme  finie  ;  faisons 

et  il  vient 

idx  h~'~{  f        ^^  "*    f      ^^-"^ 

|/a«  — x«  i/ft  —  x  "^         (  J  /a«  — x«       26  J  /««  — x« 

3    f      x«rfx  15    r      x'rfx  )      ^ 

x"*rfx 
où  chaque  différentielle  du  second  membre  est  de  la  forme 


(/a«  — X* 
et  peut  être  intégré  par  les  méthodes  exposées  plus  haut. 

11  est  à  remarquer  que  si  le  développement  de  X  suivant  les  puis- 
sances de  X  est  convergent  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à  cette 
variable,  la  série  qui  représente  l'intégrale  f\dx  sera  aussi  conver- 
gente, ainsi  qu'on  le  verra  au  N°  176. 

170.  Construction  géométrique  d'une  intégrale.  —  On  peut  aussi, 
à  défaut  de  procédé  plus  exact ,  construire  géométriquement  l'intégrale 
d'une  différentielle  proposée,  en  déterminant  graphiquement  la 
courbe  dont  l'équation ,  si  elle  était  connue ,  serait  l'intégrale 
cherchée.  Ce  moyen  n'est  autre  que  celui  qui  a  été  employé  au  N"*  144 
pour  démontrer  géométriquement  l'existence  de  l'intégrale. 

La  connaissance  de  cette  courbe,  sans  suppléer  entièrement  à  l'inté- 
jçrale,  est  cependant  utile,  parce  qu'elle  donne  une  idée  assez  exacte 
de  sa  valeur  pour  les  différentes  valeurs  de  la  variable. 


CHAPITRE  IX. 


Détermination  de  la  constante  arbitraire  qui  entre  dans  une  intégrale.  Intégrales 
déGnies.  —  Signification  analytique  d*une  intégrale  définie.  —  Conséquences  de 
cette  signification.  —  Intégrales  définies  discontinues.  —  Applications.  —  Inté- 
grales définies  exprimées  par  des  séries.  ~  Quadrature  des  surfaces  planes.  — 
Signification  géométrique  d^une  intégrale  définie.  —  Quadrature  des  courbes 
polaires.  —  Rectification  des  courbes  planes.  —  Rectification  des  courbes  gauches. 
—  Rectification  des  courbes  polaires.  —  Cubature  des  solides  de  révolution.  — 
Quadrature  des  surfaces  de  révolution.  —  Problèmes  divers. 

171.  Détermination  des  constantes  arbitraires.  Intégrales  définies. 
—  Nous  avons  vu  que  pour  compléter  une  intégrale ,  il  fallait  y  ajouter 
une  constante  arbitraire.  Tant  que  Ton  ne  considère  une  intégrale  que 
comme  étant  la  fonction  qui  par  sa  différentiation  reproduit  la  diffé- 
rentielle donnée,  cette  constante  reste  nécessairement  indéterminée; 
elle  n'est  soumise  qu'à  la  seule  condition  de  ne  pas  changer  de  valeur 
quand  on  fait  croître  ou  diminuer  la  variable  de  la  fonction;  mais  il 
n'en  est  plus  de  même  dans  les  applications  du  calcul  intégral.  Alors 
les  conditions  particulières  de  la  question  font  ordinairement  prendre 
à  ces  constantes  des  valeurs  déterminées.  Par  exemple ,  on  sait  que  la 


différentielle  d'un  arc  de  courbe  plane  est  donnée  par  dx 


V^' 


ou  Xcfx  ;  l'arc  de  courbe  lui-même  limité  au  point  qui  a  pour  abscisse  x 
est  donc  représenté  par  l'intégrale  de  Xdx,  intégrale  que  nous  désigne- 
rons par  (fX  -h  G.  Il  est  visible  que  jusqu'ici  rien  ne  fixe  le  point  à 
partir  duquel  est  mesuré  cet  arc;  la  seconde  extrémité  M  (fig.  1)  est 
seule  déterminée  par  l'abscisse  AP  ou  x;  aussi  la  longueur  (fX-^C 
contient-elle  une  quantité  G  d'une  valeur  arbitraire.  Mais  si  l'on  con- 
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vient  que  les  arcs  seront  comptés  à  partir  d'un  certain  point  fixe  et 
déterminé  B  correspondant  à  x  =  AC  =  o,  il  est  visible  que  l'arc, 
c'est-à-dire  l'intégrale,  devant  commencer  au  point  B,  devra  être 
nul  pour  X  égal  à  a  ;  on  aura  donc 

ça-f-C  =  0,     d'où    C=  —  <pa, 

fa  étant  ce  que  devient  ^x  quand  on  y  remplace  x  par  a.  L'intégi*ale , 
c'est-à-dire,  la  portion  d'arc  de  courbe  BM  comprise  entre  les  abscisses 
a  etx,  est  donc  yx  —  y  a.  Cette  intégrale,  dont  le  commencement  se 
trouve  ainsi  fixé ,  se  nomme  intégrale  indéfinie  pour  la  distinguer  de 
Yintégrale  générale  qui ,  à  cause  de  l'indétermination  de  la  constante 
arbitraire,  présente  une  plus  grande  généralité.  Si  au  lieu  de  prendre 
l'intégrale  depuis  une  abscisse  déterminée  a  jusqu'à  une  abscisse  arbi- 
traire x^  on  prend  pour  limites  deux  abscisses  déterminées  a  et  6, 
l'intégrale  devient  76  —  ^ a  et  se  nomme  intégrale  définie;  on  la  re- 

présente  ainsi  :  V  Xdx,  où  a  et  6  sont  les  limites  de  l'intégrale. 
Ja 
On  peut  obtenir  la  valeur  d'une  intégrale  définie  prise  entre  deux 
limites  données,  sans  pour  cela  commencer  par  déterminer  la  constante 
arbitraire,  ou  sans  fixer  le  commencement  de  l'intégrale;  en  effet,  en 
admettant  toujours  qu'elle  représente  un  arc  de  courbe,  puisque 
fx  +  C  représente  la  valeur  de  l'intégrale  depuis  un  point  in- 
déterminé jusqu'à  l'abscisse  x,  il  en  résulte  que  f6-f-Cetfa-f-C 
sont  respectivement  ces  valeurs  comptées  depuis  le  même  point  in- 
déterminé jusqu'aux  abscisses  6  et  a ,  et  par  conséquent  la  différence 
(y  6  -4-  C)  —  (y  a  -f-  C)  =  (p6  —  (pa  est  l'intégrale  prise  entre  les  limites 

a  et  6  ou  I   Xdx ,  c'est-à-dire  qu'on  obtient  l'intégrale  défijiie  en  rem- 
Ja 

plaçant  successivement  la  variable  par  ses  deux  valeurs  extrêmes  dans 
l'intégrale  générale  et  en  prenant  la  différence  des  résultats. 

i72.  Signification  analytique  d'une  intégrale  définie.  Conséquences 
de  cette  signification.  —  La  signification  d'une  intégrale  générale  a  été 
suffisamment  établie  par  la  condition  d'être  la  fonction  reproduisant 
par  la  différentiation  la  différentielle  proposée  ;  mais  cette  définition  ne 
saurait  s'appliquer  aux  intégrales  définies ,  puisque  celles-ci  ont  une 
valeur  constante  qui  n'est  plus  susceptible  de  dérivation  :  c'est  pour 
cela  que,  pour  donner  une  signification  à  ces  quantités,  nous 
avons  dû  employer  des  considérations  géométriques  et  présenter  une 
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intégrale  comme  exprimant  un  certain  arc  de  courbe;  mais  il  existe 
sur  les  intégrales  définies  un  théorème  important  qui  établit  d'une  ma- 
nière générale  leur  signification  analytique.  Nous  avons  vu  (N""  5),  qu'en 

,.   .  .         -  .  ,     ,  ...  9(x-^h)  —  9X 

désignant  par  <fx  une  certaine  fonction  de  la  variable  x,— j^ — 

est  égal  à  la  moyenne  des  valeurs  par  lesquelles  passe  la  dérivée  7'x 
de  ^x  quand  on  fa ii  croître  la  variable  d'une  manière  continue ,  ou 
par  intervalles  infiniment  petits  dx^  depuis  une  valeur  quelconque  x 
jusqu'à  X  -^  h,  c'est-à-dire,  que  l'on  a,  en  désignant  par  n  le  nombre 

d'accroissements  dx  contenus  dans  A,  ou~r-> 

dx 

(p  (x-+-  h)  —  fx tf'x  -f-  <p' (x  -f-  (ix)  -f-  y'(x-f-2dx)  -f-  y'(x-f-A) 


Si  donc  on  remplace  x  par  une  valeur  particulière  a,  x-h  A  par  6, 

A      .,    .     , 
et  n  par  -r-  »  il  viendra 
r/x 

^6  —  ffa=  jf'a  -♦-  f'(a  -f-  rfx)  -f-  y' (o  -4-  2rfx) -1-  ff'b\dx, 

dans  laquelle  le  second  membre  représente  la  somme  de  toutes  les 
valeurs  par  lesquelles  passe  la  différentielle  f'xdx,  tandis  que  la  varia- 
ble croit  par  intervalles  égaux  à  dx ,  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  6.  Le 
premier  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  définie  de  (f'xdx  prise  depuis  a 
jusqu'à  6.  D'où  il  suit  qu'une  intégrale  définie  représente  la  sofnme  des 
râleurs  par  lesquelles  passe  la  différentielle  quand  la  variable  croit 
d'une  manière  continue  entre  les  deux  limites  de  l'intégrale. 

Ce  qui  précède  donne  lieu  à  plusieurs  conséquences  :  i%  on  vient 
de  voir  que 

$y'xrfx  =  y6  —  ya; 
a 

si  on  change  la  lettre  a  en  6  et  6  en  a ,  il  vient 


d'où  il  résulte  que 


\    f'xdx  =  rfa  —  ffc, 


çb  .a 

i    yxdx=  —  I  y'xds, 

fa  'b 
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â*"  11  résulte  de  la  signification  d'une  intégrale  définie  que  si  on  divise 
rinlervalle6  —  a  compris  entre  ses  limites,  en  plusieurs  parties  quel- 
conques e,  é',  €"....  £^"~*\  on  a  identiquement 

S  6  ^a-^s  ça-\-£-¥-e'  çb 

fxdx  =  I         f'xdx  -h  V  f'xdx  H —  i  fxdx^ 

a  Ja  ia-hs  Jo-He-4-£' — hé^»-*^ 

puisque  des  deux  côtés  on  ne  fait  que  prendre  la  somme  des  valeurs  de 
la  différentielle  entre  les  limites  a  et  6.  3"  Si  on  désigne  par  n  le 
nombre  d'accroissements  égaux  à  dx  contenus  dans  6  —  a,  on  pourra 

remplacer  dx  par dans  l'expression  de  \    /"'xc/x,  qui  devient  alors 

Çj'rO.  =  (6  -  a)  (-r«-^r(«-^^)-^A«-^2'^)--^/'6^^ , 

et  qui  apprend  qu'une  intégrale  définie  représente  aussi  le  produit  de 
la  différence  6  —  a  des  valeurs  extrêmes  de  la  variable ,  par  la  moyenne 
arithmétique  des  valeurs  par  lesquelles  passe  f'x.  Or  si ,  comme  on 
le  suppose,  f'x  est  continu  entre  les  limites  a  et  6,  cette  moyenne 
arithmétique  correspond  à  une  valeur  de  x,  comprise  entre  a  et  6,  c'est- 
à-dire  à  o  -H  0  (6  —  o),  0  étant  compris  entre  0  et  l'unité  ;  on  a  donc  ^*^ 

\   /•'xrfx  =  (6  — o)/''[a-4-G(6  — tt)]. 


(*)  Des  considéra  lions  empruntées  au  calcul  intégral  conduisent  à  une  démonstra- 
tion très  simple  de  la  série  de  Taylor.  Intégrons  par  pirties  entre  les  limites  0  et  A 
la  différentielle  ;r*~*y*"Nar-»- A  —  z)dz  dans  laquelle  y^"^  représente  la  dérivée 
nième  de  la  fonction  7.  Il  viendra 

fh  rh 

Jo  •'0 

Si  Ton  continue  ces  intégrations  par  parties,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  la  fonc- 
tion fy  on  trouve 

rh 

\    ^(— «)  ^e»)  (a.  ^-  A  -  z)  d:r  =  -  A"-*  f^""*»  .r  -  (n  -  1  )  A*-*  <p<"-'^  x 


*o 


-  (n  -  1)  (Il  -  2)  A--*y<'-*'  x..„  -  (n  -  i  )  (n  -  2)...  3.2Af  a- 

~(n-1)(n-2)...3.2.i«px-f-(n~1)(n-.2)...3.2J(p{x.^A), 

56 
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i**  Si  f'x  reste  positif  dans  toute  retendue  de  Tintégrale,  celle-ci  sera 
nécessairement  positive,  et  si,  lorsque  x  change  de  signe,  f'x  change 
de  signe  sans  changer  de  valeur,  Tintégrale  sera  la  même  au  signe 
près ,  quand  on  la  prendra  entre  des  limites  positives  ou  entre  les 
mêmes  limites  négatives.  5*»  Si  f'x  était  positif  depuis  fa  jusqu'à  fa' 
et  négatif  entre  fa  '  et  fh^  en  supposant  que  la  fonction  change  de 
signe  en  passant  par  zéro ,  il  est  évident  que  la  différentielle  fxdx 
serait  positive  et  négative  dans  ces  mêmes  intervalles,  et  que  par  con- 

séquent  I    fxdx  ne  serait  autre  chose  que  la  différence  des  valeurs 

absolues    des    intégrales    prises     entre    ces    limites,     c'est-à-dire 

i     fxdx  —  I     fxdx. 

175.  Intégrales  définies  discontinues.  —  Supposons  enfin  que  la 
différentielle  dont  on  prend  l'intégrale  définie  entre  les  limites  a  et  6 
ou  l'intégrale  même ,  devienne  infinie  ou  imaginaire  pour  une  ou  plu- 
sieurs valeurs  de  la  variable  comprises  entre  o  et  6  ;  alors  le  théorème 
du  N°  3  du  calcul  différentiel,  et  par  conséquent  le  théorème  sur  les 
intégrales  définies  que  nous  en  avons  déduit  au  N*»  472,  cessent  d'être 
exacts  et  conduit  souvent  à  des  résultats  évidemment  fautifs.  Ainsi 
comme  on  a 

Cdx i 

)  X*  X 

le  théorème  sur  les  intégrales  définies  donnerait 

^  —  1 


c, 


d'où  Ton  lire 

qui  est  Ift  série  (!e  Taylor.  Le  reste  de  la  série  est  ici  représenté  par  une  intégrale 
définie;  mais  on  vient  de  voir  que 

Le  reste  de  la  série  est  donc  aussi  représenté  par 

1.2  5.. .(«-1)^     Lx-t-A(l      e)J. 
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i 

ce  qui  est  impossible,  puisque  —  étant  toujours  positif,  la  somme  des 

éléments  différentiels  doit  être  une  quantité  positive.  Cette  erreur 

évidente  s'explique  en  remarquant  que  -5  devenant  infini  pour  x  égal 

à  zéro ,  qui  est  compris  entre  -*-  1  et  —  i  ,  il  y  a  solution  de  conti- 
nuité dans  rintégrale  et  par  conséquent  la  formule  cesse  d'être  vraie. 
Les  valeurs  de  ces  intégrales  définies  discontinues  s'obtiennent,  en 
général,  en  les  divisant  en  trois  parties  prises,  la  première  depuis 
la  limite  inférieure  a  de  l'intégrale  jusqu'à  une  valeur  a  —  s  peu 
différente  de  la  valeur  a  qui  rend  la  dérivée  infinie,  la  seconde  de- 
puis a — e  jusqu'à  a  h-  e'  un  peu  supérieure  à  a  et  la  troisième, 
depuis  a  -i-  fi'  jusqu'à  la  limite  extrême  6  de  l'intégrale,  ce  qui  revient 
à  poser 

^o  ça.  —  6  ça-^e'  [h 

I  fxdx=  i  fxdx-^-  V  fxdx -t-  \         fxdx. 

Gomme  la  première  et  la  troisième  intégrale  sont  continues  dans  toute 
leur  étendue\  on  a  pour  leur  valeur,  en  désignant  par  yx  l'intégrale 
générale  de  fx  dx,  savoir  : 

y(a  — £)  —  ?a,     (p6  — ?(«  +  £'), 

dont  la  somme  converge  vers  76  —  y  a  lorsque  s  et  fi'  converge  vers 
zéro.  Quant  à  l'intégrale  du  milieu,  on  ne  peut  trouver  sa  valeur 
par  le  même  moyen,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  continuité;  mais  si  l'on 
fait  converger  £  et  e  vers  zéro  ou  plutôt  vers  dx ,  il  est  visible  qu'à 
la  limite ,  cette  intégrale  ou  cette  somme  se  réduira  à  deux  éléments 
différentiels 

ef{a^B)  ^-  fi'/'(a -4- fi')  =  f{oL  —  dx)  dx  -h  /(«  H-  dx')  dx' 

qu'il  faudra  ajouter  à  la  somme  des  deux  autres  intégrales ,  après  y 
avoir  fait  converger  s  et  e'  vers  zéro  et  la  somme  totale  sera  en  général 
indéterminée,  infinie  ou  finie,  selon  que  £/"(«  —  s)  -{-  s'f{oL  -♦-£')  sera 
lui-même  indéterminé ,  infini  ou  fini  à  la  limite.  Ainsi ,  pour  avoir  les 
valeurs  des  intégrales  définies 

r-^^rfx      C-^^dx      r^  dx 

] 1^:*'    j oQ^*'    jQsin*e  —  sin*x' 
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dont  les  deux  premières  sont  discontinues  pour  x  =  0  et  la  troisième 
pour  X  =  e,  on  déterminera  les  valeurs  complémentaires  suivantes  : 

s  ^'  i       1      i      i_ 

(0  — f)«  "*"  (Oh- gy ""1  "^  e'""5"*"  Ô"**' 

s  e'  f         fi'  i       i        i       1       0 


(0  — fi)3      (Oh- fi')'      —  «'      ^'  «•      £'*       0      0       0 


sin*  e  —  sin*  (e  —  fi)      sin*  c  —  sin*  {e-^s') 
On  voit  que  la  première  valeur  est  infinie  et  la  seconde,  indéterminée  et 


sont 


par  conséquent  que  les  intégrales  définies  \        ~  ^^   1         ~  '   * 

elles-mêmes  Tune  infinie  et  Tautre  indéterminée.  Quant  à  la  troisième 

t 

•  •     /_. \v  sin  if 

différentielle  dont  Tintégrale  indéfinie  est  log  ( ^ ]         j 

\sin  (x  -♦-  e)/ 

comme  on  vient  de  voir  que  la  valeur  complémentaire  est  égale  à 

zéro ,  on  trouvera  la  vraie  valeur  de  son  intégrale  définie  en  posant 

i  i 

/sin(^-e)\«i°2e  /_sinc\«*"2e 

yb  — <pa  =  log(-,-) )  —  log(-, )  =0. 

\sin  (n  H-  e)/  \  sm  e  / 

174.  Si  dans  l'intégrale  I   /xdx,  fx  était  réel  depuis  la  limite  a 

jusqu'à  a.  et  restait  imaginaire  depuis  a  jusqu'à  6,  il  est  évident  que 
la  différentielle  serait  réelle  dans  la  première  partie  et  imaginaire 
dans  la  seconde,  et  que,  par  conséquent,  les  deux  sommes  ou  inté- 
grales seraient  également  réelles  et  imaginaires ,  du  moins  si  les  diffé- 
rentielles imaginaires  ne  changent  pas  de  signe.  Enfin  si  la  différentielle 
fxdx  était  continue  depuis  a  jusqu'à  b  et  que  pour  x  =  b^  fx  devint 
infini,  on  poserait 

S  6  rb  —  £  ^6 

^xdx  =  I  fxdx  -¥-  I  fxdx 

a  ^a  Jb  —  e 

et  l'on  ferait  converger  fi  vers  zéro  ou  plutôt  vers  dx,  La  première 
intégrale  convergera  vers  ^6  —  7 a  et  la  seconde,  qui  se  réduit  à  un 
élément  différentiel,  sera  la  valeur  limite  de  ef{b  —  fi),  laquelle  se 


CALCUL    INTÉGRAL.  SS^J 

1  0 

présente  sous  la  forme  0  X  -  =  ^  et  dont  on  cherchera  la  vraie 

valeur  par  les   méthodes  connues.   Quand  fx  est  imaginaire  à   la 
limite  6,  le  produit  fi/'(6  —  e)  converge  visiblement  vers  zéro  et  Tinté- 

grade  i   fxdx  se  réduit  à  <]>6  —  7  a. 
Jo 

175.  Il  est  à  remarquer  que  si  dans  une  intégrale  définie  on  rem- 
place X  par  fz,  on  sera  conduit  à  une  différentielle  équivalente  ¥zdz 
et  par  suite  à  une  intégrale  équivalente  fYzdz  dont  les  limites  ne 
seront  plus  les  mêmes  que  celles  de  l'intégrale  primitive  en  x.  On 
trouvera  ces  nouvelles  limites  en  déterminant  les  valeurs  dé  z  qui 
rendent  ^z  égal  aux  deux  valeurs  extrêmes  dex,  c'est-à-dire,  en  résol- 
vant les  deux  équations 

^2=  a,     (pz  =  6, 

dans  lesquelles  a  et  6  sont  les  deux  limites  de  l'intégrale  primitive. 

176.  Applications  du  théorème  sur  les  intégrales  définies.  —  D'après 
ce  qu'on  a  vu  (N"  174),  la  recherche  d'une  intégrale  définie,  si  la 
différentielle  est  continue,  ne  présente  aucune  difficulté  lorsqu'on  con- 
naît l'intégrale  générale  de  cette  différentielle  ;  car  il  suffit  de  substi- 
tuer successivement  à  la  variable,  les  deux  limites  dans  l'intégrale 
générale  et  de  prendre  la  différence  des  résultats.  Les  intégrales 
connues  : 

'  m  -+- 1         '    -^  6  log  a 

(rfx  1  Jf      ^ 

-r r  =  -arc  tang--f-  C, 
n*  -^~  nr*         n  n. 


dx  .     ^        ^  /.       .  .  .       •  rt 

.  —  =  arc 8in  -  -4-  C,    jx  sm  xdx  =  —  x  cos x  -f-  sm  x  -+-  C  , 


dx  ^  a  -H  i/o*  -H  6x  —  X* 

=  —  2  arc  lang k  C  , 


I  (/a*  H-  6x  —  X* 

$(l^             r.              ^     <       3    „       15    .,   ^ 
=C+-x-< X*  H x' H x*'etc., 
/|  __  j.i                        10          72          624  ' 

t        ^  sin  (p  -f-  7)  X      1  sîn  (p  —  a)  x 

/  cos  px  cos  ûfxdx  = ^-^ ^-^—  -+-  -  — '-^ '-^  -h  C , 

^       ^         '  2p-4-7  2p  —  7 
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conduisent  donc  aux  intégrales  définies  suivantes,  pourvu  que  dans  la 
première  de  ces  différentielles,  m  h-  i  ne  soit  ni  nul  ni  négatif  et  que 
a  soit  supérieur  à  l'unité  dans  la  troisième  intégrale  définie  qui  suit, 

I  x"r/x=  r>    \        a-^'dx=-j-. >    \         a-^'dx=:r\ ' 

Jq  w  -+-  i      j_ I  6  log  a       Jq  6  log  a 

r-^(^    dx    _7r^  r-^-Q^    c/x        TT    r«      dx 

\   X  sin  xrfx  =  TT ,    \        X  sin  xdx  =  Stt  , 
c\       dx  ,        4        3        15         ^        .a'  dx 


a  et  a'  étant  les  deux  racines  de  x*  —  hx  —  a*  ==  0. 


i 


i  sin  (p  -H  (/)  TT      4  sin  (»  —  a)  tt 

cos  px  cos  qxdx=- ^^- — h 

^       ^         ^  ^       p  -h  q  2p  —  q 


Si  p  et  9  sont  des  nombres  entiers ,  cette  dernière  intégrale  se  réduit 

,     ,  /Il  .  .  sin  (p  —  q)n  ,      ^ 

a  zéro  excepté  dans  le  cas  ou  p  =  o.  Le  terme  — ^ ^ —  se  présente 

p  — </  , 

alors  sous  la  forme  -  dont  la  vraie-valeur  est  n  et  Ton  trouve 

\    cos*  px  rfx  =  -  • 
JO  2 

Les  intégrales  du  N°  466  donnent  de  même,  si  m  est  pair,  ' 

ci    x^dx        4.5. 5. 7 (m  — i)  n 

)Q/iir^«""2.4.6.8 m       '2' 

et  si  m  est  impair 

/.l     x-dx    __2.4.  6 (m  — 4) 


)o>^^»^ 


3.  5.  7 m 


Ces  deux  dernières  conduisent  à  une  expression  remarquable  de  n  due 
au  géomètre  anglais  Wallis.  Si  dans  la  première  on  prend  pour  m  un 
nombre  pair  infiniment  grand  et  dans  l'autre  le  nombre  impair  consé- 
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«•iilif ,  les  exposants  tous  deux  infinis  et  ne  différant  que  d'une  unité, 
seront  égaux  à  la  limite  ainsi  que  les  deux  intégrales  définies^  et  Ton 
aura  '*' 

7r      2.  Î2.  4.  4.  6.  C.  8.  8 

2""l.5.5.  5.  5.  7.  7.  9 ' 

z 
En  remarquant  que  — —  est  nul  pour  z  =  0  et  pour  z  =  oo  quand 

p  est  un  nombre  positif  supérieur  à  l'unité ,  les  intégrales  successives 
trouvées  au  N"  158  deviennent  : 

f^       dz       ^2w  — 5  f^         dz 

)o(Ï^TTy«"2)o^^Tï-4' 


pourvu  que  n  soit  un  nombre  entier.  Il  résulte  de  là  que 

r^       dz      _n  i^  3   5   7  2n  — 5 

^  (z«-4-i)"'"2'2'4'6'8 2n— 2 

TT    i.D.3.7.    9 (2n  — 3) 

'2'  2.4.6.8.10 (2n  — 2)* 


1 


>*)  Cotte  formule  se  démontre  trune  manière  plus  rigoureuse  en  observant  que 

comme  x  est  toujours  compris  entre  zéro  et  Tunité,  la  différentielle     . 

Y  \  —  «* 

iTdx                                            Jc'^dx               x**'^*dx         x"^^*  dx 
^x — reste  comprise  entre — •—^:z:^     et    =  x —  •  Il  en 

est  donc  de  même  des  sommes  ou  intégrales;  or  si  m  est  un  nombre  impair^  il  en 
<era  de  même  de  m  +  2  et  en  représentant  par  A  l'intégrale  correspondant  à  m, 

celle  qui  répond  à  m  +  2  est  visiblement  A qui  converge  vers  A  quand  m 

converge  vers  l'infini  ;  ces  deux  intégrales  tendent  donc  vers  une  même  valeur  qui 

r^x'^^^dx 
est  par  conséquent  celle  de  rintégrale  intermédiaire  1    — ^ 

jO\/i-xi 


288  CHAPITRE    IX. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  l'intégrale  définie  suivante  : 

m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  et  positifs,  le  premier  plus  petit 

(2t-»-i)7r^/:ri 

que  le  second.  Comme  les  racines  n»^""  de  —  i  sont  c  ^  , 

?n  donnant  h  i  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  jusqu'à  n —  i  ,  il 
est  visible  que  si  l'on  désigne  par  c^*^  e^'^  e^^^ e^'"^**  les  valeurs 


(2i  -H  I)  ir 


successives  de  c  ,  la  fraction  rationnelle 

pourra  être  décomposée  en  fractions  simples  de  la  manière  suivante  : 


i  i  1 


y_,(5) 


y"  -h  \  y  —  e^*^  y  —  eJ^^ 

et  par  conséquent  on  aura ,  en  changeant  y  en  x*, 


n 


X*"»  dx       i  (  r(e^*>)"*-"+*  dx       r(c<5))"-"+*  dx  r(c^*»-*J)--"+*dx, 


r  X*-  dx  ___  \  (  r  (e«*>)"»-"+*  dx       r 
Jx«"-+-i""n()    X*  — e«*'     "^  3 


Mais  on  sait  que 


i 


dx  i  X 
=  ~  arc  tang  -  -♦-  C 

s  -4-  n*  n.  n 


et,  en  changeant  a*  en  —  e^*^  ou  bien  a  en  (/ — i  é*     , 
r     dx 


^^ arc  tang  -^— ^ —  4-  C  =  --; arc  cot 


.> 


s  (O 


X|/^i 


-4-C. 


Si  donc  on  prend  l'intégrale  définie  entre  les  limites  -h  x  et  —  oo  , 

i 
ce  qui   est  permis    puisque  c^*^  étant  imaginaire,  — ^ j^  ne  de- 


x^  —  e' 
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vient  iuflni  pour  aucune  valeur  réelle  attribuée  à  x,   il   viendra 

1 , 


=^ arc  cot =  -^^ arc  cot  0= — ~ 


e  f^  e  e 

et  |>ar  conséquent 

2m -H  I  2»»-f-l 


«>         X***dx  _7r|/irï|(g(t))       ^  (g(3)) 

'        ::ï5ï^^       I- etc., 


qui ,  à  cause  des  valeurs  connues  suivantes  : 

(g(i))n3=e^l/^^^  __  ^  ^     (g(5,).  _g57r|/-l  _  _  4^  etc., 

prend  la  forme 

$30  / {     2m-4-l       , 2m-Hi  ^ 

x«-*rfx_    7r/~i    -s^■''^^-*      -t^r^""^-^ 

2m-+-l  ^_   ) 

ou  bien 

3_^x«"-hi  n       \ 


dans  laquelle  — est  remplacé  par  a.  Le  polynôme  compris  entre 

2n 

les  parenthèses  forme  une  progression  géométrique  dont  la  somme  est 

(2n-Hl)a7ri/irr  o7r|/Z7  (2ifH- 1)  7r|/ZT  ^^. 

. == -3— c 

2a7rl/^       .  2a7r|/-l 

2  i 


aizy^—i —  a7r|/^  ^ —  1  sin  Ott 

57 
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ce  qui  mluit  la  valeur  de  Tintëgrale  à 


L 


x*"*rfa; 


.    2tn-4-  ! 
nsin- 


2n 

Comme  la  différentielle  conserve  le  même  signe  quand  on  change 
celui  de  x ,  Fintëgrale  depuis  —  oo  jusqu'à  zéro  a  la  même  valeur  que 
depuis  zéro  jusqu'à  +  oo  ;  on  a  donc  aussi 

u  2n  sin  — n 


On  en  déduit ,  en  faisant  x"  =  z  et  o  = 


2n 

2m  -¥-  4 


2n 


r'^z-^dz 


Jq   i  -+  z       sin  OTT 

dans  laquelle  a  est  une  fraction  quelconque  inférieure  à  Tunité  et  ayant 
un  dénominateur  pair  et  un  numérateur  impair. 

i77.  Une  des  intégrales  définies  précédentes  conduit  d'une  ma- 
nière fort  simple  au  développement  d'une  fonction  «px,  suivant  les 
cosinus  des  arcs  multiples  de  la  variable;  car  si  l'on  pose 

^a  =  a  +  6cosx  -f-  ccos  2x  -4-  dcos  3x  •+- -+-  Acosnx  -♦- 


et  qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  cosnxdx,  n  étant  un 
nombre  entier  quelconque ,  on  trouve ,  en  intégrant  les  deux  membres 
depuis  zéro  jusqu'à  n  et  remarquant  que,  d'après  ce  qui  précède,  les 
intégrales  de  cosnxdx^  cosx  cosnxdx,  cos2x  cosnxdx^  etc.  sont 

TT 

nulles,  tandis  que  l'intégrale  de  cos^nxdx  est-j  savoir: 

c^  n  2  r^ 

1  fXcosnxrfx  =  -A,      h  =  -  \  «xcosnxdx. 
JO  2  n  )q 

Si  l'on  fait  successivement  n  égal  à  0,  i  ,  2,  3,  4.... ,  il  vient 

a=-  I  fxrfx,     6  =  -  V  yxcosxrfx,     c  =  -  l  fxcos^xdx, 
^  JO  ^  JO  "^  JO 

K 

fxcos  Sxrfx  etc. 


'^  Jo 
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qui  déterminent  les  coefficents  a,  6 ,  c,  d....  au  nioyen  d'intégrales  dé- 
finies. Une  marche  semblable  conduira  au  développement  de  «px  suivant 
les  sinus  des  multiples  de  x.  Avant  de  faire  usage  de  cette  série ,  il  est 
nécessaire  de  s*assurer  de  sa  convergence.  En  remplaçant  fx  par  x, 
il  vient  ; 

X      n                   cos  3x      cos  5x      cos  7x 
-=--C08X p ^5 ^5 etc. 

et  en  dérivant  deux  fois ,  on  trouve  ces  séries  remarquables 

sin  5x      sin  5x      sin  7x  1 

s.nx  -4—^  +  __  +  __  4-  etc.  =- 

cos  X  -H  cos  Dx  -4-  COS  5x  H-  COS  7x  -f-  etc.  =  0. 
Pour  f  X  =  c~',  il  vient 

-C-'= h  -75 5--COS  X  -t-  --T — T-cos2x  -t-  -— j-COSOX 

2  2  i*-i-i  2*-f-i  o*-i-i 

-♦-  -Ti 7"  COS  4x  -4-  etc. 

4*  -H  1 

178.  Intégrales  définies  exprimées  par  des  séries,  —  Nous  verrons 
dans  la  seconde  partie  du  calcul  intégral,  comment  on  parvient  à 
trouver  les  intégrales  définies  de  certaines  difTérentîelles  dont  on  ne 
connait  pas  les  intégrales  générales;  mais  le  nombre  des  fonctions  aux- 
quelles ces  procédés  sont  applicables  est  fort  borné  et  il  faut  le  plus 
souvent  avoir  recours  à  des  méthodes  d'approximation.  Le  théorème 
du  (N**  172)  y  conduit  fort  simplement;  en  effet,  divisons  en  /{  parties 

égales  rinlervalle  6  —  a  des  deux  limites  de  l'intégrale  \  fxdx  :  en 

représentant  par  i  chaque  division,  on  aura  rigoureusement,  quand  n 
atteindra  la  limite  des  valeurs  croissantes  ou  quand  i  atteindra  la  limite 
des  valeurs  décroissantes, 

.6 

[  fxdx=  \fa-^  f{a-¥-  i)  -^  ('{a  -^  'II)  -^  f(a  -^^  ôi) ^  f{b  —  i)\i 

^a 

et  si  l'on  prend  t  suflisamment  petit,  cette  somme  pourra  être  consi- 
dérée comme  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  définie. 
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On  trouve,  de  cette  manière»  en  faisant  n  =  10, 

^0*^    1    -♦-  X  ^  »^     100  "^     100  «^     100  ^     100  ' 

i        i  1  i  i 


io    v^'ïôïô    \ymô    \ymô         \ymô 

Les  différents  moyens  employés  pour  trouver  une  intégrale  indé- 
finie développée  en  série,  peuvent  aussi  servir  à  trouver  la  valeur 
approchée  d'une  intégrale  définie  ;  ainsi ,  de  ce  que  la  formule  de 
Maclaurin  donne 

(x a)* 

fX=:(pa  +  (x  —  a)  (f'a  -e  ^"a  -+-  etc. 

il  résulte  que  Ton  a»  en  remplaçant  ^'x  par  /x  et  ^a  qui  reste  indé- 
terminé par  une  constante  C, 

//•xdx  =  CH-  (x-«)/xH-  ^-illiiV'»-^  ^-f^ra  +  elc., 

parce  que  f  x  étant  l'intégrale  de  f'xdx  est  aussi  Tintégrale  de  fxdx. 
On  a  donc  aussi 

\    fxdx=[n  —  m)fx-\r^ '——^ *- f'a 

-\-  ' ' ^ r  o  -+-  etc. 

i.2.3  ' 

dans  laquelle  on  peut  disposer  de  a  pour  rendre  la  série  conver- 
gente. La  série  de  Jean  Bcrnouilli  donne  aussi 

^Jxdx^nfn^mfm-^  i.2  j"         i.  2.  5 '''' 

Enfin,  de  la  formule  (N«  168) 

/<pxdx  =  C  -^  -  —  (px*  —  -  ^î>'x»  -♦.  etc. 
2  f  o  3  y  V 

dans  laquelle  a  est  une  racine  de  Téquation  (p  (x)  =  0,  on  tire 

^  '""^'^  ^  2  /^  ('"*  -  ^»)  -  -  ^±_ (y n»  -  ym»)  +  etc., 


'TO 
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pourvu  que  a  soit  la  seule  racine  de  ^x  =:  0  comprise  entre  m  et  n.  Si 
m  est  égal  à  a ,  il  vient 

Il  est  souvent  plus  expéditif  de  développer  directement  fx  en  série 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  de  multiplier  ensuite  la  série 
par  dx  et  d'intégrer  chaque  terme  entre  les  limites  fixées.  On  trouve 
ainsi,  en  supposant  que-  le  développement  de  fx  soit  a  -h  6x  +  ex' 
-h  (ix*  -h  etc.,  savoir 

$n  b  c  d 

fxdx  =  x{n — m)  -+■  -  (n*  —  wi*)-+- -(n*  —  w') -4-  -  (n* — m*)-f-etc. 
m  2  3  4 

Remarquons  que  si  le  développement  de  fx  est  convergent  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  m  et  n,  la  série  qui  forme  Tinté- 
grale  sera  aussi  convergente,  puisqu'une  moyenne  arithmétique  entre 
plusieurs  séries  convergentes,  est  évidemment  une  série  convergente , 
et  qu'une  intégrale  n'est  autre  chose  qu'une  moyenne  arithméti- 
que (NM  72). 

179.  Quadrature  des  surfaces  planes,  —  Le  calcul  intégral  ap- 
prend k  remonter  d'une  différentielle  donnée  à  sa  fonction  primitive. 
Il  résulte  de  là  que,  lorsqu'une  quantité  est  connue  par  sa  diffé- 
rentielle ,  la  recherche  de  la  valeur  même  de  cette  quantité  n'est  plus 
qu'un  problème  de  calcul  intégral;  ainsi  la  détermination  de  l'aire 
d'une  courbe  ou  d'une  portion  de  son  arc,  et  la  détermination  de  la 
surface  ou  du  volume  d'un  corps  terminé  par  une  surface  courbe , 
sera  ramenée  à  une  intégration  dès  que  l'on  aura  trouvé  l'expression 
de  la  différentielle  de  l'aire  ou  de  l'arc  de  cette  courbe  et  de  la 
surface  ou  du  volume  de  ce  corps.  Proposons-nous  de  trouver  ces  diffé- 
rentielles. 

Soit  y  =  fx  l'équation  d'une  courbe  BC  (fig.  30)  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires,  et  s  l'aire  comprise  entre  la  courbe  BM,  l'axe  des  X, 
l'ordonnée  variable  MP  correspondant  à  l'abscisse  x  et  une  ordonnée 
quelconque  fixe  BE.  ^  augmentant  et  diminuant  avec  l'abscisse  AP  ou 
X,  est  nécessairement  une  fonction  de  cette  variable.  En  donnant 
à  X  un  accroissement  PP'  =  A  =  Ax,  s  prend  un  accroissement 
A«  =  MM'PP';  et  si  on  construit  un  rectangle  QQ'P'P  équivalent  à 
MM'P'P,  il  est  visible  que  QQ'  devra  couper  la  courbe  en  M"  placé 
entre  les  points  de  M  et  M',  puisqu'il  doit  y  avoir  compensation  entre 
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les  surfaces  extérieures  et  intérieures  QM"M  et  Q'M"M';  PP"  est  donc 
une  fraction  de  PP'  ou  A,  représentée  par  ôA,  et  l'ordonnée  P"M"  sera 
exprimée  par  /*(x  -+-  OA)  et  par  conséquent  on  a  pour  toute  valeur  de  A, 

A«=  Ax/'(x -*- 9A),    ou    —  =  /'(x-+-ôA), 

G  étant  compris  entre  zéro  et  i  ;  et  il  vient  à  la  limite,  en  observant 
que,  puisque  0  reste  compris  entre  0  et  i  ,  GA  js'évanouit  avec  A, 

ds 

—  =zfx  =  y^    d'où    ds==ydx    et    s  =fydx -h  C=/ fxdx -^C, 

Telle  est  l'expression  de  Taire  comprise  entre  une  courbe,  Taxe  des  X 
et  deux  ordonnées  dont  Tune  correspond  à  une  abscisse  x  et  Tautre ,  à 
une  abscisse  indéterminée.  On  y  serait  arrivé  immédiatement  par  la 
considération  des  infiniment  petits  en  remarquant  que  si  PP'=  rfx,  la 
surface  PP'M'M  sera  l'accroissement  ou  la  différentielle  cfs  de  «;  et 
comme  PP'M'M  ne  diffère  pas  sensiblement  du  rectangle  PP'N'M  dont 
l'aire  esiydx,  on  aura,  comme  précédemment, 

ds  =  ydx    et    s  =  fydx  H-  C. 

Cette  valeur  de  s  est  indéterminée  puisqu'elle  renferme  une  con- 
stante arbitraire  C;  elle  ne  sera  déterminée  que  lorsqu'on  aura  fixé 
le  commencement  de  l'intégrale ,  c'est-à-dire ,  la  limite  de  la  surface 
opposée  à  MP.  Si  l'aire  s  s'étend  depuis  l'ordonnée  fixe  DE  jusqu'à  MF, 
en  représentant  l'abscisse  AE  par  a,  on  voit  que  pour  x=  a ,  on  doit 
avoir  s  =  0;  en  représentant  donc  par  <px  l'intégrale  ffxdxy  on  aura 

0  =  (}>a  -4-  C    d'où    s  =  fydx  —  <pa  =  <px  —  y  a, 

pour  l'expression  de  l'aire  comptée  depuis  l'abscisse  AE  =  a  jusqu'à 
une  abscisse  quelconque  AE  =  x.  Si  Taire  devait  être  prise  entre  les 
deux  ordonnées  fixes  DE  et  FG  correspondant  aux  abscisses  AE=a  et 
AG  =  6,  il  suffirait  de  faire  x  =  6  et  il  viendrait 

,6  .6 

S  =  V    ydx  =  V    fxdx  =  <p6  —  ya. 
Ja  Ja 

Toute  intégrale  de  la  forme  ffxdx  pouvant  être  considérée  comme 
devant  servir  à  la  quadrature  d'une  certaine  courbe  ayant  pour  équa- 
tion y  =  fx,  on  dit  qu'un  problème  est  ramené  à  une  quadrature, 
lorsque  la  solution  ne  dépend  plus  que  d'une  semblable  intégration. 
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Si  les  axes  au  lieu  d'être  rectangulaires ,  étaient  obliques,  il  est  visible 
que  Taire  du  rectangle  PP'QQ'  serait  hf(X'^  6A)  sin  a,  a  étant  Tangle 
des  axes  et  Ton  trouverait 

8- 


I  =  sin  a  \    fxdx. 


480.  Signification  géométrique  d'une  intégrale  définie.  —  L'expres- 
sion précédente  de  Taire  d'une  portion  de  courbe  comprise  entre  deux 
ordonnées  peut  servir  a  démontrer  géométriquement  le  théorème  du 
N*  i7î2  sur  la  valeur  d'une  intégrale  définie;  en  effet,  Tintégrale 
ffxdx ,  quelle  que  soit  la  quantité  qu'elle  est  destinée  à  représenter, 
peut  être  considérée  comme  exprimant  Taire  d'une  portion  de  la  courbe 

rb 
qui  a  pour  équation  y=fxy  et  Tintégrale  définie  i  fxdx  est  Taire  de 

Jo 
la  courbe  comprise  entre  les  ordonnées  correspondantes  aux  abscisses 
X  =  a  et  X  =  6.  Si  donc  DF  (fig.  31)  est  cette  courbe,  et  si  AG  =  6  et 
AE  =^  a ,  Tintégrale  définie  sera  Taire  DEGF  ;  or  en  divisant  EG  en  un 
nombre  infini  de  parties  infiniment  petites  Ea,  a6,  6e....  représentant 
les  valeurs  successives  de  dx,  et  en  élevant  les  ordonnées  aa'  bb'  c&  etc. 
les  rectangles  DEoa',  abb'a\  bcc'b'  etc.,  dont  les  aires  sont  données 
par  le  produit  de  chaque  ordonnée  par  dx ,  représenteront  toutes  les 
valeurs  que  peut  prendre  la  différentielle  fxdx  entre  les  limites  x  =  a, 
et  X  =  6;  comme  la  surface  EGFD  est  la  somme  de  tous  ces  rectangles, 
Tintégrale  définie  sera  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que  prend  la 
différentielle  entre  les  limites  de  Tintégrale. 

Il  est  à  remarquer  qu'il  résulte  du  N°  172  que  Tintégrale  et  par 
conséquent  Taire  DEGF  est  aussi  représentée  par  le  produit  de  EG  par 

une  moyenne  entre  toutes  les  ordonnées  DE,  aa\  66',  cc^ GF.  On 

voit  aussi  que  si  entre  les  limites  x  =  a  =  AE  et  x  =  6  =r  AG  (fig.  32) 
la  courbe  passait  au-dessous  de  Taxe  des  X,  comme  les  ordonnées  ou 

fx  deviendraient  négatives,  I    fxdx  serait  la  différence  des  aires  DBE 

Ja 
et  GBF  ainsi  qu'on  Ta  vu  au  N**  172.  Pour  avoir  chacune  de  ces  aires, 
il  faudrait  chercher  Tx  du  point  B  ou  AB  et  prendre  successivement 
Tintégrale  entre  les  limites  AE  et  AB  puis  AB  et  AG. 

Appliquons  la  formule  des  quadratures  à  quelques  courbes  : 

1<*  Pour  la  parabole  pour  laquelle  on  a 

fy«  =  2px, 
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on  trouve 

rb 


ro  rb     rb    i  a  ^        i 


r 


Si  l'aire  se  eompte  à  partir  du  sommet,  a  est  nul  et  il  vient,  en  rem- 
plaçant 6  par  X , 

«  =  -  j/^x*  =  g/2px  x  =  - xy. 


â""  Pour  Tellipse  dont  Téquation  est 

a*  y*  -♦-  6*x*  =  o*6% 
il  vient 

i==/ydx  =  -/|/a«  — x«dx=-]5|/a«  — x«-4-^ 


«=/ yax  =  -y  i/a»  — x*rfx=-J-|/a*  — X*-»-  —  arcsin-}  -♦-€. 
a*'  '^  a[2^  2  a) 

Si  on  eompte  cette  aire  à  partir  de  Taxe  des  Y,  x  et  A  doivent  être 
nuls  en  même  temps  et  on  a 

b  (        j-z z  ,  .    x)       1  1     .  .X 

8=  r-   xi/a'  —  x'  -»-  a*arcsm-=-rXv  -h-aôarcsm-. 
2o(     '^  a)      2  ^       2  a 

En  faisant  x  =  a,  on  a  pour  Taire  du  quart  de  Tellipse 

ab 
.  =  .-. 

3"  Pour  l'hyperbole  ëquilatére,  rapportée  à  ses  asymptotes,  el 
dont  l'équation  est  xy  =  a*,  il  vient 

rdx 


=  yydx  =  o*i —  =  a*logx  -*-  C. 


Si  on  eompte  Faire  h  partir  du  sommet  de  la  courbe ,  pour  lequel  Vt 
est  a ,  on  trouve 

X 

8  =  a*  log  -  • 
a 

En  faisant  a  égal  h  l'unité,  8  devient  égal  à  log  x,  ce  qui  apprend 
que  dans  l'hyperbole  équilatère,  la  portion  de  l'aire  comprise  entre  la 
courbe  et  l'asymptote  représente  le  logarithme  népérien  de  l'abscisse. 
C'est  pour  ce  motif  que  ces  logarithmes  ont  été  aussi  nommés  loga- 
rithmes hyperboliques.  En  considérant  une  hyperbole  quelconque  au 
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lieu  de  l'hyperbole  équilatère,  et  en  la  rapportant  à  ses  asymptotes 
qui  formeront  un  système  d'axes  obliques ,  on  trouvera  que  la  propriété 
précédente  subsiste  encore,  mais  les  logarithmes  ne  sont  plus  pris  dans 
le  système  népérien  ;  la  valeur  de  la  base  dépendra  de  l'angle  formé 
par  les  deux  asymptotes. 

\**  Pour  trouver  l'aire  d'une  portion  de  la  cycloïde  qui  a   pour 
équation  différentielle 

|/2ay  —  y« 

transportons,  pour  faciliter  l'intégration,  l'origine  des  coordonnées  de 
A  en  E  (fig.  9),  en  prenant  EK  et  EF  pour  axes  des  X'  et  Y';  on  fera 
pour  cela 

x  =  na-h  x\    y  =  2o  — y' 

et  l'équation  de  la  courbe  deviendra 

dt/2ai/'-y'« 
on  aura  par  conséquent  pour  l'aire  ENL,  en   observant  que  pour 
l'arc  EA',  ^  est  positif  et  que  par  conséquent  il  faut  prendre  le 
signe  plus , 

J  |/2ay'  — y'* 

=  ^  |/2ov'  —  v'*  -♦-  -^  arc  sin H  C. 

2      "^       ^        ^  2  a 

Si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  y' =  0  jusqu'à  y'  =  A'K  =  2a,  on 

aura  pour  l'aire  EA'K,  —  tt.  On  sait  que  FA'  =  ra  et  par  conséquent 

l'aire  du  rectangle  EFA'K  est  donnée  par  na.  2o  ou  27ra*.  En  retran- 

chant  l'aire  EAK  exprimée  par  tt— ,    il  reste -Tra*  pour  l'aire  de  la 

demi-cycloïde  EFA';  l'aire  de  la  cycloïde  est  donc  égale  à  trois  fois 
l'aire  du  cercle  générateur. 

5**  L'épicycloïde  trouvée  au  N"  78  et  qui  a  pour  équation 

111 

x'  -4-  y^  =  r 


58 
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donne  pour  le  quart  de  sa  surface,  en  remplaçant  x  par  Iz^  et  en 
faisant  usage  de  Tintégrale  définie  trouvée  au  N*»  176, 

4         fl    1        11  f*      z*dz  ^,^[^     z*dz 

6"  La  chainette ,  qui  a  pour  équation ,  lorsqu'on  la  rapporte  à  un 
axe  des  Y  vertical  passant  par  le  sommet  et  à  un  axe  horizontal  desX 
pincé  à  une  hauteur  a  au-dessous  du  sommet , 

*■  * 


2 
donne  le  résultat  suivant,  en  comptant  l'aire  à  partir  de  Taxe  des  Y, 


')• 


Si  l'on  remplace  e"  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  courhe  mise 
sous  la  forme 

-^  =  e«-f-— 5    ou     (c°)* ^e"=  — 1, 

"  e« 

il  vient 

s  =  a  (/y*  —  a*. 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes  MM',  NN'  et  deux  ordon- 
nées MP,  M'P'  (voir  fig.  55),  il  suffît,  évidemment,  de  déterminer  par 
la  méthode  précédente,  les  aires  MM'P'P  et  NN'PT,  et  d'en  prendre 
la  différence  ;  mais  on  peut  quelquefois  arriver  à  l'expression  cherchée 
d'une  manière  plus  facile,  en  observant  que,  si  Y  =  /x  et  y  =  ^x  sont 
les  équations  des  deux  courbes  MM'  et  NN',  Yrfx  et  ydx  seront  les  aires 
des  rectangles  élémentaires  mm'p'p  et  nn'p'p^  et  par  conséquent 
(Y  —  y)dx  sera  l'aire  de  la  tranche  mw'n'n,  et  comme  la  surface 
MM'N'N  se  compose  de  la  somme  des  tranches  telles  que  mm'n'n^  on 
aura 

s=l    (Y— y)rfar  =  \    (/i  — yx)rfx. 
Ja  Ja 
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L*airc  comprise  entre  quatre  courbes  MM',  NN'  MN  et  M'N'  (fig.  34)  s'ob- 
tiendrait en  déterminant  successivement  les  aires  MM'P'P,  M'N'Q'P', 
NN'Q'Q  et  MNQP,  et  en  observant  que 

MM'N'N  =  MM'P'P  -+-  M'N'Q'P'  —  NN'Q'Q  —  MNQP. 

484.  Quadratures  des  courbes  polaires.  —  Si  Tëquation  de  la  courbe 
était  donnée  en  coordonnées  polaires  et  qu'on  voulut  connaître  Taire 
comprise  entre  deux  rayons  vecteurs  OA  et  OM  et  Tare  AM  (Gg.  4C) 
de  cette  courbe ,  la  formule  pour  la  quadrature  s'obtiendrait  par  une 
marche  analogue  à  celle  que  l'on  a  employée  pour  le  cas  des  coordon- 
nées rectangulaires  ;  nous  nous  bornerons  donc  à  chercher  la  formule 
de  la  quadrature,  en  employant  la  considération  des  infiniment  petits. 
En  désignant  par  s  l'aire  AOM ,  si  on  donne  à  l'angle  AOM  ou  t  un 
accroissement  MOM'  ou  dt ,  en  observant  que  le  secteur  MOM'  ou  ds 
étant  infiniment  petit,  les  rayons  vecteurs  MO  et  M'O  sont  sensiblement 
égaux,  le  secteur  MOM'  pourra  être  considéré  comme  circulaire  et  sa 
surface  aura  pour  expression 

d«=ioM.arcMM'  =  -r«rf«,     d'où    «=- /r«de -*- C. 
2  a  ^ 

En  appliquant  cette  formule  h  la  quadrature  de  la  spirale  d'Archimcde 
qui  a  pour  équation  r=^nty  on  trouve 

4  n*i' 

et  en  prenant  la  surface  depuis  l'angle  t' jusqu'à  l'angle  (", 

Pour  la  spirale  logarithmique  dont  l'équation  est  r  =  Aa%  il  vient 

i                               \                                    A^    a'***'  '**' 

»  =  -/A*a»-'rf(=— -AVa*""2mdt=  --,- hC  = 


4m  4mloga  4mloga 

482.  Rectification  des  courbes  planes,  —  On  a  vu  (N**  75)  que  la 
diiïércntielle  d'un  arc  de  courbe  est  donnée  par  l'équation 

ds  =  |/rfx«  -+-  dy^  =  \/(fy  ""  ^  '''''' 
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on  lire  de  là 


■=fvW 


1  (Ix. 


Telle  est  la  formule  pour  la  rectification  des  courbes  planes  rapportées 

à  des  axes  rectangulaires.  Pour  rappliquer  à  des  exemples,  il  suffit  de 

dy 
remplacer  -~  par  sa  valeur  en  x  tirée  de  Téquation  de  la  courbe  et 

d'effectuer  T intégration  indiquée. 

l**  Considérons  d'abord  le  cercle  qui  a  pour  équation  x*  -4-  y*  =  r*. 
11  vient 

et  si  Ton  prend  l'intégrale  entre  les  limites  x  =  a  et  x  =  6, 

.6  .a 

s  =  r  arc  sm r  arc  sin  -  • 

r  r 

2"  Pour  la  parabole ,  on  trouve 


--  'Hv^-HN/^f 


dx       y 


p  ^p 

ou  bien,  en  prenant  la  courbe  depuis  le  sommet  jusqu'à  l'ordonnée  y, 
5°  L'ellipse  donne 


dy  bx  C       A  6«x«       , 

dx  ai/a«-x»  3V  «*-a'^' 


iv/ 


o*  —  (o*  —  b*)  x« 


dx 


a*  —  a'  x«  I  _    /  .       a? 

a* 
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a*  — 6» 
en  remplaçant —  par  e*.  L'intégrale  de  cette  dififérentielle  n'est 

pas  exprimable  en  quantités  algébriques,  trigonométriques  ou  loga- 
rithmiques; mais  on  en  trouve  une  valeur  approchée  en  remplaçant 


/  ^ 

le  radical  m   /  i — e*~  par  la  série 


^  —  ô«   l  — 5«*-i  — etc. 


2      a«      8      a* 


qui  est  toujours  convergente,  parce  que  e  et  ^  sont  des  fractions;  on 
trouve  ainsi 


—  etc., 


dont  chaque  terme  peut  s'intégrer. 
4»  Pour  la  cycloïde ,  il  vient 

=  l/^ f ^y =  —  2  /2^  |/2a  — y  -♦-  C. 

Jj/2a-y 

Si  l'intégrale  se  prend  depuis  y  =  0  jusqu'à  y  =  2a,  c'est-à-dire,  dans 
toute  l'étendue  de  la  demi  cycloïde ,  on  trouve  s  =  4a  et  par  consé- 
quent la  cycloïde  entière  est  égale  à  8a  ou  à  quatre  diamètres  du  cercle 
générateur. 

o"*  Pour  l'épicycloïde  traitée  plus  haut  et  qui  a  pour  équation 

111 

j»  -4-  V'  =  /% 
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on  trouve 


6°  Dans  la  chainettc  dont  on  s'est  déjà  occupé  au  (N**  180,  G"*)  on 
trouve 

\  r^  t       _f  a    '       -- 

On  tire  de  Téquation  de  la  chainette,  comme  au  N"  180,  6*», 


a      y    a*  a      y    a* 

et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  de  Tare  /,  lui  fait  prendre 
cette  forme 

Il  résulte  de  cette  valeur,  comparée  h  celle  de  Taire  trouvée  plus  haut, 
que  l'on  a  8  =  al. 

183.  Rectification  des  courbes  gauches,  —  Si  la  courbe  était  à  dou- 
ble courbure ,  la  formule  pour  la  rectification  serait 


d'après  ce  qu'on  a  vu  (N»  100),  et  l'on  aurait 

dx      dti 
dans  laquelle  on  remplacerait -p  et  -ppar  leur  valeur  en  z  tirée  des 

deux  équations  de  la  courbe.  Par  exemple ,  pour  la  spirale  dont  les 
équations  sont  (N^  111) 

z  z 

X  =  r  sin  —  >     v  =  r  cos  —  » 
ar  ar 
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on  trouve 

rfx      i         z       ily  i   ,    z 

-—  =  -  cos  —  >     -r-  = sm  — 

dz      a       ar       dz  a      ar 

et  |)ar  conséquent 


Z=i\/l-+--î(  C08* h  sin*  —  ]dz 

^84.  Rectification  des  courbes  polaires,  —  Considérons  une  courbe 
plane  rapportée  à  des  coordonnées  polaires.  La  formule  pour  la  recti- 
fication pourrait  aussi  être  obtenue  en  imitant  la  marche  suivie  pour 
les  courbes  rectangulaires  (N""  75)  ;  mais  nous  nous  bornerons  à  la  dé- 
montrer par  la  considération  des  infiniment  petits.  Soit  donc  AM 
(fig.  16)  celte  courbe  eir  =  ft  son  équation;  si  on  donne  à  t  un  ac- 
croissement infiniment  petit  MOM'  =  dt ,  Tare  AM  ou  /  augmentera 
de  MM'  =  dl  et  en  décrivant  du  point  0  comme  centre  Tare  de  cercle 
MP ,  le  triangle  MPM',  considéré  comme  rectiligue ,  donne 


d/  =  |/MP«-4-M'P«; 

or,  Tare  de  cercle  MP  est  égal  à  MO  X  angle  MOM'  =  rdt  et  M'P  étant 
Taccroissement  du  rayon  vecteur  MO ,  n'est  autre  chose  que  dr;  on  a 
donc 

dl  =  |/r*  d(« -f- drS      d'où     l  =  f  %/r«  -f-  f-pj  dt. 
Pour  la  spirale  d'Archimëde ,  on  trouve 

r:=rnt    et    l=^f[/n* t*  -f- n«rf(==  |j ( y/t^^i^ log(« -♦-(/*« -f-  1)U C. 
Pour  la  spirale  logarithmique, 

r=Aa-',     l=f[/Pi}  o'-'H- A»  m«  a«*»'  log*  a  dt=^  A  /i  -4-m*  log«  a/a"^'  dt 
A  (/i  -f-  w*  log*  a  ^^^         j/l  -h  m*  log*  a 


m  log  a  m  log  a 

185.  Cubature  des  solides  de  révolution.  —  Soit  y  =  /i  l'équation 
d'une  courbe  BC  (fig.  50)  ;  en  tournant  autour  de  l'axe  des  X,  elle  en- 
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gendre  une  surface  de  révolution  et  nous  nous  proposons  de  déterminer 
le  volume  renfermé  dans  cette  surface  et  limité  par  deux  plans  perpen- 
diculaires h  Taxe  X  et  engendrés  par  les  deux  ordonnées  BE  et  GF. 

Prenons  un  point  quelconque  M  ayant  pour  coordonnées  x,  y  et  dé- 
signons par  V  le  volume  engendré  par  BM  P£.  Si  Ton  donne  à  a:  un 
accroissement  PP'=fc  =  Ax,  v  sera  augmenté  du  volume  Ar  engen- 
dré par  MM'P'P.  Or,  quel  que  soit  Taccroissement  A,  on  conçoit  qu'il 
est  toujours  possible  de  construire  un  rectangle  QQ'P'P  de  manière 
que  le  volume  qu'il  engendrera  en  tournant  autour  de  Taxe  des  X  soit 
équivalent  au  volume  engendré  par  MM'P'P  et  il  est  visible  que  QQ' 
devra  pour  cela  rencontrer  Tare  MM'  en  un  point  M"  situé  entre  M  et 
M',  puisque  les  deux  volumes  de  révolution  ne  sont  équivalents  que  si 
les  volumes  engendrés  par  M'M"Q'  et  MM"Q  situés  l'un  au-dessus  et 
l'autre  au-dessous  de  QQ',  sont  eux-mêmes  équivalents  ;  la  distance  PP" 
sera  donc  une  portion  de  PP'  ou  A,  et  pourra  être  exprimée  par  OA, 
0  étant  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Le  volume  engendré  par  le 
rectangle  QQ'PT  est  exprimé  par  7r.PP'.M"P"«=7rA  [/'(x-h  eA)]* 
et  il  viendra 

At? 

Av  =  TT Ax  [f{x  -f-  OA)]*  ou  —  =  TT  [f{x  -4-  ÔA)]«. 

Comme  cette  relation  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  A,  on 
peut  faire  converger  h  vers  zéro,  sans  que  Ô  cesse  d'être  infërieiir 
à  l'unité,  et  il  vient  alors 


d'où  l'on  tire 


dv  =  rry*  c/x  ,      v  ==  n  J^  «/*  dx. 


On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  la  considération  des  infininwînt 
petits,  en  observant  que  si  PP'  est  égal  à  rfoc,  le  volume  de  la  tranche 
infiniment  mince  engendrée  par  PMM'P'  est  wy*  dx. 
Pour  la  parabole,  on  a 

y«  =  2  |ix ,   V  =  TT  y  y*  (ix  =  ^irpj'xdx  =  TT jpx*  -+-  C , 

et ,  en  prenant  l'intégrale  depuis  le  sommet , 

r  =  ;r;>ar«=r-7ry«x; 
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le  volume  est  donc  la  moitié  de  celui  du  cylindre  circonscrit.  Pour 
Tellipse  on  a 

v  =  7ryy*dx==7r  -  Wa'  —  x^)dx  =  n—^  t  a*x — —  )-♦-  C; 

et  en  prenant  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  ce  qui  re- 
vient à  prendre  l'intégrale  depuis  x  =  —  a  jusqu'à  x  =  a ,  on  trouve 

4 
5 

Pour  l'épicycloïde ,  dont  l'équation  est 

115. 


on  a 


v=.n{        {l*^^x*ydx  =  n{        (/«—  3Pa;V3/*x'— X«)rfx  =  -7r/'. 
J  — /  } —l  S 

Le  volume  engendré  par  l'aire  MM'N'N  (fig.  37)  comprise  entre 
deux  courbes  MM',  NN'  et  deux  parallèles  MN  et  M'N'  à  l'axe  des  Y, 
s'obtient  en  évaluant  séparément  les  volumes  engendrés  par  PMM'P'  et 
PNN'P'et  en  prenant  leur  différence;  on  a  donc,  en  représentant 
par  V  le  volume  cherché ,  par 

y  =  fx  et  y  =  <fx 

les  équations  des  deux  courbes  et  par  metn  les  valeurs  extrêmes  de  x, 
en  supposant  que  les  courbes  ne  rencontrent  pas  l'axe  des  X  entre  les 
limites  m  et  n , 

V=7r(       (/x)«rfx  — 7r(      (yx)«dx=7r(      |  (/x)«— (yx)»  j  dx. 

J  m  J  m  J  m 

i86.  On  déduit  de  cette  formule  un  théorème  important.  Si  les 
équations  des  deux  courbes  CD  et  CD'  (Gg.  55)  sont 

Y==/x  et  y  =  yx, 
On  peut  mettre  la  valeur  de  V  sous  la  forme 

V  =  ;r  ("(Y*-i/*)rfx=^  ("(YH-i,)  (Y -y)  dx. 
Jm  Jtn 
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Or,  si  les  deux  branches  CD  et  CD'  sont  symétriques  des  deux  côtés 
d'une  droite  AB  parallèle  h  Taxe  des  X,  il  est  évident  que  PM  -h  PM' 
ou  Y  -♦-  y  sera  constant  et  égal  au  double  de  la  distance  PN  =  / 
de  la  droite  à  Taxe,  et  Texpression  du  volume  devient 


J  m 


ou  plutôt  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  N*"  i80, 

V  =  27r/.S, 

en  désignant  par  S  Taire  comprise  entre  les  deux  courbes. 

11  résulte  de  là  que  le  volume  d'un  semblable  corps  est  représente 
par  le  produit  de  l'aire  CC'DD'  de  la  courbe  génératrice  par  la  circon- 
férence ayant  pour  rayon  la  distance  de  l'axe  de  rotation  à  la  droite  qui 
sépare  l'aire  en  deux  parties  symétriques.  Ainsi  le  volume  engendré 
par  un  cercle  tournant  autour  d'une  droite  est  égal  au  produit  de  l'aire 
du  cercle  par  la  circonférence  décrite  par  son  centre. 

Le  théorème  subsisterait  encore  si  la  courbe  supérieure  était  inverse- 
ment symétrique  à  la  branche  inférieure ,  comme  cela  aurait  lieu  pour 
une  ellipse;  car  on  pourrait,  sans  changer  le  volume,  tourner  la 
branche  inférieure  de  manière  à  la  rendre  directement  symétrique 
h  la  branche  supérieure.  Le  volume  engendré  a  donc  la  même  expres- 
sion que  celui  du  cercle. 

187.  Quadrature  des  surfaces  de  révolution.  —  Soit  y  =  fx  l'équa- 
tion d'une  courbe  A  B  (fig.  36)  qui ,  en  tournant  autour  de  Taxe  des  X, 
engendre  une  surliice  de  révolution.  Représentons  par  u  la  surface  en- 
gendrée par  l'arc  AM=  s  et  par  x  ci  y  les  coordonnées  du  point  M; 
si  l'on  donne  k  x  un  accroissement  PP'  =  fe  =  Ax,  assez  petit  pour 
que  MM' soit  concave  ou  convexe  dans  toute  son  étendue,  on  sait 
que  la  surface  Am  engendrée  par  MM'  est  comprise  entre  celle  qu'en- 
gendre la  corde  MM'  et  celle  qu'engendre  un  polygone  enveloppant 
MNM'que  nous  formerons  en  menant  au  point  M  la  tangente  MN. 
On  trouve  facilement  pour  les  surfaces  Ironconiqucs  engendrées  par 
MNetMM', 
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et  pour  la  surface  annulaire  engendrée  par  NM', 

on  est  donc  conduit  aux  deux  inégalités  suivantes,  en  divisant  les 
deux  membres  par  h  ou  Ax, 

qui  doivent  subsister  quel  que  petit  que  soit  A,  et  par  conséquent  pour 

la  limite  de  ses  valeurs  décroissantes  ou  zéro.  Or,  à  cette  limite,  les 

Aïi       Af/   ,     .  dw       f/y     ,       , 

rapports  —  et  —     deviennent  -r-  et  -7^?    les  deux  seconds  membres 
Ax       Ax  dx       dx 


d'où  Ton  tire 


des  inégalités  se  réduisent  à  27ri/  \/  ^  -<-  (  -p  )  \  on  »  <*on<' 

rf«  =  2.yy/(^)  +lrfx    et     u^in^yy^  (^^\  \  dx, 

résultat  auquel  conduit  immédiatement  la  théorie  des  infiniment  petits, 
puisque  si  Ton  prend  PP'  égal  à  rfx,  la  surface  tronconique  engendrée 

par  MM'  ou  du  est  égaie  hL''27zy.d8  =  ^ny  j/dx*  -♦-  dy*. 
Pour  la  parabole ,  on  a 
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Si  la  surface  commence  au  sommet  du  paraboloîde ,  il  vient 


u  =  3-l(P*-*-yT-p' 


Pour  Tcllipse,  on  trouve 

w  =  27rf-|/a«  — x«\/ — .     ^^* -i-  i  dx 


^''Jv/"'-(=^;^>'^ 


a«  —  6« 
et  en  représentant — par  c*, 


6  (       / o*  ex  1 

u  =  TT  -  j  X  y  a*  —  e*  X*  H arc  sin  —  |  -+-  C. 


Si  Ton  prend  l'intégrale  dans  toute  l'étendue  de  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion ,  c'est-à-dire,  depuis  x  =  —  a  jusqu'à  x  =  -♦-  a ,  on  trouve 


arcsme)      ^  ,.      ^     .arcsme 


U  =  27r6a  (  |/r=^ -h  ^i^-^    =  2ir6«  +  27ra6 


(  e      )  e 

Si  a  était  plus  petit  que  6 ,  la  forme  de  l'intégrale  serait  différente  cl 
l'on  aurait 

Pour  l'épicydoïde  tournant  autour  de  l'axe  des  X ,  on  a 


X  '       *  X" 


488.  Problèmes  divers.  —  Dans  les  applications  du  calcul  intégrai 
qui  précèdent,  nous  avons  cherché  certaines  propriétés  de  courbes 
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données,  relatives  aux  aires,  aux  arcs,  etc.  ;  mais  on  peut  aussi  se  pro- 
poser de  déterminer  ces  courbes  par  la  condition  qu'elles  jouissent  de 
certaines  propriétés  déterminées.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton 
demande  Téquation  de  la  courbe  dans  laquelle  Taire  comprise  entre 
celle-ci ,  une  abscisse  et  une  ordonnée ,  est  proportionnelle  au  cube  de 
Tabscisse.  En  désignant  cette  aire  par  s  et  Tabscisse  par  x ,  on  a  pour 
équation  de  condition 

Or,  en  dérivant  les  deux  membres ,  il  vient 

ds 

-_.  =  3ax*, 

dx 

et  comme  on  sait  que  Ton  a 

«    ,  ,  ds 

8  =  jydx ,     et  par  conséquent  —  =  y , 

on  trouve  pour  équation  de  la  courbe 

y  =  3ox*, 

qui  appartient  à  une  parabole. 

Si  l'aire  s  devait  être  proportionnelle  au  logarithme  de  l'abscisse , 
on  aurait 

d'où 

ds      a 

—  =  - ,   ou    xy  =  a 

qui  appartient  à  une  hyperbole  éqnilatère.  Proposons-nous  encore  de 
trouver  la  courbe  dans  laquelle  le  carré  de  l'arc  est  proportionnel  h 
l'abscisse ,  c'est-à-dire ,  dans  laquelle  on  a 


/«=8ax    ou    <  =  2(/2âx; 


en  dérivant  et  remplaçant  -7-  par  %  /  ^  -*-  (  7^  )  ^  ^^  trouve 

et  en  intégrant  depuis  (x  =  0,  y  =  0),  il  vient 

y  =  a  arc  sin j/2ax  —  x* , 
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qui  appartient  à  une  cycloïde.  Enfin  pour  trouver  la  courbe  dans  la- 
quelle Taire  s  est  proportionnelle  à  Tare  l  ou  dans  laquelle  on  a 

on  dériverait  par  rapport  h  x  les  deux  membres  de  cette  équation ,  et 
en  remplaçant  ;i-  et  -7-  par  %  /  *  -^  (        )  et  y,  il  viendrait 

y  =  a\/ \-\-('f\  ,    d'où    dx=    /  ^  — > 

et  en  intégrant  depuis  (x  =  0,  y  ==  a) ,  on  trouve 

^^y*  —  a}  —  y= — oe  *, 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 


y  =  tt- 
ct  qui  appartient  à  la  cliainette. 


e*  -4-  e  • 
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Cubature  des  corps  terminas  par  des  surfaces  quelconques.  —  Applications  — 
Projection  d^une  surface  plane.  —  Quadrature  d^une  surface  quelconque.  — 
Applications.  —  Cubatures  et  quadratures  dans  des  cas  particuliers.  —  Trans- 
formation des  intégrales  doubles. 


189.  Cubature  des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques. 

—  Soit  jr==/*(x,y)  Téquation  d'une  surface  BCD  (flg.  37)  rapportée 

h  trois  axes  rectangulaires,  x^  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  et  v  le 

volume  d'une  portion  du  corps  limitée  par  la  surface  QMND  et  deux 

plans  QMPç  et  NMPn  parallèles  aux  plans  des  XZ  et  des  YZ.  Le  volume 

V  est  évidemment  une  fonction  de  x  et  de  t/,  puisqu'il  change  avec  la 

position  du  point  M  ;  un  accroissement  h  =  nn'  donné  à  x  fera  prendre 

à  v  un  accroissement  représenté  par  la  tranche  NN'  nn'  PP'  MM'  et  ex- 

.     ,        dv ,       dH  A*  -_  .  ,  ,  ^       ,  s 

prime  par-r-  h  ■+-  7-5*7-^  ■+■  etc.  Un  accroissement  k  =  qq'  donne  a  y 

dans  cette  dernière  expression,  que  nous  représenterons  par  m,  don- 
nera à  la  tranche  NN'  n«'  PP'  MM'  un  accroissement  représenté  par  le 

du  d^u  k* 

prisme  MM' wm'  W  pp'  et  exprimé  par  y-  k  -4-  -j—^  —  -j-  etc.,  en 

sorte  que  l'on  aura,  en  remplaçant  u  par  sa  valeur, 

MM',.,n'PP';,p'  =  -,75^  *  *  -  5^  î^^  -  5^  ^  '''' 

Considérons  h  part  le  prisme  MM'  mm'  PP'  pp'  (fig.  58)  et  concevons 
un  parallélipipède  RR'  rr'PP'pp' équivalent  au  précédent  et  construit 
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sur  la  même  base  ;  comme  il  doit  y  avoir  compensation  entre  les  vo- 
lumes placés  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  RR'  rr'  et  compris  entre 
ce  plan  et  la  surface  MM'mw',  il  en  résulte  nécessairement  que 
ce  pian  doit  couper  la  surface  MM'  mm'  dans  Tintérieur  du  quadrila- 
tère curviligne  MM'  mm';  donc  si  z'  est  la  hauteur  de  ce  parallélipi- 
pède ,  z'  sera  une  ordonnée  de  la  surface ,  correspondant  à  des 
coordonnées  x  -4-  A'  et  y  -4-  4',  A'  et  A'  étant  moindres  que  A  et  k; 
on  pourra  donc  poser 

z'  =  /-(x  -f-  A',  y  -h  A')  =  /•(x -^  OA ,  y  4-  G' A), 

0  et  0'  représentant  des  facteurs  toujours  compris  entre  zéro  et  Tunité. 
En  égalant  les  volumes  du  prisme  et  du  parallélipipède  et  en  observant 
que  z  =  /*  (x ,  y) ,  il  vient 

dH    ,,         d^v    A«A  ^,   ^, 

^L^y^'''^d^yT72'^''^'-'''''f^^^'^^ 

Si  Ton  supprime  le  facteur  commun  AA,  et  qu'on  observe  que  cette 
égalité  doit  subsister  pour  toute  valeur  de  A  et  A,  y  compris  leur 
valeur  limite  zéro,  sans  que  0  et  0'  cessent  d*étre  compris  entre  zéro 
et  Tunité,  il  vient  en  passant  à  la  limite, 

^=/-(x,y)  =  z,  d'où   ^dxdy=zdxdy. 

Or  le  premier  membre  représente  la  difTérentielle  deuxième  de  v  prise 
successivement  par  rapport  à  x  et  y  ;  on  aura  donc ,  en  intégrant  deux 
fois  et  successivement  par  rapport  à  ces  deux  variables  indépendantes, 
entre  les  limites  0  et  x ,  pour  la  première ,  et  0  et  y  pour  la  seconde , 

v=ffzdxdy  =  fff(x, y)  dx  dy, 

l'un  des  signes  d'intégration  se  rapportant  k  la  variable  x,  y  étant 
traité  comme  constant,  et  l'autre  k  la  variable  y.  L^ordre  suivant 
lequel  on  effectue  la  double  opération  indiquée  par  cette  intégr(jde 
double  est  indifférent  ;  car  si  on  avait  donné  aux  deux  variables  indé- 
pendantes les  accroissements  A  et  A  dans  un  ordre  inverse,  on  aurait 
trouvé 

d*v  ,.      ,       dH 

- — -—  =  z ,    au  heu  de    -1 — r-=  «  » 
dy  dx  dxdy 

et  il  est  visible  que  pour  remonter  à  la  valeur  de  v,  il  eut  fallu  intégrer 
dans  un  ordre  inverse.  Cette  proposition  ne  cesse  d'être  vraie  que 
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lorsqu'il  y  a  solution  de  continuité  dans  la  fonction  z,  c'est-à-dire, 
lorsque  celle-ci  devient  infinie  pour  des  valeurs  des  variables  comprises 
entre  les  limites  des  intégrations. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  par  la  considération  des  infiniment 
petits,  en  remarquant  que  le  volume  QMNnPqi  (fig.  45)  peut  être 
considéré  comme  composé  de  tranches  MNwPP'n'N'M'  infiniment 
minces,  parallèles  au  plan  des  YZ,  et  que  chaque  tranche  est  com- 
posée de  prismes  MiM' mm' PP ';>/>'  infiniment  étroits  ;  or  le  volume 
d'un  prisme  est  zdxdy\  le  volume  d'une  tranche  parallèle  a  YZ  est 
donc  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  zdxdy^  c'est-à-dire  dy  f  zdx 
qui  est  formé  du  produit  de  l'épaisseur  dy  par  fzdx  ou  la  surface 
QMPqr,  et  le  volume  total  ou  la  somme  des  branches  tsifdy  fzdx^ 
que  l'on  écrit  ordinairement  de  cette  manière  : 

ffzàxdy. 

Les  deux  intégrations  successives  introduisent  deux  constantes  arbi- 
traires, et  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  purement  analytique,  la 
première  intégration  ayant  lieu  par  rapport  à  t/,  sans  que  x  varie,  la 
première  constante  arbitraire  pourra  contenir  des  x  d'une  manière 
quelconque,  puisqu'on  traite  celle-ci  comme  invariable  pendant  la 
première  opération,  et  la  seconde  constante  pourra  être  une  fonction 
arbitraire  de  y  pour  le  même  motif;  mais  dans  les  applications  ces 
constantes  prennent  des  valeurs  déterminées;  en  effet,  il  résulte  de  ce 
qu'on  vient  de  voir,  que  la  première  intégration  est  destinée  à  donner 
le  volume  de  l'une  des  tranches  dont  se  compose  le  corps;  c'est-à-dire, 
l'aire  de  la  section  multipliée  par  l'épaisseur  dy  de  la  tranche;  il  faut 
donc  déterminer  la  constante  de  manière  à  embrasser  l'aire  entière  de 
la  section  MNPn.  La  seconde  intégration ,  destinée  à  prendre  la  somme 
de  ces  franches ,  devra  être  étendue  entre  les  deux  limites  du  corps 
dans  le  sens  de  l'axe  des  X ,  ce  qui  fixera  la  valeur  de  la  deuxième 
constante  arbitraire. 

Si  le  volume  au  lieu  d'être  limité  postérieurement  par  les  plans  des 
XZ  et  des  YZ,  l'était  par  des  plans  parallèles  à  ceux-ci  et  distants  de 
x"  et  y",  les  deux  intégrations,  au  lieu  de  se  faire  entre  les  limites 
zéro  et  x',  zéro  et  t/'  devraient  visiblement  être  faites  entre  les  limites 
x'  e.t  x",  y"  et  y\ 

Si  le  corps  était  compris,  dans  le  sens  de  l'axe  des  Z,  entre  deux 
surfaces  ayant  pour  équations 

Z==/'(x,y)     et     z  =  ^{x,y), 

40 
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il  est  évident  que  les  prismes  MM'mw'  PP'pp',  dont  se  compose  le  vo- 
lume total,  devraient  être  remplacés  par  la  différence  des  deux  prismes 
terminés  aux  deux  surfaces ,  et  qu*on  aurait  par  conséquent 

'^  =  ff{^'-'^)d^dy  =  ff\f{x,y)  —  ^{x,y)\dxdy. 

190.  Applications.  —  La  détermination  des  constantes  arbitraires 
ne  présente  aucune  difficulté  lorsque  le  corps  est  terminé,  comme  dans 
le  numéro  précédent,  dans  le  sens  des  axes  des  X  et  des  Y  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  des  XZ  et  des  YZ  ;  si ,  par  exemple ,  il  s'agit  de 
déterminer  le  volume  AqfPnDQMN  limité  par  des  plans  QP  et  NP  pa- 
rallèles aux  plans  coordonnés  et  distants  de  ceux-ci  de  y'  et  x\  la  sur- 
face QDNM  étant  celle  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  diamètres  prin- 
cipaux, on  aura  pour  équation  de  la  surface 

^-1,-^^==^     d'où     .  =  cY/i-^-,-fi> 

et  en  intégrant  d'abord  par  rapport  à  y ,  depuis  y  =  0  jusqu'à  y  ==  y', 
il  viendra 


<-^:) 


arc  sm 


ay' 


6(/â^^x* 


dans  laquelle  y'  est  constant,  et  Ton  n'aura  plus  qu'à  intégrer  une 
différentielle  de  la  forme  ^jc  r/x,  depuis  x  =0  jusqu'à  je  =  x'. 

Considérons  encore  le  paraboloïde  hyperbolique  qui  a  pour  équation 

z=^axy, 

et  cherchons  le  volume  compris  entre  cette  surface,  le  plan  des  XY, 
deux  plans  parallèles  à  XZ  et  distants  de  y'  et  y",  et  enfin  deux  plans 
parallèles  à  YZ  et  distants  de  x'  et  x";  la  première  intégration  devra 
se  faire  entre  les  limites  fixes  y'  et  y"  et  la  seconde  entre  les  limites 
fixes  x'  et  x".  On  trouvera 

W=.a(x"-x^){y''^y'fJ  4        ^' 

En  désignant  par  z\  z'\  z"\  z""  les  quatre  ordonnées  de  la  surface 
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qui  correspondent  aux  quatre  sommets  de  la  base  rectangulaire  et  ob- 
servant que  Ton  a ,  h  cause  de  l'équation  de  la  surface  y 

z'  =  ax'y\     z"  =  ax'f/",     z"'  =  ax"  ly',     z""  =  ax"  y\ 
cette  valeur  de  V  devient 

V  =  (x"-x')y-y')^^^    ^'    ^^    , 

dans  laquelle  (z"  —  x')  (y"  —  y')  est  l'aire  de  la  base  rectangulaire  de 

2'  ^  jj"  -H  2'"  ^  2"" 
notre  prisme,  et est  une  moyenne  arithmétique 

entre  ses  quatre  arêtes. 

191.  Si  le  volume  n'était  pas  terminé  par  des  plans  parallèles  aux 
plans  coordonnés,  s'il  était,  par  exemple,  limité  latéralement  par  un 
cylindre  D£FG  (fig.  59)  ayant  ses  génératices  parallèles  à  l'axe  des  Z, 
l'ordonnée  y'  du  numéro  précédent  qui  représente  la  largeur  totale  P» 
de  la  section  MNnP  ne  serait  plus  la  même  pour  toutes  les  tranches  et 
par  conséquent  ne  serait  plus  constante  pendant  la  seconde  intégration  ; 
mais  comme  l'équation  de  la  base  DE  du  cylindre  est  donnée,  on 
connaîtra  la  valeur  de  Vn  ou  y'  en  fonction  de  On  ou  x,  valeur  qu'il 
faudra  substituer  avant  d'efTectuer  la  seconde  intégration.  Quant  aux 
limites  de  cette  seconde  quadrature,  on  les  prendra  de  manière  à 
embrasser  toutes  les  tranches  parallèles  à  YZ. 

Lorsque  la  limite  latérale  du  volume ,  au  lieu  d'être  un  cylindre , 
est  une  surface  quelconque  donnée ,  la  règle  à  suivre  reste  encore  la 
même.  On  détermine  en  fonction  de  x  l'aire  d'une  section  du  volume 
parallèle  au  plan  des  YZ  et  distant  d'une  quantité  quelconque  repré- 
sentée par  Xj  on  multiplie  cette  aire  par  r/x  ou  par  l'épaisseur  de 
la  tranche,  et  on  intègre  de  nouveau  entre  les  limites  extrêmes  du 
volume  dans  le  sens  de  l'axe  des  X. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  le  volume  d'un  cylindre 
élevé  perpendiculairement  au  plan  des  XY ,  ayant  pour  base  un  cercle 
du  rayon  r  dont  le  centre  soit  placé  au  point  qui  a  pour  coordonnées 
m,  n  et  limité  supérieurement  par  un  paraboloïde  elliptique  qui  a 
pour  équation* 

s  =  ax*  4-  6»/*. 

£11  désignant  ce  volume  par  V  ,  il  vient 

V  =  ffzilxAy  =  fdx  /(ox*  -^  61/*)  dy  =Jdx  (axhf  h-  Uy'^  -4-  C^ . 
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Or,  l'équation  de  la  base  du  cylindre  étant 

(x  —  m)*  -+-  (y  —  »)*  =  r* , 


on  en  lire 


y  =  n  ±:  j/r«  —  ( j  —  m)' 


et  les  deux  valeurs  de  y  représentent  les  deux  limites  de  cette  première 
intégrale  qui  devient,  en  substituant, 

V  =/rfx   2ox«  |/r«— (x~m)«  -+-  î  6  [6n«  /r«  — (x— iîi)« 
(  ^ 

^2(r«— (x-m)«)"] 

Une  seconde  intégration  prise  entre  les  valeurs  extrêmes  de  x ,  c'est-à- 
dire,  depuis  X  =  m  —  r  jusqu'à  x  =  m  h-  r ,  donne  enfin 

V  =  Trr*  I  am^  -f-  6»*  "^  T  "'"*'*"  I  ^'''  )  ' 

Pour  interpréter  cette  valeur,  remarquons  que  si  au  centre  du 
cercle  on  élève  une  ordonnée  /  jusqu'à  la  surface ,  et  si  on  élève  une 
seconde  ordonnée  /'  au  point  pour  lequel  on  a  x  =  r  et  y  =  r,  il  vient, 
à  cause  de  l'équation  de  la  surface, 

/  =  am}  -¥-  bn* ,     /'  =  ar*  -\-  6r* 
et  par  conséquent 


=-'(^-^^')î 


le  volume  cherché  est  donc  équivalent  à  un  cylindre  à  base  circulaire 

i 

ayant  r  pour  rayon  de  la  base  et  /  -+-  -  /'  pour  hauteur. 

4 

192.  Projection  d'une  surface  plane,  —  Avant  de  nous  occuper  du 
problème  de  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  commençons  par 
chercher  le  rapport  qui  existe  entre  une  surface  plane  et  sa  projection 
orthogonale  sur  un  plan  donné  ;  soit  ABCD  (fig.  40)  une  surface  plane 
terminée  par  une  courbe  quelconque  et  renfermée  dans  le  plan  XY  ; 
projetons-la  orthogonalement  sur  le  plan  XY'  et  soit  EtGH  sa  projec- 
tion. En  désignant  par  a  l'angle  YOY' que  forment  les  deux  pians, 
par  y  elyo  les  deux  ordonnées  pn  et  pm  et  par  y'  et  y'o  les  deux  ordon- 
nées pr  et  pq^  les  aires  des  deux  courbes  seront  représentées  par 

f(}/  —  yo)djo     et    /(y  — .y'o)r/x. 
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les  deux  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes  limites  OL  et  OK;  or 
les  triangles  rectangles  prn  et  pqm  donnent 

y'o  =  j/o  cos  a ,    y'  =  y  cos  a  y 
d'où 

y'  — y'o==(y  — yo)cosa, 

et  par  conséquent ,  en  représentant  par  S  et  s  les  aires  ABGD  et  EFGH , 
il  vient 

s  ==y  (y'  —  y'o)  dx=^J(^  —  yo)  cos  a,dx  =  S  cos  a. 

Ainsi,  pour  avoir  la  projection  d'une  aire  plane  sur  un  plan  donné, 
il  suiBt  de  la  multiplier  par  le  cosinus  de  l'angle  que  forment  les  deux 
plans. 

Il  suit  de  là ,  que  si  on  projette  une  surface  plane  sur  trois  plans 
formant  un  système  de  plans  rectangulaires,  le  carré  de  la  surface 
plane  sera  égale  à  la  somme  des  carrés  des  trois  projections ,  puisque 
la  somme  des  carrés  des  trois  cosinus  est  égal  à  l'unité. 

193.  Quadrature  des  surfaces  quelconques.  Applications,  —  Considé- 
rons maintenant  une  surface  MNDQ  (fig.  45)  limitée  par  deux  sections 
MN  et  MQ  parallèles  aux  plans  YZ  et  XZ  ;  soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
du  point  M,  et  ti  cette  surface;  u  sera  dans  tous  les  cas  une  fonction 
dex,  y,  et  si  on  y  donne  à  x  un  accroissement  nu'  =  A,  cette  surface 
prendra  un  accroissement  exprimé  par 

du^      d^u   fc« 

-T-n  -i-  -r--  — -  -♦-  etc., 

dx         dxM  .  Î2 

représentant  la  surface  de  la  bande  MM'NN'  ;  si  dans  celte  dernière 
expression  on  donne  aux  y  un  accroissement  qq'  =  k^  celle-ci  sera, 
comme  on  l'a  vu  quand  on  s'est  occupé  de  la  série  de  Taylor  étendue 
aux  fonctions  de  deux  variables ,  augmentée  de 

■  hk  -¥•   ,  ^  ,    : — -  -♦-  etc. 


dxdy  r/x*dyl.î2 

qui  est  la  surface  du  quadrilatère  courbe  MM' m'm.  Or,  je  dis  qu'il 
existe  nécessairement  sur  cette  surface  et  dans  l'intérieur  du  quadri- 
latère un  point  tel  que  si  on  y  mène  un  plan  tangent,  celui-ci  for- 
mera avec  les  faces  latérales  du  prisme  prolongées ,  un  parallélogramme 
équivalent  au  quadrilatère  curviligne;  en  effet,  concevons  un  polyèdre 
ayant  toutes  ses  faces  tangentes  à  ce  quadrilatère  et  ayant  pour  pro- 
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jection  totale  le  rectangle  PP'p'p.  En  désignant  par  s,  s',  «'' les 

projections  des  diverses  faces,  et  par  c,  e',  f" leur  inclinaison  sur 

la  base,  les  aires  des  faces  mêmes  seront,  d'après  ce  qu'on  sait,  re- 
présentées par 


cosfi       eos  6        COS£ 


ou    «secf,     s  sec  6,     «'secf 


et  si  l'on  conçoit  ce  polyèdre,  de  forme  indéterminée ^  construit  de 

manière  que  toutes  les  projections  «,  $\  «" soient  équivalentes, 

alors,  en  désignant  par  n  le  nombre  de  faces,  l'une  des  projections 

PP'p'tt       hk      ,         ^       _,        ,   ,,  ,        , 

sera  —  —  -  ou  —  et  la  surface  du  polyèdre  sera  donnée  par 

,                     ,              »      N       .  I  /sec  £  -h  sec  g'  -+-  sec  e"....\ 
s  (sec  5  -+-  sec  e  -h  sec  £....)  =  nk  I  ] > 

c'est-a-dire ,  qu'elle  sera  égale  à  l'aire  du  rectangle  PP'ja'p  multipliée 
par  une  moyenne  arithmétique  entre  les  sécantes  des  inclinaisons  des 
faces  sur  la  base.  Ce  résultat  étant  indépendant  du  nombre  de  faces, 
sera  encore  vrai  h  la  limite,  c'est-à-dire,  lorsque  le  polyèdre  deviendra 
la  surface  courbe  MM 'm' m;  et  alors  les  inclinaisons  des  faces  du 
polyèdre  sur  la  base  ne  sont  autres  que  les  inclinaisons  des  plans  tan- 
gents aux  différents  points  du  quadrilatère  courbe;  on  voit  donc  que  la 
surface  du  quadrilatère  courbe  est  donnée  par  le  produit  hk  sec  H  de  la 
projection  PP'p'p  ou  hk,  par  une  moyenne  arithmétique  sec  i>  entre 
les  sécantes  des  inclinaisons  sur  la  base  des  plans  tangents  menés  aux 
différents  points  de  cette  surface.  Si  cette  surface  est  continue  dans 
rétendue  du  quadrilatère ,  ces  inclinaisons  doivent  varier  d'une  ma- 
nière continue  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  la  plus  petite  et  par 
conséquent  il  doit  exister  dans  l'intérieur  un  certain  point  auqud 
correspond  cette  valeur  moyenne  sec  >j  et  en  y  menant  un  plan  tangent 
prolongé  jusqu'aux  faces  du  prisme,  l'aire  du  parallélogramme  que 
l'on  formera,  ayant  aussi  pour  projection  le  rectangle  PP'p'/i,  aura 

également  pour  mesure  — —  =  hk  secij,  ce  qui  vérifie  la  proposition 

énoncée  plus  haut. 

Si  les  coordonnées  du  point  en  question  étaient  xyr,  cos  îf  serait 
i 
égala —et  |»ar  conséquent  secîl  serait  donne 


\A*(£)**(I)' 
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mais  ce  point  étant  un  de  ceux   du 


quadrilatère  curviligne,  a  pour  coordonnées  x -^  Bh  et  y  +  O'fc,  en 
désignant  par  0  et  0'  des  coefficiens  inconnus  dont  les  valeurs  sont 
comprises  entre  0  et  i  ;  les  dérivées  sous  le  radical  devront  donc  être 
remplacées  par 

-7-  -f-  Oa  -7—  H-  - — -  -r—  •+-  etc. , 
dx  dx^      1.2rfx5  ' 

dz      ^„dH      rH*d^z 

T-  -♦-ô'fc-p-- -♦-  -7--r--r-;  -+-  etc., 

dy  dy^       1.2  dy^ 

et  il  vient,  en  égalant  les  deux  expressions  de  la  surface  du  quadri- 
latère, 

d^u   ^,        d^u    h^k 

hk  -4-  .  ^  ,    —--  -H  etc. 


dxdy  dx*dyl.2 

L,       /]      7dz      ~7dH  V       7dz      ,„  d^z  V 

==fcfc\/i-^(---+-eA-— -*-  etc.  1  -4-  (  —  -^  6'A  -—  -^  etc.  )  • 
V  \dx  dx^  )        \dy  dy^  ) 

Cette  égalité  existe ,  quelque  petits  que  soient  A  et  fc  ;  on  peut  donc 
passer  à  la  limite,  c'est-à-dire,  faire  A  et  A;  nuls  après  avoir  supprimé 
le  facteur  commun  hk ,  et  on  trouve  alors 

dH  ___      f       (dz\       /dzV 

Ê-y  ^^y-yj'  -  (ly  -  (s^y  ^-^y 

et  parconséquent ,  en  intégrant  deux  fois  par  rapport  aux  deux 
variables  indépendantes , 

La  considération  des  infiniment  petits  conduit  à  cette  formule  d'une 
manière  fort  expéditive;  en  effet,  si  A  et  A:  sont  infiniment  petits  et 
égaux  à  dx  et  dy ,  la  surface  MM'm'm  sera  sensiblement  plane  et  sera 
comprise  dans  le  plan  tangent  en  M.  Le  cosinus  de  Tinclinaison  du 

i 
plan  tangent  sur  le  plan  XY  est —  et  comme 


\r^W*W 
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la  projection  de  MMWm  sur  le  même  plan  est  dxdy ,  ce  quadrilatère 
a  pour  surface 


-»vA^W^' 


Or  la  surface  de  la  bande  MNN'M'  qui  se  compose  de  tous  les  qua- 
drilatères semblables  au  précédent  et  correspondant  à  la  même 
abscisse  x  et  aux  différentes    valeurs  de  y,  est  représentée  par 


et  la  surface  entière,  composée  de  la  somme  de  toutes  les  bandes 
parallèles  au  plan  des  YZ  correspondant  aux  différentes  valeurs  de  x, 
est  représentée  par 


L'ordre  suivant  lequel  on  effectue  la  double  intégration  est  encore 
indifférent,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  pourvu  que  le  radical  ne 
cesse  pas  d*être  fini  et  continu  entre  les  limites  des  intégrations. 

Dans  les  applications  cette  intégrale  double  doit  être  traitée  de  la 
même  manière  que  dans  le  cas  des  cubatures.  Si  la  surface  est  limitée 
par  des  plans  parallèles  aux  plans  des  XZ  et  YZ,  il  faut  tirer  de 

l'équation  de  1.  surface  les  valeurs  de  l%t  ^ ,   les  substituer  dans 

dx     dy 

la  formule  précédente  et  intégrer  d*abord  par  rapport  à  x,  depuis 

X  =  x'  jusqu'à  X  =^  x".   On  intégrera  ensuite  par  rapport  à  y  entre 

les  limites 

y  =  y'    et    y  =  y". 

Prenons  pour  exemple  le  cône  ayant  pour  équation 

,      ^  dz      y      dz      X 

^      dx       z      dy       z' 

il  vient 


«-V-s-^-ffê-.. 
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et  en  intégrant  successivement  entre  les  limites  indiquées  ci-dessus, 
on  trouve 

Si  la  surface  NDQM  était  comptée  depuis  DN  et  DQ  ou  depuis  les  plans 
des  XZ  et  des  YZ,  on  ferait  x'  et  y'  nuls  dans  Tintégrale  précédente. 

Quand  la  surface  FGC  (fig.  39)  est  limitée  par  une  courbe  FG  ayant 
DE  pour  projection,  la  valeur  de  y"  ou  la  largeur  Pn  de  la  bande  MN 
ne  sera  plus  constante  pendant  la  seconde  intégration  et  il  faudra  sui- 
vre une  marche  eu  tout  point  semblable  à  celle  indiquée  (N*»  191)  pour 
le  cas  de  la  cubature. 

Prenons  pour  exemple  la  sphère  dont  Téquation  est 

^  dx  z'      dy  z 

et  proposons-nous  d'étendre  l'intégrale  à  toute  la  portion  ABC  de  la 
sphère  comprise  dans  Tangle  trièdre  AXYZ.  La  courbe  qui  limite  cette 
surface  est  évidemment  un  grand  cercle  ÂB  de  la  sphère  ayant  pour 
équation 

x«  -+-  y'«  =  r*  ;     d'où  Ton  tire  y'  =  ^^r«— x« 

dans  laquelle  On  est  x  et  nP'  est  y'  ;  et  comme  Tintégrale  doit  être  prise 

entre  les  limites  n  et  P',  c'est-à-dire,  y'  =  0  et  y'  :=  nP'  ==  (/r*  —  x', 
il  vient  après  une  première  intégration , 

dxarcsin  =  r  \  dx  arc  sm  ^ = hC; 

/r«  — x«         J  |/r«  — X*        2 

et  en  prenant  cette  seconde  intégrale  depuis  0  jusqu'à  A,  oîi  depuis 
X  =  0  jusqu'à  X  =  r,  on  trouve 

pour  la  surface  d'un  huitième  de  la  sphère. 

194.  Cubature  et  quadrature  dans  des  cas  particuliers.  —  Lorsqu'un 
corps  ou  une  surface  courbe  est  décomposable  en  tranches  ou  en 


522  CHAPITRE    X. 

bandes  dont  les  volumes  ou  les  surfaces  sont  connus,  on  trouve  Vex- 
pression  du  volume  ou  de  la  surface  du  corps  en  n'effectuant  qu'une 
seule  intégration.  Prenons  pour  exemple  l'onglet  cylindrique  DCBED 
(fig.  41)  formé  par  l'intersection  du  cylindre  ADBEC'C"  et  d'un  plan 
DCE.  La  surface  convexe  EBCDB  peut  être  considérée  comme  composée 
de  bandes  infiniment  étroites  Mm  Nn  dont  l'aire  est  MN  x  Nn  ;  or  si 
l'on  mène  un  plan  FMN  perpendiculaire  k  l'intersection  DE  et  que 
l'on  pose 

GN=x,     OH  =  GF=a,     OG  =  y,     BC  =  6,     OB  =  r, 

en  remarquant  que  les  triangles  FMN  est  HCB  sont  semblables ,  on 
aura 

MN  =  b , 

a  -+-  r 

et  en  appelant  u  la  surface  convexe  EMN,  il  viendra,  en  remarquant 
que  N»  est  l'élément  ds  de  l'arc  EN,  que  nous  supposons  être  un  cercle, 

u=jb as; 

mais  l'équation  du  cercle  EN  donne 

donc 

6r    r   (a  -+-  x)     ,  br    /  ,   x        y-z \ 

u= \   \         ^   dx= (  aarcsin |/r* — x*  1  -♦-  C, 

«-^'"3l/r«— X*  a-i-r\  r     ^  ) 

et  en  prenant  l'intégrale  depuis  x  =  —  a  jusqu'à  x  =  r  on  trouve 
pour  la  surface  EBC, 

[a  arc  cos  ( )  -h  l/r*  —  a*  1 , 
\     t)      "^              Ja  +  r 

arc  cos  [ )  étant  le  plus  petit  des  arcs  qui  ont  pour  cosinus • 

Une  marche  analogue  fera  connaître  le  volume  de  cet  onglet  que  l'on 
considérera  comme  composé  de  tranches  perpendiculaires  à  BH  et  ayant 
la  forme  de  rectangles.  On  trouve  facilement  pour  ce  volume, 

afc    r',  /     a\      2r«-^o«   y- ^1 
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Pour  avoir  la  surface  d'une  voule  à  arc  de  cloître  EABDG  (fig.  42) 
qui  se  projette  verticalement  suivant  le  demi  cercle  AMB ,  on  considé- 
rera chaque  face  AEG  comme  composée  de  bandes  parallèles  mm'n'n 
qui  ont  pour  surface  mn  X  MM';  or,  il  est  facile  de  voir  que 
m7i  =  ma  =  MN,  et  si  Ton  fait  MP  =  x  et  OP  =  y,  Tëquation  du 
cercle  AHB  établit  entre  x  et  y  la  relation 

X*  H-  y*  =  r*. 

En  appelant  u  la  surface  AEC ,  et  prenant  l'intégrale  depuis  x  =  0 
jusqu'à  X  =  r,  il  vient 

ti=/mnXMM'=:(  2xrf«=2f  x^/(^-¥-\dx 

^  r^     xdx 
JO|/r*  — x« 

On  obtiendra  de  même  le  volume  renfermé  entre  le  plan  horizont^il 
ABDC  et  les  quatre  faces  AEG,  AEB,  BED  et  DEG,  en  considérant  ce 
volume  comme  composé  de  tranches  horizontales  mnbam'n'b'a'  qui 
ont  toutes  la  forme  de  carrés  et  dont  le  volume  est  m/i*.  PP'.  On  trouve 

r^    4.x' rfx         8 
V  =  /4x«rfy=— \  =  -  rs. 

Joj/r*  — X*      ^ 

195.  Transformation  des  variables  dans  les  intégrales  doubles.  — 
La  recherche  de  la  valeur  d'une  intégrale  double  est  souvent  facilitée 
par  des  transformations  qui  consistent  à  substituer  aux  coordonnées 
rectangulaires  x,y,  z,  de  nouvelles  coordonnées  p,  q,  r  convenablement 
choisies.  Supposons  qu'il  existe  enire  les  anciennes  variables  indé- 
pendantes X,  y  et  les  nouvelles  p,  g,  les  relations 

et  que  les  équations  d'une  surface  soient ,  dans  les  deux  systèmes , 
z=F(x,2/),     r  =  F'(p,qf).   ^ 

Concevons  que  l'on  ait  éliminé  p  entre  les  deux  équations  (1)  et  qu'on 
ait  remplacé  celles-ci  par  les  deux  suivantes  : 
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Gomme  les  variables  x,  y  sont  indépendantes,  si  l'on  différentie  la 
seconde  par  rapport  à  y,  x  devra  y  être  traitée  comme  une  constante 
et  en  diCTércntiant  la  première  par  rapport  à  x,  y  reste  aussi  constant. 
On  a  donc 


et  la  seconde  se  réduit  à 


dx=^dp 


parce  que,  y  devant  être  traité  comme  constant,  dy  doit  être  égalé 
à  zéro,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  l'on  ne  fasse  c2g  =  0 , 

à  cause  de  dy  =  -p  dq. 

Les  formules  pour  les  cubaturcs  et  les  quadratures 


,     .  ,  dz     dz         ^  , 

deviennent  en  remplaçant  ^,  ;r-»   --j-  par  leur  valeur  en  x,  y,  puis 

en  remplaçant  ces  variables  par  leur  valeur  donnée  en  p,  g , 

dans  lesquelles  ^  (p,  q)  et  y  (p,  q)  représentent  ce  que  deviennent  z 
et  m/  *"*"(t~)  "^Ij')  ®P^es  les  substitutions. 

dm 

La  valeur  de  -7-  peut  être  obtenue  sans  efiTectuer  l'élimination  de  p 

entre  les  deux  équations  (i)  ;  il  suffit  de  considérer  dans  la  seconde 
•p  comme  une  fonction  de  x  et  (jf ,  donnée  par  la  première  et  de  diffé- 
rentier,  comme  plus  haut ,  en  y  traitant  x  comme  constant.  La  pre- 
mière donne  de  cette  manière , 

dp 
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La  seconde  donne 

,         dr.         dp,         dp  ,         dfdq, 

dp 

c  csl-à-dire  que  -j-  est  donné  par  -7%  I  -r-r ;-  -f-  )•  Les  deux  inlc- 

dq  ^f  V^P  ^1       'fp  àqj 

dp 
grales  doubles  deviennent  ainsi 

La  valeur  de  ^{p^  q)  se  détermine  immédiatement,  si  on  connaît 
rëquation  de  la  surface  ainsi  que  les  valeurs  de  x,  f/  en  p  et  9 ,  c'est- 
à-dire,  si  on  a,  comme  plus  haut, 

z  =  F(x,y),     x  =  f(p,q),     t/==-f(p,9), 

puisque,  en  désignant  pour  abréger,  par  f  et  /*'  les  valeurs  de  x  et 
de  y^  il  vient 


on  verra 


Pour  ce  qui  est  de  t|»'  (p,  ^)  ou  *   /  1  -+-  I  —-  j  -♦■  (  ;T"  )  ' 

bientôt  comment  on  peut  trouver  sa  valeur  d'une  manière  générale, 
en  fonction  des  dérivées  partielles  des  fonctions  f  et  f  et  des  nouvelles 
coordonnées;  mais  il  est  visible  qu'on  pourra  dans  tous  les  cas,  chercher 
d'abord  sa  valeur  en  x,  y  et  remplacer  ensuite  ces  coordonnées  par 
leur  valeur  en  p,  q. 

Si  l'on  prend  pour  p,  <jr,  r  les  coordonnées  polaires  dans  l'espace, 
c'est-à-dire ,  la  distance  r  d'un  point  à  l'origine ,  l'angle  p  formé  par 
ce  rayon  vecteur  avec  l'axe  des  X  et  l'angle  q  formé  par  le  plan  des 
XY,  avec  le  plan  passant  par  le  rayon  vecteur  et  l'axe  des  X ,  on  trouve 
les  relations  suivantes  : 

x=rcns/j,     ♦/ =  r  sin /;  cos //,    r  =  rsin/)sin7 
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et  les  intégrales  prennent  la  forme 
i;  =  1 1  ^[/  (p,  q)  I  r'  sin* ja  sin  qf  —  r  —  cos  p  sin  ;>  sin  9  —  r  —  cos  q  J  dpdq^ 

tt  =  U  ^j,' {pyo)  (  r*  sin'p  sin  qf  —  r  -7-  cos p  sinp  sin  gr  —  r  -r-  cos  g  j  dpdq , 

dr       dv 
dans  lesquelles  -î-  et  -r-  sont  les  dérivées  partielles  tirées  de  Téqualion 
dp      aq 

de  la  surface  mise  sous  la  forme  r  =  F'  (p,  ç). 

En  prenant  pour  p  9  9  9  r  les  distances  d'un  point  aux  trois  axes 
coordonnés,  c'est-à-dire,  en  posant 

p«  ==  y«  H-  z*,     g*  =  X*  -4-  z^y     r*  ==  y«  -♦-  X*, 
les  intégrales  doubles  deviennent 


|/p*  —  q*  ■+■  r*  |/ — p*  ■+■  q*  -k-  r* 
/    dr         (lr\ 


r=      \!,{p,< 

J  J  kP*  —  r/«  -4-  r«  j/  — p«  h-  qr«  -4-  r* 

Les  limites  de  ces  nouvelles  intégrales  doubles ,  comme  celles  des  an- 
ciennes, doivent  être  fixées  de  manière  à  embrasser  la  totalité  du 
volume  ou  de  la  surface  que  ces  intégrales  doivent  représenter.  Enfin 
si  Ton  adoptait  pour  coordonnées ,  la  perpendiculaire  r  abaissée  d'un 
point  de  la  surface  sur  l'axe  des  X ,  la  distance  x  du  pied  de  cette  per- 
pendiculaire à  l'origine  et  l'inclinaison  q  de  cette  perpendiculaire  sur 
le  plan  XY,  on  aurait 

pour  équation  de  la  surface  et  en  outre 

y  =  r  cos  qr ,     z  =  r  sin  ç  ; 
les  deux  intégrales  doubles  prendraient  la  forme  suivante,  en  écrivant 

X  au  lieu  de  la  fonction  f  qui  lui  est  égale  et  en  remarquant  que  -j— 

aq 

dr      rfy      dy  ,         , 

et  —  ou  y-  et  —  sont  égaux  a  —  r  sm  q  et  cos  7, 

V  =  ^^  r  sin  qr  ^Lî  r  sin  9  H-  ^  cos  qylrdq 
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M  =  U  Y  (r,  q)  (£  r  sin  ?  +  £cos  ç  j  rfr rfqr.^ 
calculer  4''(^>?)<>"\/^"^(j")  '•"(l")'   remarquons 


Pour 

que  les  équations 

y  =  r  cos  9 ,     z  =  r  sin  q 
donnent 


r  =  i/y*  -4-  z* ,     9  =  arc  tang  - 

et  que  par  conséquent  Téquation  en  x,  y,  z  est  représentée  par  le 
système  des  trois  équations 

^  =  A^»9)»     ^  =  /y*  -^  «•  >     7  =  arc  tang- > 

ou  plutôt,  par  la  première,  en  y  concevant  r  et  qf  remplacés  par  leur 
valeur  en  y  cl  z  donnée  par  les  deux  autres.  En  dérivant  successivement 
cette  première  équation  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  on  trouve 

/dx  z      dx  y\  dz 

\drr      dq  r^J  dx 


d*oij  Ton  tire 


dz 


dx         dx  .  dx 

r  -r-  sm  flf  -4-  -7-  cos  (/ 
dr        ^       dq        ^ 

dx  ,  dx 

,         T-  sm  <y  —  r  -7-  cos  g 
dz dq       ^         dr        ^ 

dy         dx   .  dx 

r  -7-  sm  or  -♦-  -=-  cos  q 
dr        ^       dq        ' 

cl  en  substituant,  la  seconde  intégrale  double  devient 
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Quand  ]a  surface  est  de  révolution  autour  de  l*axe  des  X,  Inéquation  de 
la  courbe  génératrice  est  de  la  forme 

x  =  /r; 

dx 
X  est  donc  alors  indépendant  de  9,  -r-  est  nul  et  les  formules  pour  les 

cuba  turcs  et  les  quadratures  deviennent 


«=$j'-\/^-^(5;y^'-^'> 


ou,  en  effectuant  Tintégration  par  rapport  à  9,  entre  les  limites  zéro 
et  Stt,  et  remarquant  que  Tintégrale  définie  du  sin*  qdq  est  égale  à  ir, 

V  =  nfr^  dxy     u  =  ^Tcfr  j/rfx*  h-  dr*  =  ^n/rds. 

On  retrouve  ainsi  les  formules  qui  avaient  été  démontrées  par  une 
marche  particulière,  pour  les  corps  et  les  surfaces  de  révolution. 
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Différentielles  elliptiques.  --  Conversion  du  radical  en  deux  radicaux  binômes  du 
second  degré.  >-  Transformation  des  différentielles  elliptiques  en  trois  différen- 
tielles irréductibles.  —  Réduction  des  intégrales  de  ces  différentielles,  aux  trois 
transcendentes  elliptiques.  —  Développement  en  séries  convergentes  ;  de  la 
fonction  elliptique  de  première  espèce.  ~  !«*  De  la  fonction  de  seconde  espèce.  -- 
i<i  De  la  fonction  de  troisième  espèce,  i°  pour  un  paramètre  positif  quelconque 
et  2»  pour  un  paramètre  négatif  supérieur  à  Tunité. 

196.  Différentielles  elliptiques.  Transformation  de  ces  différen- 
tielles, —  11  existe  une  classe  nombreuse  de  difTércntielles  se  présen- 
tant fréquemment  dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  mécanique , 
dont  rintégration  en  termes  finis  est  impossible,  mais  qui  peuvent 
toutes,  par  des  transformations,  être  ramenées  à  un  petit  nombre  de 
formes  générales  conduisant  à  des  séries  très  convergentes.  Ces  diffé- 
rentielles sont  comprises  dans  l'expression  générale 


[/a  -f-  6x  -4-  ex*  -f-  rfx'  -+-  X* 
où  P  représente  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x.  On  les  ap- 
pelle différentielles  elliptiques ,  parce  que  le  problème  de  la  rectifica- 
tion de  l'ellipse  conduit  k  des  différentielles  de  cette  espèce.  On  peut 
toujours  faire  en  sorte  que  le  polynôme  place  sous  le  radic^il  soit 
remplace  par  un  produit  de  la  forme  {p  -+-  qy*)  (p'  -+■  q'y^)  ;  en  effet 
si  on  décompose  le  polynôme  en  deux  facteurs  trinômes  réels  du  se- 
cond degré,  de  manière  que  l'on  ait 

a  -f  6x  -♦-  ex'  -f-  rfx'  -f-  X*  =  (a  -f-  px  -f-  x*)  (a'   \   jS'x  -4-  x') 

qu'on  remplace  dans  chaciue  trinôme  x  par  m  -t-  •- et  qu'après 

'  i2 
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avoir  réduit  au  même  dénominateur,  on  égale  h  zéro  les  coefficiens 
des  premières  puissances  de  y,  les  constantes  indéterminées  m  et  n 
seront  données  par  les  deux  équations 

2«  -4-  2pm  -h  2m«  h-  pn  -+-  2mn  =  0 

2a'  -f-  2p'm  -*-  2m«  -+-  p'n  -f-  2mn  =  0 

et  les  deux  facteurs  trinômes  seront  remplacés  par^^ — ^  et  — 


qY 


dans  lesquels  les  constantes  représentent 

p  =  a  -4-  pm  -f-  m'  -f-  p»  -4-  2fn»  -t-  n' ,     y  =  a  -h  j3m  +  c 
|)'  ==  a'  4-  p'm  -f-  m*  H-  p'n  -♦-  2m»  -+-  n*,     ç'  ==  a'  -h  p'm  -+- 
Représentons  par  r,  r*  et  r",  r"'  les  racines  des  équations 


px 


0,      a'-4-p'x-f-X«  =  0 


c'est-à-dire  les  quatre  racines  de  l'équation 

o  -+-  6x  -h  ex*  -*-  dx'  H-  X*  =  0  ; 
on  sait  que  Ton  a 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  on  trouve 
en  résolvant  et  convenant  de  représenter  par  r  —  r^'.r  —  r"',  le  pro- 
duit des  deux  binômes  r  —  r"  et  r  —  r'", (1) 


m  = 


rr"  —  T'Y"  —  |/r  —  r".  r  —  r'".  r'  —  r".  r'  —  r"' 


rH-r'— r" 


n  = 


p  =  —  j/r  —  r".  r  —  r'".  r'  —  r".  W  —  r 
9  =  j/r  — r".r  — r"'.r'  — r".!^  — r"', 


2  j/r  -.  r".  r  —  r"'.  r'  —  r".  r'  —  r'" 


r  ^r'-^-r'^  —  r""  \ 

r  -^r' r" r'"  "  ^ 


;/  =  |/r-r".r-r'".r'-r".r'-r'" p: ^  ^  ^.^ _ ^^  _ ^^r. î 


9=-  |/r  ■^r^'.r  —  r"'.  r'  —  r\r' 
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_  f  ^r  —  r" .  r'  —  r"  —  |/r  —  r'" .  r  —  r" 


et  le  radical  du  quatrième  degré  se  trouve  remplacé  par 


qui,  en  faisant 

^r  —  r  ,T  —  r    -*-j/r  —  t  .r  —  r 


«  =  y- 


|/r  _  r  ".  r  —  /"  —  j/r'  —  r".  r'  —  r"' 
Jevient (2) 

^/rri  |/r  —  r".  r  —  r'".  r'  —  r".  r'  —  r"' 
(r  -H  r'  —  r"  —  r"J  (1  -+-  y)»  ^ 

(|/r-r".r'  — r'"—  ^/r'—t".r'—r"'){i/r—r\r-—r"-*-  y'r—r"\  r'—t"')  (/Î^I* 

X  \ /l      -«i*^ ''"''"•  '•-'•'"—  >^' *•'—  >•  "•  >•'— '•'T (l/»-—  '•"•  r'^^—  1/ r—  r'". r'—  r"'l' 
V  \f/r—r".r—r"'-t-  ^r'—r".r'—r"l  \y/r—r".r'-r"-i-  j/r— r"'.r'- r"'i 

Il  suit  de  là  que  la  différentielle 

dx 


^  a  -♦-  6x  -t-  ox*  -t-  «ix'  -t-  ac* 
I)cut  être  transformée  dans  la  suivante (5) 

2|/^ 


(|/r  _  r ".  /  —  r'"  -4-  |/r^r"'.  r'  —  r")  j/l  —  z« 

<fz 


/  f|/r— r".r— r"'— |/r'— r".r'— /"Hl/r— r^7— r"— |/r— r'".r'— 1 

V  *  i,/r_r".r'— r~+  j/r'— r"./"^^')  (/rll^i^^?^^+  /;Z:7\?^r"' 
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que  Ton  peut  mettre  sous  cette  autre  forme ,  en  effectuant  la  multipli- 
cation sous  le  radical (4) 

^j/"^ 

|/r  —  r"\  r  —  r"  -f-  |/r— r".r'— r" 
dx 


V  i/r 


ou  bien  encore,  en  multipliant  par  \/r  —  r".  r' — r'"  -^  j/r — r".  r' — r", 
les  deux  termes  de  la  fraction  sous  le  radical  dans  l'expression  précé- 
dente et  par  ]/r  —  r".  r'  —  r'"  —  [/r — r^'^r' — r"  les  deux  termes 
de  la  fraction  hors  du  radical (5) 

*'"  —  '"'"   j/r  —  r".  r  —  r'"  -+-  |/r'  —  r''.  r'  —  r"'  /î^^ 


v/^ 


(r  —  ry  jr^'  —  /^Q* 


[2rr'  -*-  2rV"  —  (r  -*-  r')  (r"  -h  ^  -+-  2  j/r — r".  r  —  r'".  r'—  r".  r'—  r'"]'' 

c'est-à-dire  qu'on  peut  dans  tous  les  cas  lui  donner  la  forme (6) 

Itdz 

P  et  c  étant  deux  constantes  connues. 

497.  Le  facteur  c'  est  toujours  réel  et  plus  petit  que  Vunîtè.  — 
Avant  d'introduire  la  fonction  rationnelle  P  qui  multiplie  la  différen- 
tielle générale  elliptique ,  constatons  que  le  coefficient  c^  est  toujours 
réel  et  plus  petit  que  l'unité. 

Si  les  quatre  racines  sont  réelles ,  la  valeur  de  c*  est  évidemment 
réelle,  puisque,  en  les  rangeant  dans  l'ordre  r  r' r" r'"  d'après  leur 
grandeur  algébrique ,  tous  les  facteurs  placés  sous  les  radicaux  dans  la 

transformée  (4)  seront  positifs.  Quant  à  ^  il  sera  de  la  forme  n  ^ —  1 . 
Si  deux  racines  conjuguées,  r  et  r'  par  exemple,  sont  imaginaires 

et  de  la  forme  0-1-6 \/ —  i  et  a  —  6  |/ —  i,  en  employant  la  trans- 
formée (5),  il  est  visible  que  l'on  aura 


CALCUL    INTÉGRAL.  555 

^r  —  r.r  —  r  .  r  —  r    .r- —  r 


V 


=  /(a  —  ry  H-  6*  j/(a  —  r'")«  -j-  6« 

et  par  conséquent  c^  sera  encore  réel ,  mais  il  change  de  signe  à  cause 

de  la  valeur  de  (r  —  r')*  qui  est  (26  ^/ — 1)*  =  —  46*. 

Si  les  deux  couples  de  racines  conjuguées  r,  r'  et  r",  r'"  sont  imagi- 

-■^'^^  et  de  la  forme  a  db  6  [/ —  i  et  o'  =fc  6'  (/ —  i  ,  les  facteurs 

r'")*  dans  la  transformée  (5)  deviendront  (26  j/--î)* 

/-—i)*  =  —  46'*  et  comme  on  a  aussi 

r"r'"=a'2-f-6'%    r  +  r'=2a,    r" -f- r'"  =  2a', 
j/r  —  r".  r  —  r".  r'  —  r  ".  r  '  —  r'" 

.l)(a-a'-f-(6-+-6')l/^)(a-a'-(^-6')i/^)(a-o'-(6-f-6'jV/^ 


/(a  — a')*-*-(6  — 6')«  (/(a  —  o')*  -♦-  (6  -*-  6')« , 

il  est  visible  que  c*  est  encore  réel  et  positif. 

Enfin,  le  coefficient  c*  est  dans  tous  les  cas  plus  petit  que  l'unité, 

u  —  V 
puisque  la  transformée  (4)  apprend  que  ce  facteur  est  de  la  forme 

Il  résulte  aussi  de  cette  discussion  que  les  valeurs  de  m  et  n  sont 
toujours  réelles  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  valeur  de  z*  expri- 
mée en  y*,  car  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  fraction  par 

l/r—r^\r^r"'  -4-  |/r' —  r".  r' —  r"',  on  trouve 

_^_    ^  [(r-4- rQ*—  {r-\-r^ (r''-^r"^^^r^' r'"^ ^rr'^^ [/r^r\ r—r'\ r'^r'\ r'--r"''^ 
'-—y  (r  —  /)  (r  -h  r'  —  r"  —  r"'y 

et  on  vient  de  voir  que  cette  fraction  se  compose  de  termes  toujours 
réels  dans  toute  hypothèse  faite  sur  les  valeurs  des  racines. 

198.  Transformation  des  différentielles  elliptiques  en  trois  diffé- 
rentielles irréductibles.  ^^  Considérons  maintenant  la  fonction  ration- 
nelle P  qui  multiplie  la  dilTérentielle  dont  on  vient  de  s'occuper.  Si  on 

y  remplace,  comme  plus  haut,  x  par  m  -+- et  qu'on  substitue 

ensuite  à  y  sa  valeur  en  z,  on  obtiendra  évidemment  pour  P,  en  dévc- 
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loppant,  une  nouvelle  fonction  rationnelle  en  z,  dans  laquelle  toutes 
les  constantes  seront  réelles  puisque  m ,  n  et  la  valeur  de  y  en  iz  sont 
réelles,  d'après  ce  qu*on  vient  de  voir.  Cette  fonction  rationnelle, 
dans  sa  plus  grande  généralité,  ne  peut  être  qu'une  fraction  ration- 
nelle que  Ton  décomposera  par  la  division ,  dans  sa  partie  entière  et 
sa  partie  fractionnaire.  Celle-ci  se  décomposera  ensuite,  parla  méthode 
des  fractions  rationnelles,  en  fractions  simples.  Le  développement  de  P 
se  composera  donc  d'une  suite  de  termes  ayant  les  formes  suivantes 


oz*, 


6      2'  -♦-  6     (z*  -^  6)" 


Pdx 
et  l'intégration  complète  de  la  différentielle  — ->   R  désignant  le 

R 

radical 


l/a  ■+■  bx  -¥-  ex*  -4-  dx"  -*-  ar*, 
sera  ramenée  aux  intégrations  de 

dz  srdz  dz 


dz  dz 

(z«-t-  6)  /n^yi  zp  c^z^'    (z«  -*-  b)^  i/i  —  z«  j/i  i^i c«z*  ' 

Parmi  ces  différentielles,  les  unes  sont  irréductibles  et  leur  inté- 
grale ne  s'obtient  que  par  les  méthodes  d'approximation  dont  nous 
parlerons  plus  loin.  Telles  sont  les  trois  suivantes 


dz  j/i  zpc^z'^  dz  dx 


|/i  —  zV^  =F  c*  z«  |/i— z«  (z« -f- 6)  j/l  —  z« /ï"^"c«z« 

Nous  allons  voir  que  les  autres  s'intégrent  d'une  manière  complète  par 
les  méthodes  connues  ou  sont  réductibles  à  l'une  de  ces  trois  der- 
nières formes. 

199.  Première  formule  de  réduction,  —  Occupons-nous  d'abord  de 
la  différentielle 

z'^dz 


/r--z«|/i--c«z« 
Lorsque  m  est  impair  ou  de  la  forme  2n  +  i ,  l'intégration  peut  se 
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faire  d'une  manière  complète,  car  en  remplaçant  z*  par  u,  la  diffé- 
rentielle devient 

qu'on  sait  être  inlëgrable  (N»  160). 

Supposons  m  pair  et  égal  à  2n.  Si  on  différentie  z'»-^  |/i — j^sj/j— c*z*, 
on  trouve 

^'''  *  ^  [-i/i  —  3—  (1  -+-c«)(2»-.2)z«-+-c«  (2n  —  i)z*], 

1— z«j/l— cV- 

'on  tire   en   intégrant  les  deux  membres  et  en  divisant  par 
^), 

z*»f/z  __  z'"-'  (/1  —  z^  ^1  _  c«z* 

/j  __ -î  i/i  _«  (.2-î  "  c*  (2n  —  1) 

-2)r  z«»-Vz  2/1  — 5    Ç  z'^^-hlz 


-2)  r  z«»-Vz  _    2/1  — 5    r 


-Z«|/i_c«Z« 

Cette  formule  de  réduction  fait  dépendre  Tintégration  de  la  différen- 
tielle contenant  z*",  de  l'intégration  de  deux  différentielles  entière- 
ment semblables,  mais  dans  lesquelles  2n  est  remplacé  par  2n  —  2  et 
2n  —  4.  On  pourra  donc,  par  des  substitutions  successives,  ramener 
cette  différentielle  aux  deux  suivantes 

dz  z^dz 

j/ÏTr^l/ïTrêv'    j/1  —  z*  |/^  —  cV 

La  première  est  une  des  trois  différentielles  irréductibles.  La  seconde 
mise  sous  la  forme 


i  i/i  —  cH^  ,        i 

dz  = ^  ^  dz  -h  — 


est  ramenée  à  deux  des  trois  différentielles  irréductibles.  Ce  qu'on 
vient  de  dire  subsisterait  encore  si  au  lieu  de  -f-  c'  on  écrivait  —  c*. 
200.  Passons  à  la  différentielle 

dz 


(z  — 6)|/l— z*|/r-c^ 
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on  peut  la  mettre  sous  la  forme 
(z  +  6)  dz 


(z«  — 6«)  |/i  — z*  j/l  — c«j:«      (z«  —  6«)  j/i  — z«  |/i  —  c*z« 
La  première  partie  devient,  en  remplaçant  z*  par  m, 


2  (u  —  6«)  j/1  — (c*^i)tt  — c«M« 

qui  est  intégrable.  La  seconde  partie  se  confond  avec  la  troisième 
différentielle  irréductible  mentionnée  plus  haut.  Il  en  serait  de  même 
si  -h  c*  était  remplacé  par  —  c*. 

20i.  Seconde  formule  de  réduction.  —  Il  nous  reste  encore  à  consi- 
dérer la  différentielle 

dz 


dans  laquelle  le  coefficient  c*  peut  être  pris  indifféremment  avec  le 
signe  plus  ou  avec  le  signe  moins.   Si  Ton   différentie  la   fonction 

Zj/ï^=^/i— C»Z«  ^  A'^^V'A      »»i 

-^ 7- — ^— — ; >  on  est  conduit  a  lidentité 

(z»  H-  a)"'* 

tt^2«[i— 2(n— 4)— 2a(l-4-c«)]^z*|3ac«-^(i-»-c«)(2n  — 4)j  — cV'(â«— 5) 

(z*  -t-  o)» 

Remplaçons  dans  le  second  membre  z*  -h  a  par  u  ou  z*  par  w  —  a  ;  le 
numérateur  étant  développé,  prendra  la  forme 

A  -+-  Bw  H-  Cm«  -4-  Dtt' 

dans  laquelle  les  coefficiens  ont  les  valeurs  suivantes  : 

A  =  (2n  —  2)  [a  -f-  a'  (i  -4-  c«)  -+-  a^c*] 
B  =^  —  (2n  —  3)  [i  -♦-  2o  (1  -4-  c«)  -♦-  3a«c«] 
C  =  -+-  (2n  —  4)  (i  -♦-  c«  -t-  3ac«) 
D=  — (2n  — 5)c* 
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valeurs  qui  obéissent  à  cette  loi  : 

2»  — 5rfA i    an— 4  du  1      2/*— 5dU 

""      2n  — 2dô'      ""i.2  2n— 2do«*       ""      4.  2.  5  2»— 2  dô»' 

le  second  membre  de  Téquation  différentielle  précédente  devient  eu 
substituant , 

A         B  C  D 


c'est-à-dire , 

A  B  G  D 


et  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  |/i  —  z*  |/i  —  c*  z*  et 
intégré,  on  trouve 

^ dz _zj/i— z«j/i  —  c«z« 

:(s«-_  a)»  /flT^j/i— c*z»  A  (z«  +  o)*--* 

dz  Cf  dz 


g( 

1— C«Z«        AJ(2Î^.„\,-», 


<iz 


-XÎ 


(z«  -+-  a)--5  j/i  —  z«  j/l  —  c«  z« 


Cette  nouvelle  formule  de  réduction  fait  dépendre  Tintcgrale  cherchée 
de  trois  intégrales  semblables,  mais  dans  lesquelles  l'exposant  n  est 
réduit  an  —  i,  n  —  2,  n  —  5.  Elle  peut  donc  servir  à  exprimer  l'in- 
tégrale cherchée  en  fonction  d'intégrales  de  plus  en  plus  simples. 
Quant  n  sera  réduit  à  2,  l'intégrale  de 

dz 


(z»  -*-  a)*  j/l  — z«  |/i  —  c«  z« 

ne  dépendra  plus  que  des  intégrales  suivantes 

dz r  dz 

(z«  -♦-  o)  (/l  —  z'  j/l  —  c»z»'    3  |/i  —  z«  (/ï— r«z»' 

r dz 

J  (z*  -4-  a)-*  [/i— z«/l— c«z« 

45 
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Les  deux  premières  sont  des  intégrales  irréduetibles;  la  troisième  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

ç        (j3*  -^  a)dz         r  adx  r  z*dz 

e'est-à-dire ,  qu'elle  se  calculera  au  moyen  de  la  première  intégrale 
irréductible  et  d'une  intégrale  dont  on  s'est  occupé  au  numéro  199  pour 
la  ramener  aux  deux  premières  intégrales  irréductibles. 

11  est  à  observer  que  l'on  ne  peut  faire  diminuer  n  jusqu'à  devenir 
égal  k  l'unité,  parce  qu'il  résulte  des  valeurs  trouvées  pour  A  que  ce 
coellicient  serait  nul,  et  la  valeur  de  l'intégrale,  composée  de  termes 
infinis. 

202.  On  peut  déduire  d'une  manière  plus  simple,  l'intégrale  de 

dz 

(z«  -4-  o)»  l/T—  z«  j/i  —  c*  z« 
de  la  valeur  supposée  connue,  de  l'intégrale  irréductible 
r  dz 

)  (z*  -f-  a)  j/rir^  |/i  —  c*  z^  ' 

en  effet  si  on  désigne  celle-ci  par  y  (z,  a) ,  on  aura  en  dérivant  succes- 
sivement les  deux  membres  par  rapport  à  a 

r dz dif 

)  (z«  ^  o)«  j/1— z«  |/i— c«z«""       ^«' 
r  dz  i     d*<p 


et  ainsi  de  suite.  On  peut  donc  poser  cette  formule  générale 


dz  i  d--'f 


J  (z*  -f-  aYl/i  -z^i/\^c^z^  ^-  2.  3....  (n  -  1)  rfa-* 

203.    Transformation  des   trois   différentielles   irréductibles,   en 

transcendantes  elliptiques.  —  Les  trois  différentielles  elliptiques  aux- 

Prfx 
({uelles  nous  venons  de  ramener  toute  différentielle  de  la  forme  — -  > 

R 

savoir  : 


dy  dy  l/i=t:c*y«  dy 


|/i  -  //^  /i  rfc  r«  i/«  /l  —  ;/«  0/'  -^  ")  /*  —  .y*  /^  =^  «^^ ï* 
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penvent  prendre  une  forme  souvent  plus  commode.  Remarquons 
en  effet  que  si ,  comme  on  le  suppose ,  la  différentielle  reste  réelle 
et  continue  entre  les  limites  de  Tintëgration ,  il  faut  que  y  reste 
inférieur  à  Tunité ,  pour  que  la  différentielle  ne  devienne  ni  infinie , 
ni  imaginaire.  11  suit  de  là  que  cette  variable  peut  être  assimilée 
au  sinus  ou  au  cosinus  d'un  arc  variable.  Si  le  coefficient  c^  est 
affecté  du  signe  moins,  nous  égalerons  t/ a  sin  «p  et  les  trois  différentielles 

deviendront  en  remarquant  que  dy  devient  cos  (fdff  ou  (/i — y^  d<f, 
d(p|/i  —  c*sin*(p  j 


dans  lesquelles  c*  est  plus  petit  que  Tunité,  ainsi  qu'on  Ta  vu  au 
N«  197. 

Si  au  contraire  le  terme  c*z*  est  positif,  nous  remplacerons  y  par 
cos  (f  et  les  trois  différentielles  irréductibles  deviendront 

d<fi/i  -t-c*cos*<p) 


y^i  -H  c*  cos  *  <j>  (cos  *  «p  -4-  o)  |/i-i-r*cos*^ 

que  Ton  peut  ramener  aux  suivantes  : 
i  df 


i  d<f 


V  ^"rrr* 


sin*f 


qui  sont  visiblement  de  même  forme  que  les  trois  premières,   le 

i 

coefficient étant  encore  plus  petit  que  l'unité. 

i  -+-  c'  r       r         1 

Il  suit  de  là  que  l'intégration  de  la  différentielle  elliptique  la  plus 
compliquée  dépend  dans  tous  les  cas  des  trois  intégrales  suivantes, 
dans  lesquelles  c*  est  plus  petit  que  l'unité , 

{-^-^ .    /rf.l/l-c»sin'„    ( ^7=- 

Jyi  —  c*sin*(p  J  (i-*-nsin'y)|/i — c*sin'y 
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Elles  ont  été  appelées  fonctions  elliptiques  ou  transcendantes  ellip- 
tiques de  première^  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  Comme  elles 
sont  des  fonctions  déterminées  de  7  et  de  c  pour  les  deux  premières , 
et  de  <p,  c  et  n  pour  la  troisième ,  Legendre  les  a  désignées  par  Ff 
ou  F  («?,  c)  pour  la  première,  par  £(p  ou  £  (y,  c)  pour  la  seconde  et  par 
n?  ou  n(?,  c,  n)  pour  la  troisième.  M.  Verhulst  leur  donne  les  noms 
de  digamma^  de  epsilon  et  de  kappa  et  les  désigne  par 

dig.  (?,  c) ,     eps.  ((p,  c) ,     kap.  (y,  c,  »). 

c  se  nomme  module  y  n  paramètre  et  7  amplitude  de  la  fonction.  De 

même  que  certaines  intégrales  de  sont  exprimables  qu'en  logarithmes 

et  en  lignes  trigonométriques ,  de  même  les  intégrales  des  différen- 

Prfx 
tielles  de  la  forme  — -  ne  sont  exprimables  qu'en  digamma,  epsilon 

et  kappa.  Ces  dernières  fonctions  sont  donc  introduites  dans  l'analyse 
au  même  titre  que  les  logarithmes  et  les  lignes  trigonométriques,  y 
remplissent  à  peu  près  les  mêmes  fonctions  et  jouissent  de  propriétés 
analogues  dont  la  démonstration  fait  plus  particulièrement  l'objet  de 
la  théorie  des  fonctious  elliptiques. 

204.  Développement  en  série  des  transcmdantes  elliptiques  dt 
deux  premières  espèces.  Construction  des  tables.  —  Les  valeurs  ' 
ces  nouvelles  fonctions  peuvent  être  représentées  par  des  séries  ce 
vergentes  infinies  qui  permettent  de  calculer  ce  qu'elles  devienn* 
pour  toute  valeur  du  paramètre  et  du  module  et  pour  des  valeurs 
l'amplitude  croissant  de  minute  en  minute ,  comme  les  valeurs  des  l 
rithmcs  et  des  lignes  trigonométriques  l'ont  été  pour  tous  les  nom 
et  pour  tous  les  arcs  de  cercle.  Ces  valeurs  consignées  dans  des  U 
forment  ce  qu'on  appelle  des  tables  des  fonctions  digamma ,  ep 
ou  kappa  qui  servent  au  même  usage  que  les  tables  de  logarithm 
de  sinus. 

Si  dans  la  fonction  dig  (7,  c)  on  remplace  sin  ^  par  y,  elle  rc 
la  forme 


'y')' 


Développons  (1  —  c*»/*)  *  en  série;  celle-ci  sera  toujours  convergente, 
puisque  y  et  c-  sont  inférieurs  à  l'unité ,  et  le  calcul  de  la  fonction 
^*S  (?»  ^)  ^^   réduira  à  l'intégration  d'une  suite  de  termes   de  la 


sin 
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forme  •  On  trouve  ainsi ,  après  avoir  remis  pour  y  sa  valeur 

sin  7,  et  en  faisant  commencer  Tintégrale  avec  Tamplitude  f , 

Ri,      1.5    ./4    .  ,  3  \ 

-s.n,cos,|^-.-c«H-— c*(^-sin»,  +  — j 

1.3.5      /l   .  ,  5     .  .  8. 3  \  "1 

Cette  série  est  d'autant  plus  convergente  que  le  module  c  est  plus  petit. 
On  trouve  de  la  même  manière  pour  la  fonction  epsilon^ 

eps.  (?,  c)  =  ? j  1  - 1  c«  _  Jl  3c»  -  ii^  Se"  -  etc.  j 

-^  2^76  *'\r'*^-^6^*">^-*-6:T-2;-^ ''*'=•]• 

léveloppement  en  série ,  de  la  fonction  elliptique  de  troisième 

paramètre  étant  positif,  —  Le  développement  en  série  con- 

e  la  fonction  kappa  est  plus  compliqué ,  parce  qu'elle  con- 

'  le  module  c*  toujours  réel  et  fractionnaire ,  un  paramètre 

leur  n'est  pas  limitée.  Lorsque  n  est  positif  on  y  parvient 

c  suivante  :  posons 

-^  i  1.3 

-  =  (i  —  c*  sin*  y)   *  =  i  -h  -  c*  sin*  (f  -+-  -r-y  c*  sin*  (p 

i.  3.  5 

H-    '  .'-  c^  sin®  9  -f-  etc. 
2.  4.  6  ^ 

Cette  série  est  toujours  convergente,  puisque  c  et  sin  <f  sont  plus  petits 

que  l'unité.  Remplaçons  sin*  y,  sin*  <j),  sin°  <p par  leur  valeur  en 

cos  2f ,  cos  4^,  cos  6^ donnée  au  N**  65  ;  on  trouve 

==  J  A  -h  B  cos  2«p  -H  C  cos  4y  -H  D  cos  6y  -f-  etc.  (  (i  -4-  6) 

(/i  —  c*  sin*  y      (  ' 
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dans  laquelle  b  et  les  coefTiciciis  A,  B,  C...  oui  les  valeurs  suivantes  : 


i--|/i 


\  -*-/r^ 


c* 


2«  2«.4*  2«.4*.  6* 

i>  oi/^       ^    i-3„       1.3    i.3. 5.,  \ 

'  =  -^\2-^2-2:T'''-*-2r4-2X-6^*-^^^V 

V2.4      2    2.4. 6  2.  4    2.4.6.8  / 

c.1,/1-3.  5      i    4.3.5.7,,      1.3    4.3.5.7.9    ^^  \ 

D==  —  26'( 1 6' H 6* -4- etc.  1 

V2.4.6      2    2.4.6.8  2.4    2.4.6.8.10      ^  """^  J 

E==ctc. 

Ces  dernières  valeurs  sont  toujours  eonvergcntes,  parceque  b  est  plus 
petit  que  l'unité  et  la  série  A  -i-  B  cos  2f  -h  etc.  est  aussi  convergente, 
même  si  l'on  prend  tous  les  termes  positivement  et  à  plus  forte  raison 
si  on  leur  laisse  leurs  signes,  car  les  valeurs  de  A,  B,  C,  etc.  sont  visi- 
blement inférieures  à 

1 


1  -♦-  6*  -4-  6*  -♦-  etc. 


l--6« 


Hi^b^-^b^ )=--rri;? 

b^    ' 


1— 6« 
1 


—  6-- 

1  —  6» 

et  que  par  conséquent  la  série  est  inférieure  a 

1 

^j rj  (i  -f-  6  cos  2<p  -4-  6'  cos  4f  -*-  6*  cos  6y  -4-  etc.) 

qui  elle-même  est  convergente,   ainsi  qu'on  l'a  vu  au  N»  46.  D'un 
autre  côté ,  si  on  pose 

b'=\^^^^izl 

|/î    "h  »  -H  1 
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h'  sera  plus  petit  que  Tunité  et  on  trouve  le  développement  suivant, 

.         "^.  ^^    =  i  H-  26'  cos  2^  -♦-  26'«  cos  4«>  -f-  26''  cos  C«>  -4-  etc. 
i  -h  n  sin'y 

i       1 

développement  qu'on  vérifie  en  remplaçant  sin*<j>  par-  —  -cos2y, 

À  M 

en  faisant  disparaître  ensuite  le  dénominateur  et  en  remplaçant  par- 
tout les  produits  de  la  forme  cosm(}>  cos  2^  par 

1  i 

-  cos  (wi  -H  2)  <ï>  -♦-  -  cos  (m  —  2)  <j). 

À  À 

On  reconnaît  ainsi  que  tous  les  termes  se  détruisent  identiquement. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  N**  46 ,  le  développement  précédent  est 
toujours  convergent. 

En  substituant  ces  deux  développemens  dans  la  fonction  kappa  ^ 

i  i 

remplaçant  cos  m<j>  cos  w<p  par  5  cos  (m  -♦-  n)  y  -t-  -  cos  (m  —  n)(f  et 

intégrant,  il  vient,  en  faisant  commencer  l'intégrale  avec  l'amplitude  y, 

f ^? 

J  (i  -h  n  sin  *  y)  |/l  —  c*  sin  *  9 

=  A'<p  -♦-  B'  sin  2(p  -+-  01  sin  4<p  -f-  D'  sin  6<p  -t-  etc. 
dans  laquelle  on  fait 


/*  =  ^/  i  ^  n,     AA'  =  A  -H  B6'  -f-  C6'«  -f-  D6''  -+-  etc. 

ft'ï  ^  i  6'*  —  i 

AB'^^-^AA'-*-^-^ 

6'*  -^  i  6'*  —  i         6'*  —  i 

feE'  =  etc. 

206.  Cas  du  paramètre  négatif,  —  La  formule  du  numéro  précé- 
dent serait  encore  convergente  si /i  était  négatif  et  très  petit,  puisqu'il 


ce 
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suffirait  de  remplacer  h  par  j/i  —  n  ;  mais  il  n'en  serait  plus  de 
même  si  n  étant  négatif,  était  supérieur  à  Tunité  ;  car  alors  6'  serait 
imaginaire  et  la  série  précédente  cesserait  d'être  convergente.  On 
mettrait  dans  ce  cas  la  différentielle  sous  la  forme  suivante  : 

d  —  ^  -1 

\  =    ./     .    ,    [e*  -H  («'*  -  sin'î)]    « 

(4— n«sin«<j>)|/i— c«sin*<p       n'*  — sin«<?' 

11  i 

dans  laquelle  e*  représente  — j  et  n'  remplace  -  •   En  développant 

ensuite  le  binôme 

[e«  H-  (n'*  -  sin*<j>)]"*  =  (e«  -+-  a)"^ 
on  est  conduit  h  une  série  convergente ,  du  moins  lorsque  e^  ou 
est  supérieur  à  —  »   ou  lorsque  n  est  plus  grand  que  c  j/â. 

En  s'arrêtant  aux  termes  de  o"  puissance  de  a  et  ordonnant  suî*^   ' 
les  puissances  croissantes  de  sin  «p,  puis  intégrant,  il  vient 

Ç         df  <p  /i        1.3    n'*        1.3.5n'*        i.3.8.7w'<^        I 

n*kappa=\-^T r-, ^l -r- h r- T-4- 

j/i*  —  sin*y      e^\^      i.i    e*       î.4.6  c*       ï.4.6.8  e^       s 

i    /l.3  f.3.5  ïn'*         1.5   ».7  3ll'*  I.5.ÎÎ.7.9    4n'®\ 

e*\^S.4         2.4.6     e*  2.4.6.8     C*  2.4.6.8.10     e^J 

i    /l.3   5         1.3.5.7  Sn'*         1.3.8.7.9     6n'*\     ^     .    .       , 

ri — j--* r  I  /  sin*a)0<p 

ry2.4.6         2.4.6,8    6*  2.4.6.8.10     C*   y  "^ 

4    /1.3.3.7  1.3.5.7.9     4n'*\     «    .    „       - 

ri r-   ]jsm^9a<f 

e*\2.4.6.8         2.4.6.8.10     é*  J 

i    /l.3.».7.9\     ^    .    .       , 
«**»\2.4.6.8.10/-^  ^     ^ 

Les  intégrales  indiquées  s'obtiennent  en  remplaçant  sin  7  par  x,  ce 
qui  leur  fait  prendre  les  formes 

$dx  C     x*^^  f     ^*^^ 
»     I —           ?     I —  >   etc. 

En  substituant  les  \alrurs  de  ces  intégrales  et  remplaçant  dans  ]a 
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i 

première  intégrale  par  sin  ij^  n'  ou  -  qui  est  moindre  que  Tunité,  il 

n 

vient  enfin,  Tintégrale  commençant  avec  Tamplitude  y, 
i 


ren'  kappa  =  — -: lojr 


2  sin  2)9 

1     1.3   1 


/sin  (m  h-  y)Y 


î  2. 4  e' 


i.3     1.3.»  1 

tH 

2.4     2.4.6  6*        2.4.62.4.6.8  6' 


1.3.81.3.5.7    I  1.3.5.7     1.3.8.7. 9     1 

°        2.4.6.8    2.4.6.8.106'* 


'i 


1.5  «'•        11.3.»2n'*        1.5     1.5.5.73n''        1.3.5    1.3.5.7.9    4n' 


2.4    6' 


2  2.4.6    e* 


2.4     2.4.6.8    6*" 

1.5.5  n'*        1     1.3.5.7  5n'* 

2.4.6  6*         2    2.4.6.8    6* 

1.3.5.7  W'^ 


2.4.6    2.4.6.8.10    6^ 

1.3   1.5.5.7.0  en'* 


2.4    2.4.6.8.10    6» 


2.4.6.8   e^ 


1  1.3.5.7.9    VI 

2  2.4.6.8.10    6^ 


'6 


i 


1.3.5.7.9   n 


'8 


-h 


[I     1.3         1     1.3.5  2W'*         1     1.3.5.73»'* 
2     2.4        2    2.4.6     6*  2     2.4.6.8    6* 

1.3     1.3.5     1 


1.3     1.3.5.7  5»'' 


2.4.6.8.10  6* 

1  1.3.5.7.9    4n'^ 

2  2.4.6.8.10    6^ 
1.3     1.3.5.7.9    6»'* 


Sin  f  ces  7 


2.4    2.4.6    6' 


2.4     2.4.6.8    6* 
1.3.5     1.3.5.7  1 


2.4     2.4.6.8.  10    6^ 
1.3.5    1.3.5.7.9    4n'* 


2.4.6    2.4.6.8  6* 


2.4.6    2.4.6.8.10    6^ 
1.3.5.7     1.3.5.7.9    1 


2.4.6.8     2.4.6.8.106^ 


1.3.5    1 
12.4.6    4 


sin'<pcos  f] 


1.3.5.7  3»'* 

2.4.6.8  46' 
1.3.5.7       1  5 


-i-^ 


1.3.5.7.9      6»'^ 


2.4.6.8.10     46* 


4n' 


6     2.4.6.8     46^ 


1.3.5.7.9 
6     2.4.6.8.10     46* 
7.5  1.3.5.7.9         1 


fi 


8.6  2.4.6.8.10     46* 


sin^  <p  ces  y] 


1.3.5.7.9    4»' 


1.3.5.7 


2.4.6.8    6        2.4.6.8.10  66* 
7     1.3.5.7.9       I 


8    2.4.6.8.10  86* 
sin  '  f  COS  <p  S  l'5-5»7»9       « 


2.4.6.8.10     8 
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Si  avant  d'intégrer  on  remplace  sin*  ^ ,  sin^  ? par  leur  valeur  en 

cos  2(py  cos  4^ (N**  65)  on  trouve  encore 


znU^  kappa  = — : loci  — —  l 

.1        9     1.8    I  4.3     I.3.K     I  6.8.4    I.3.K.7     1 

a      I   ï.4aV      i.a  a.4.6a*c*      i.a.3  2.4.6.8si'^< 


8.7.6.»     1.3.5.7.9       I 


e*^         1.2.3.4     2.4.6.8. lOaV 


1.5  n' 


2     1.3.K    2n'' 


4.3     1.3.3.7     Sn' 


6.S.4     l.3.!S.7.9       41** 


2.4   e*         i     2.4.6    2*6*        1.2     2.4.6.8     2V        1.2.3    2.4.6.8.10    2V 
1.3.8     n'*        2     1.3.3.7     3n'*        4.3     1.3.3.7-9       6n'* 


1  sin  4  7 

2  2*6* 


I  sin  6  <p 

3    2^e® 

I    sin8<p 

4     2*e* 


2.4.6      e*         I     2.4.6.8     2V        1.2     2.4.6.8.10    2*6* 


1.3.3.7  n* 


2    1.3.3.7.9      4n'^ 


2.4.6.8   e^ 


2.4 


1.8.3  2n'*        1.8.3.7     3n'*         1.3.3.7.9      4n'* 


2.4.6    6*         2.4.6.8 


sm  2<p 

1v" 


4  1.3.3        1 
1  2.4.6    2V 


4     1.3.3.7  3n'' 


2.4.6.8.10      e* 
4  1.3.3.7.9    6n'^ 


1     2.4.6.8  2*6*         1  2.4.6.8.10  2*6® 


-♦- 


6.31.3.3.7     1 


6.3  1.3.3.7.9    4n' 


1 .2  2.4.6.8  2*6*        1 .2  2.4.6.8.10  2*6® 
8.7.6  1.3.3.7.9       1 


-4- 


\ 


1.2.3  2.4.6.8.10  2^6® 


'1.3.5        1.3.5.7  3n'' 

,  2.4.6        2.4.6.8    6* 

6  1.3.5.7     1 


1.5.5.7.9  6n' 

2.4.6.8.10  6* 
6     1.5.5.7.9    4n'^ 


/4 


1  2.4.6.8  2'6 


i«p« 


1     2.4.6.8.10  2*6* 
8.7  1.3.5.7.9       I 
1.2  2.4.6.8.10  2*6* 
1.3.5.7.9    4n'* 


f 1.3.5.7         

^2.4.6.8        2.4.6.8.10    6* 
8     1.3.5.7.9       1 
1     2.4.6.8.10  2*6* 
1.3.8.7.9 
2.4.6.8.10 


1     2.4.6.8.10    2V 
1.8.5.7.9    n* 


-+- 


2.4.6.8.10  e* 
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Inlégralion  des  équalions  difTérenticIlcs  implicites  du  premier  degré  et  du  premier 
ordre  à  deux  variables.  —  Différentielles  immédiates  et  médiates.  —  Intégrales 
immédiates  et  médiates.  —  Toute  équation  différentielle  implicite  a  une  inté- 
grale. —  Condition  d'inlégrabilité  immédiate.  —  Intégration  des  fondions  qui 
satisfont  à  la  condition  dMntcgrabililé  immédiate.  —  Intégration  des  fonctions 
qui  ne  satisfont  pas  à  la  condition  d^intégrabiltté  immédiate.  —  Existence  d^un 
facteur  propre  à  rendre  différentielle  exacte  une  différentielle  donnée.  —  Déter- 
mination de  ce  facteur.  —  Intégration  de  Téquation  linéaire  du  l***  ordre.  — 
Séparation  des  variables  dans  les  équations  homogènes.  Théorèmes*' sur  les  diffé- 
rentielles homogènes.  ~  Procédés  divers  d^intégration.  —  Problèmes  divers.  — 
Problème  des  trajectoires. 

207.  Équations  différentielles  implicites.  Différentielles  immédiates 
et  médiates.  Intégrales  immédiates  et  médiates.  —  Dans  les  cha- 
pitres précédents,  on  ne  s'est  occupé  que  de  Tintégration  des  fonc- 
tions d'une  seule  variable  fxdxy  ou  des  équations  différentielles 
explicites  à  deux  variables 

rjdy  =  ^xdx', 

considérons  maintenant  les  équations  implicites  à  deux  variables 

dy  =  f(x,y)dx, 

ou  plus  généralement , 

^  («r»  y)  ^h  -*-  y  (^'  y)  ^^  ==  ^• 

On  ne  peut  pas  affirmer  à  priori,  comme  dans  le  cas  des  fonctions 
d'une  seule  variable,  que  cette  équation  est  une  différentielle  exacte. 
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c*cst-à-dire ,  qu'elle  peut  être  obtenue  par  la  seule  opération  de  la 
dilTcrentiation  d'une  certaine  fonction  primitive 

car  si  en  dilTcrentiant  cette  dernière,  on  obtient  la  dilTérentielle  exacte 

mdy  -+-  ndx  =  0 , 

en  effectuant  sur  cette  dernière  ëquation  une  opération  légitime  qui 
n'en  change  pas  la  signification ,  par  exemple,  en  multipliant  ses 
deux  membres  par  une  fonction  quelconque  de  x  y,  ou  en  combi- 
nant celte  différentielle  avec  /"(x,  y)  =  0,  soit  pour  éliminer  une 
constante,  soit  pour  y  faire  quelque  réduction,  on  sera,  dans  tous  les 
cas ,  conduit  à  une  équation  différentielle 

Mdy  H-  Nrfx  =  0 

différente  de  la  précédente,  tout  en  restant  une  déduction  et  par  con- 
séquent une  différentielle  de  Féquation  primitive 

/■(x,y)  =  0, 

mais  qui  ne  se  déduira  plus  de  celle-ci  par  le  seul  procédé  de  la  diffé- 
rentiation.  De  \h  résulte  la  nécessité  de  distinguer  deux  espèces  d'équa- 
tions différentielles  à  deux  variables,  les  équations  différentielles 
immédiates  qui  sont  obtenues  par  la  seule  différentiation  et  qui  par 
conséquent,  sont  toujours  des  équations  différentielles  exactes  et  Ifô 
équations  différentielles  médiates  qui  résultent  de  la  différentiation 
d'une  fonction  primitive  combinée  avec  des  opérations  algébriques  et 
qui ,  par  conséquent  ne  deviennent  équations  différentielles  exactes 
qu'après  avoir  subi  certaines  transformations  ;  ainsi 

ydx  —  xdy 
est  la  différentielle  immédiate  de 

X 

y 

tandis  que 

ydx  —  xdy  =  0 , 

qui  est  une  conséquence  de  l'équation  différentielle  précédente,  n'en 
est  plus  que  la  différentielle  médiate  et  ne  deviendra  différentielle 
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exacte  que  lorsqu'on  aura  rétabli  le  dénominateur  en  multipliant  les 

1 

deux  membres  par  le  facteur  —  •  De  même 

y' 

3/«  —  2ax  =  0 

a  pour  différentielle  immédiate 

^y^y  —  2odx  =  0  ; 

mais  si  Ton  élimine  a  entre  ces  deux  équations,  cette  dernière  prendra 
la  forme 

2xdy  —  ydx  =  0, 

qui ,  bien  que  déduite  de  l'équation , 

y«  — 2ax  =  0, 

n'en  sera  plus  que  la  différentielle  médiate.  Les  deux  équations 

2ydy  —  2arfx  =  0 ,     2xdy  —  ydx  =  0 , 

pouvant  toutes  deux  se  déduire  par  la  différcntiation  combinée  avec 
d'autres  opérations  légitimes,  de  l'équation  primitive 

2/«  — 2ax  =  0, 

cette  dernière  est  appelée  intégrale  de  Tune  et  de  l'autre,  ce  qui 
exige  que  la  définition  donnée  précédemment,  d'une  intégrale,  soit 
un  peu  modifiée;  nous  appellerons  donc  en  général  intégrale  ou  équa- 
tion intégrale  d'une  équation  différentielle  donnée^  toute  équation 
primitive  de  laquelle  on  peut  déduire  cette  différentielle.  Si  la  seule 
opération  de  la  différcntiation  suffit  pour  cela ,  l'intégrale  est  dite  à 
son  tour  immédiate^  et  si  certaines  transformations  dans  cette  diffé- 
rentielle immédiate  sont  nécessaires  pour  retrouver  la  différentielle 
donnée,  cette  intégrale  est  dite  alors  médiate, 

208.  Toute  équation  différentielle  a  une  intégrale.  —  A  une  équa- 
tion différentielle  quelconque  à  deux  variables  correspond  toujours 
une  équation  primitive  en  x,  y   contenant  une  constante  arbitraire 

qui  en  forme  l'intégrale;    en  effet,  si  on  résout  par  rapport  a  — 

réquation  donnée,  en  posant 
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et  qu'on  dérive  successivement  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de 

celte  équation,  en  remplaçant  chaque  fois  dans  le  second  membre, 

dy 

—  par  sa  valeur  en  (x,  y),  on  parviendra  à  exprimer  toutes  les  déri- 

rfw     d^y 
vées  -^  ?  -74  •••*  en  fonction  de  ces  deux  variables.  Cela  posé  dans  la 
dx     rfx* 

formule  de  Jean  Bernouilli  (N*»  468),  remplaçons  -p  par  /"(x,  y)  et  les 

dérivées  supérieures  par  leur  valeur  en  (x,  y)  dont  il  vient  d'être 
question,  valeurs  que  nous  désignerons  par  F  (x,  y),  (p  (x,  y)....,  cette 
formule  deviendra 

y  =  C-f-(x--a)/'(x,y)~^-^^j=^ 

qui  ne  contient  plus  de  trace  de  dérivée  et  forme  par  conséquent 
l'intégrale  de  la  proposée.  Comme  a  est  une  quantité  dont  on  peut 
disposer  à  volonté,  on  pourra  faire  en  sorte  que,  entre  certaines 
limites  des  valeurs  de  x,  x  —  a  soit  assez  petit  pour  que  la  série  soit 
convergente. 

La  constante  arbitraire  C  est  ici  isolée  ;  mais  on  peut,  sans  que  cette 
équation  cesse  d'être  l'intégrale  de  la  proposée,  lui  faire  subir  certaines 
transformations,  telles  que  la  constante  y  soit  multipliée  par  une  fonc- 
tion des  deux  variables,  ce  qui  arrive  lorsqu'on  multiplie  les  deux 
membres  par  une  fonction  quelconque,  ou  qu'on  élève  les  deux 
membres  à  une  certaine  puissance,  etc.  Lorsque  la  constante  arbi- 
traire C  n'est  pas  isolée,  si  on  dérive  l'intégrale,  cette  constante  ne 
disparaîtra  pas  par  le  seul  effet  de  la  dérivation  et  l'on  ne  retrouvera 
pas  immédiatement  la  dérivée  donnée,  puisque  celle^i  ne  contient 
pas  C.  Pour  la  reproduire ,  il  faudra  éliminer  cette  quantité  C  entre 
l'intégrale  et  sa  dérivée.  On  est  ainsi  conduit  à  une  équation  qui  ne 

contient  plus  que  des  x,  des  y  et  des  -—  >  laquelle  doit  être  identi- 
quement la  même  que  l'équation  dérivée  proposée,  puisque  si  elle  en 
différait ,  on  pourrait  égaler  les  valeurs  de  -^  tirées  de  ces  deux  équa- 
tions, ce  qui  conduirait  à  une  équation  en  x  et  y  qui,  étant  jointe  à 
l'intégrale,  donnerait  pour  x  et  y  des  valeurs  constantes,  résultat 
absurde. 

209.  Caractère  d'intégrabilité  immédiate  des  fonctions  implicites. 
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—  On  peut  toujours  reconnaître  à  priori ,  si  une  équation  différentielle 
donnée 

-  Nrfx  =  0 


est  immédiate,  c'est-à-dire,  si  elle  est  une  différentielle  exacte,  d'une 
fonction  de  deux  variables  ;  en  effet ,  si 

/•(x,y)  =  C 
est  rintégrale ,  comme  la  différentielle  immédiate  de  celle-ci  est 

dy        -^  dx 

cette  dernière  devra  être  identique  avec  la  précédente,  et  on  devra 
avoir 

^Aïi^)— ivf  ûn^^x. 

d'où  il  suit  qu'il  faut  et  qu'il  suffit  que  les  coefficiens  M  et  N  soient 
les  dérivées  partielles  d'une  certaine  fonction  [{x,  y)  inconnue  à  la 
vérité.  En  dérivant  les  deux  membres  de  la  première  par  rapport  à  x 
et  les  deux  membres  de  la  seconde  par  rapport  à  y,  en  observant  que 
l'on  a  (Voir  le  Calcul  diff.,  N°  119), 

dV(x,y)_(iY(x,yj 
dxdy  dydx 

on  est  conduit  à  l'égalité  suivante 

dx       dy 

qui  est  donc  une  conséquence  nécessaire  de  l'intégrabilité  immédiate. 
Or  je  dis  que  cette  égalité  est  aussi  une  condition  suffisante  pour 
assurer  cette  intégrabilité  immédiate;  en  effet,  si  on  représente  par 
?  (x,  y)  l'intégrale  de  Ndx  prise  par  rapport  à  la  seule  variable  x,  on 
aura 

rf<p(x,y) 


dx 


=  N; 


l'ésalité  -i-  =  -r- conduit  donc  à  la  suivante 
dx       dy 

f/M       rf»y(x,y)       d^^[x,y) 


<'^) 


dx  dxdy  dydx  dx 
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et  en  multipliant  les  deux  membres  par  dx  et  intégrant  par  rapport  à  ar, 
on  trouve 

dy 

dans  laquelle  G  peut  contenir  la  variable  y,  puisque  pendant  Tintégra- 
tion  cette  variable  a  été  traitée  en  constante.  L'équation  différentielle 
proposée  peut  donc  prendre  la  forme 

qui  est  visiblement  une  différentielle  exacte ,  puisque  les  deux  premiers 
termes  sont  la  différentielle  totale  de  <p(x,  y)  et  que  Cdy  est  aussi  une 
différentielle  exacte  attendu  que  G  ne  contient  que  des  y.  Il  suit  de  là 
que  régalité 

dM_dN 

dx       dy 

est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  différen- 
tielle implicite 

Mrfy-+-  Nrfx  =  0 

soit  une  différentielle  exacte.  On  reconnaît  ainsi  que 

xdy  -h  ydx  =  0 
est  une  différentielle  exacte  et  que 

xdy  —  ydx  =■  0 

ne  Test  pas. 

210.  Intégration  des  fonctions  qui  satisfont  à  la  condition  d'inté- 
grabilité  immédiate.  —  Lorsqu'une  équation  différentielle  implicite 

Mdy-+-Ndx  =  0 

satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité  immédiate,  la  recherche  de  l'in- 
tégrale se  réduit  à  une  quadrature  ;  en  effet,  en  représentant  celle-ci 
par  u  =  0,  ou  sa  différentielle  totale  par 

du  ,        du  . 
dx  dy   -^ 
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on  doit  avoir 

du  du 

-r  =  N,     3-==M. 

r/x  dy 

On  tire  de  la  première, 

M  =  /Ndx-+-Y; 

celte  intégrale  doit  être  prise  en  traitant  les  y  comme  constants,  puis- 

du 
que  la  dérivée  —  a  été  prise  dans  cette  hypothèse  ;  d'où  il  résulte  que 

la  constante  arbitraire  Y  est,  en  général,  une  certaine  fonction  de  y. 
Pour  la  déterminer,  observons  que  puisque 

du 
dy 

on  doit  avoir  en  remplaçant  w  par  sa  valeur, 

rf/Nrfi  ^  dY 
~      dy         dy 
d'où  l'on  tire 

^  =  (M_4^)„e.V-5(M-4^).,.„, 

D  étant  une  constante.  En  remplaçant  Y  par  cette  valeur,  dans  u^  on 
trouve  enfin  pour  l'intégrale  cherchée , 

Observons  que 

d/Nrfx 


M  — 


dy 


ne  peut  jamais  renfermer  la  variable  x,  ce  qui  résulte  de  ce  que 
cette  intégrale  représente  Y  qui,  comme  nous  le  savons,  est  une 
fonction  de  y  seul ,  si  la  dilTérentielle  proposée  est  une  différentielle 
exacte.  On  peut  d'ailleurs  le  faire  voir  directement  en  prouvant  que 

la  dérivée  de  M ^ prise  par  rapport  à  x,  est  toujours  nulle  ; 

en  effet  cette  dérivée  est 

dM      dyNrfx  rfM_rf«/Nrfx 

dx         dydx  dx         dxdy 

4?) 
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(juc  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 


dx  dy  ^  '    rfx       rfy 

parce  que 

rf/Nrfx 


dx 


=  N, 


et  cette  dërivëe  se  réduit  à  zéro,  si  la  différentielle  proposée  est  une 
différentielle  exacte ,  puisqu'on  doit  avoir  dans  ce  cas 

dx       dy 

On  pourra  appliquer  cette  méthode  aux  équations  différentielles  sui- 
vantes : 

ydx  -h  xdy  =  0 ,     xdx  —  ydy  =  0 , 
X  ,        v* — x'  -         ^       t/dx  —  xdy 

dont  les  intégrales  sont 

X* 

xy==C,     X*  — y*  =  C,     y-+--  =  C,     x  =  Cy. 

211 .  Existence  d'un  facteur  propre  à  rendre  différentielle  exacte^  une 
différentielle  donnée,  —  Lorsqu'une  équation  différentielle  ne  satisfait 
pas  à  la  condition  d*intégrabilité  immédiate,  on  ne  peut  en  trouver 
rintégrale  qu'après  lui  avoir  fait  subir  certaines  transformations  qui 
lui  donne  cette  propriété.  Il  existe  sur  ces  transformations  un  théorème 
import-ant  qui  consiste  en  ce  que,  une  équation  différentielle  quel- 
conque à  deux  variables  peut  toujours  devenir  différentielle  exacte  en 
la  multipliant  par  un  certain  facteur  k  déterminer  dans  chaque  cas; 
en  effet 

Udy  -+-  Ndx  =  0 

étant  la  différentielle  donnée,  on  a  vu  (N"  208)  qu'elle  a  néces- 
sairement une  intégrale  médiate  dans  laquelle  la  constante  arbi- 
traire se  trouve  généralement  combinée  avec  les  variables;  si  l'on 
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conçoit  l'intégrale  résolue  par  rapport  à  cette  constante  et  mise  sous 

la  forme  V  =  C ,  on  obtiendra  pour  -y- ,  en  différentiant  cette  der- 

dx 

nière,  une  valeur  en  (x,  y)  indépendante  de  C  comme  celle  qui  est 

donnée  par  Téquation  proposée 

Mrfy -+-  N(ir  =  0. 
Ces  deux  valeurs  sont 

dy  ^       N       .     dy dx 

d^ 
on  doit  donc  avoir  identiquement,  c'est-à-dire,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  x  et  de  y, 

dV 
N_rfi 
M~"rfy' 

dy 

car  s'il  n*y  avait  pas  identité ,  cette  égalité  constituerait  une  relation 
entre  x  et  y  distincte  de  V  =  C ,  puisque  une  seule  des  deux  con- 
tient C.  On  aurait  donc  deux  équations  en  (x ,  y)  qui  pourraient  servir  à 
déterminer  ces  variables  dont  les  valeurs  seraient  constantes ,  ce  qui  est 
absurde.  On  doit  donc  avoir  identiquement 

dV^NrfV 

dx      M  dy 

d\ 
et  si  l'on  remplace  -7— par  sa  valeur  identique,  dans 

^V^        d\  ,         ^ 
dx  dy    ^ 

que  l'on  sait  être  la  difTérentielle  totale  exacte  de  V  =  C,  celle-ci  de- 
viendra sans  cesser  d'être  différentielle  exacte , 

rfV  /N  ^         ^  \       ^ 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

4'?^(Nrfx-t-Mrfy)  =  0. 
M  dy^ 
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1  d\ 
On   voit   donc   que    le  facteur  --  -j-  rend   la   différentielle   donnée 

M  dy 

M(fy  +  Ndx,  exacte  et  égale  h  dV,  On  voit  aussi  qu*il  y  a  un  nombre 
infini  de  facteurs  propres  à  satisfaire  à  cette  condition,  car  en  dé- 
signant par  <pV  une  fonction  quelconque  de  V,  on  obtiendra  encore 
une  différentielle  exacte  en  multipliant 

Mrfj/-+-Nrfx  =  0 

par  -  -r  9^9  puisqu'elle  devient 
*      M  ciy 

i  d\ 
çV--r-(Mrfy-hNda:)  =  0,  c'est-à-dire,  yVrfV=0, 
M  ay 

laquelle  est  évidemment  différentielle  exacte. 
C'est  ainsi  que  l'équation 

xdy  —  ydx  =  0 

1 

devient  en  multipliant  par -^9 

X 

xdy  —  ydx_^ 


qui  est  la  différentielle  exacte  de 

X 

On  trouve  de  même  en  faisant  yV  =  a-f-V*  =  a-i-[- 

V=^^ï     -1-=-»     M  =  X     et    r;-r-  =  -r* 
X      dy      X  M  ay       X* 

a,VdV  =  (a-4- V*)dV  =  0 
dont  l'intégrale  est 

oV-4--;r  =  D,    c'est-à-dire,     a^-+-;^=D. 
ô  X      3x' 

Observons  que  cette  dernière  intégrale  ne  dit  rien  de  plus  que  la 
première ,  savoir ,  ^  ==  C ,  puisqu'en  résolvant  l'équation 

X 

aVH--  =  D, 
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on  trouverait  encore  Y  ou  -  égal  à  une  fonction  de  D,  c*cst-à-dirc,  à 

X 

une  certaine  constante  arbitraire. 

212.  Détermination  du  facteur  propre  d  rendre  différentielle  exacte. 
—  Ce  qu'on  vient  de  voir  prouve  seulement  Texistencc  d'un  facteur 
propre  à  rendre  une  équation  différentielle  intégrable  immédiatement; 
quant  à  la  valeur  de  ce  facteur,  elle  ne  saurait  résulter  de  ce  qui  pré- 
cède ,  puisqu'il  faudrait  d'abord  connaître  la  valeur  de  la  fonction  V, 
ce  qui  suppose  l'intégrale  déjà  connue.  Pour  déterminer  ce  facteur  z, 
on  observe  que 

Mzrfy  -h  Nzrfx  =  0 

devant  être  une  différentielle  exacte ,  on  doit  avoir 

rf(Mz)_d(Nz) 
dx  dy 

c'est-à-dire,  en  effectuant  la  différentiation , 


M— —  N— =z/^— —  — ^ 
dx  dy         \dy        dx) 


dz     dz 
Cette  équation ,  qui  contient  -i-et-j-,  est  dite  aux  dérivées  partielles  et 

dx     dy 

son  intégrale  ferait  connaître  la  valeur  du  facteur  z  ;  mais  nous  verrons 
plus  loin  (N<*  2oo)  que  cette  intégration  présente  en  général  des  diffi- 
cultés qui  obligent  presque  toujours  à  l'abandonner;  cependant  elle 
devient  possible  dans  un  cas  particulier;  c'est  lorsque  les  coeffîcicns 
M  et  N  sont  tels  qu'en  mettant  l'équation  aux  dérivées  partielles  sous 
l'une  des  deux  formes 

i  /  rfz  _  N  rfz\       1  /dN  __  rfM\ 

z  \dx       M  dyj  ~~  M  \dy       dx) 
ou 

z\^dx       dyJ^Nydy       dx)' 

les  seconds  membres  ne  contiennent,  la  première  que  la  variable  x, 
ou  la  seconde,  que  la  variable  i/;  en  effet,  dans  le  premier  cas,  en 
désignant  ce  second  membre  par  /x,  l'équation  devient,  après  qu'on 

a  remplacé  -  dans  le  premier  membre  par  sa  valeur  —  -~  5 
M  dx 

i  fdz      dz  dy\       .  ^.        1  /rfz  ,        dz   ,\       .    , 

-  (  j-  -*-  -T"   i-  1  =  /^     OU  bien    -  (  -r-  rfx  -+-  -7-  aiy  1  =  txdx 
z\dx      dydxj      '  z\dx  dy    "^ J      ' 
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et  en  remarquant  que  la  parenthèse  est  la  différentielle  totale  dz  dcz, 

—  =  fxdx    d'où    z  =  e^        . 

On  voit  que  dans  ce  premier  cas  le  facteur  z  n*est  fonction  que  de  la 
seule  variable  x.  On  fera  voir  de  la  même  manière  que  dans  le  second 
cas ,  il  n*est  fonction  que  de  la  seule  variable  y  et  qu*il  est  représenté 

par  e  -^  '^  '. 
La  différentielle 

(1  -h  x  —  2y)  dx  H-  (1  —  x)dy  =  0 

donne 

\dy       dx)  M  ""       T^^ 

et  par  conséquent 

La  différentielle 

(x  —  i)  (1  -h  X  —  2y)  rfx  —  (x  —  \f  dy  =  0 

doit  donc  être  intégrable  immédiatement.  On  trouve  en  effet,  en 
employant  la  méthode  du  N"*  210, 

/Nrfx=r|-t/x«  +  (23/-i)xl, 

et  rintégrale  devient 

--  —  x*y  -¥-  2i/x  —  X  —  yH-C  =  0. 
5 

On  peut  intégrer  de  cette  manière  toute  équation  différentielle  ré- 
ductible à  la  forme 

dy  -+-  Pî/dx=  Qrfx, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  quelconques  de  x;  car  on  a 
M  =  l,    N  =  Py  — Q,    z  =  e^ 
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Cl  il  vient  (N°  2i0) ,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  pare         , 

et  rintégrale  devient 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

dans  laquelle  les  intégrales  f  Vdx^fe'  Qdx  s'obtiennent  par  de 
simples  quadratures ,  puisque  P  et  Q  ne  contiennent ,  par  hypothèse  , 
que  des  x.  L'équation  différentielle  dont  on  vient  de  s'occuper  se 
nomme  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre.  Il  est  à  re- 
marquer que  si  on  désigne  par  z  le  facteur  propre  h  rendre  Mdy  ■+■  Nrfx 
=  0,  différentielle  exacte  et  par  u  =  C  l'intégrale  de  cette  différen- 
tielle, on  doit  avoir  identiquement 

z  (Mdf/  -+-  Ndx)  =  du 
et  par  conséquent 

Mdy^Ndx  =  Ç  =  0, 

équation  à  laquelle  on  satisfait  soit  en  posant  ti  =  C,  ce  qui  reproduit  l'in- 

i 
tégrale  générale  mentionnée  plus  haut,  soit  en  posant  -  =  0  ou  z  =  oo- 

z 

Cette  dernière  équation  donne  une  relation  entre  x  et  y  qui  ordinaire- 
ment n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'intégrale  générale  correspondant 
à  une  valeur  particulière  de  la  constante  arbitraire,  c'est-à-dire,  une 
intégrale  particulière.  Quelquefois  elle  ne  peut  se  déduire  de  l'inté- 
grale générale,  quelque  valeur  que  l'on  donne  à  la  constante  arbi- 
traire et  forme  alors  une  solution  singulière  dont  il  sera  question  au 
N°  222.  Si  du  était  divisible  par  jz,  comme  cela  a  lieu  dans  les  deux 
exemples  qui  précèdent,  ce  dernier  genre  de  solution  n'existerait  pas. 
213.  Séparation  des  variables.  Équations  homogènes.  —  Quand 
une  équation  différentielle  ne  satisfait  pas  h  la  condition  d'intégrabilité 
immédiate  et  qu'on  ne  peut  déterminer  par  les  méthodes  précédentes 
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le  facteur  propre  h  lui  donner  cette  propriété ,  Fintégration  n'est  plus 
possible  que  dans  des  cas  particuliers  et  par  des  moyens  qui  doivent 
être  modifiés  presque  dans  chaque  exemple.  La  plus  simple  consiste  à 
séparer  s'il  est  possible ,  les  deux  variables,  afin  de  mettre  l'équation 
sous  la  forme 

fydy  =  Fxdx. 

Cette  séparation  peut  se  faire  immédiatement  dans  les  équations  de 
la  forme 

fx.¥ydy  =  rfx.^ydx, 
qu'on  peut  ramener  à 

et  dont  l'intégrale  est 

La  séparation  des  variables  est  toujours  possible  dans  les  équations 
diiïérentiellcs  algébriques  qui  sont  telles,  que  si  on  y  remplace  x  par  zy, 
les  deux  coelfîciens  de  clx  et  de  dy  prennent  la  forme  y"fz  et  y*^z.  Les 
équations  sont  dites  alors  homogènes.  Cela  a  lieu  toutes  les  fois  que  la 
somme  des  exposants  des  variables  est  la  même  dans  chaque  coeffi- 
cient, puisque  si  ceux-ci  sont  de  la  forme  Ax''y',  Bx'^'y'...,  et  qu'on  ait 


p  -i-  q=p'  4-  qf'  =  etc.  =  n, 
s  deviennent  Ayz^ 

ndy  -f-Nrfx  =  0 


en  remplaçante  par  lyz,  ils  deviennent  AyzP^  ByzP' et  l'équation 

différentielle 


se  change  en 

y*^z  dy  -H  y"^z  dx  =  0, 

où  fz  et  ^|;z  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  z  et  en  remplaçant 
dx  par  zdy  -*-  ydz ,  cette  équation  devient 

(^z  H   z^^z)y••dy  h-  y"  +  *  -^zdz  =  0, 
d'où  l'on  tire 

r/y  ^^z 

y       fz-hz^^z 
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dans  laquelle  les  variables  y  et  z  sont  séparées.  Après  avoir  intégré 
cette  dernière  équation  différentielle ,  on  remettra  pour  z  sa  valeur  ~ 

y 

et  Ton  aura  l'intégrale  cherchée.  L'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle homogène  est  donc  toujours  possible,  ou  du  moins ,  ne  dépend 
que  d'une  quadrature. 
Si  l'on  applique  cette  méthode  aux  différentielles 

x*Jt/  =  y^dx  -+-  xydx 
et 

x^  -h  xy  , 

dy=ydx. 


et  par  suite 


X  —  y 
on  obtient  les  transformées 

y         ^  y        2z 

On  est  aussi  conduit  à  une  équation  différentielle  dans  laquelle  les 
variables  sont  séparées,  en  transformant  les  coordonnées  rectangulaires 
X,  y  en  coordonnées  polaires  r  et  t  dans  les  équations  homogènes  ;  car 
il  faudra  poser 

X 

x=rcosf,     y  =  rsinr,    -=cotf 

y 

M  =  y*?(-)  =  ^''  sin-  t  »  (cot  t), 

N  =  r"  sin"  t  ^Kcot  f)  ; 

l'équation  différentielle  deviendra  donc,  en  substituant, 

dr '^  (cot  t)  —  eoit(f  (cot  t) 

r        cot  t '^  (cot  0  -♦-  ?  (cot  t) 

Les  deux  équations  différentielles  précédentes  traitées  de  cette  ma- 
nière se  transforment  dans  les  suivantes  : 

— =  (tang  t  -H  cosec*  t)dtj     2  —  =  (tang  t  —  cot  *  —  cosec*  t)  di. 

214.  Théorème  sur  les  différentielles  homogènes.  —  Lorsqu'une 
équation  différentielle  homogène  satisfaite  la  condition  d'intégrabililé, 

46 


562  CHAPITRE    XII. 

son  intégrale  prend  une  forme  d'une  simplicité  remarquable.  On  vient 
(le  voir  que  l'équation  différentielle 

Mrfy-+-Nrfx  =  0 
peut  être  mise  identiquement  sous  la  forme 

{ffz  '^z-^z)y*dy  -*-  y"  +  *  ^zdz  =  0 {i) 

par  de  simples  substitutions;  si  donc  la  première  en  x  et  t/  estime 
différentielle  exacte ,  la  deuxième  en  y  et  z  doit  l'être  également;  ce 
qu'on  reconnaît,  du  reste,  en  remarquant  que,  puisque  l'on  a 

M  =  y*fz,    N  =  yH2» 

la  condition  d'intégrabilité  de  la  première  équation ,  savoir 

rfM_rfN 
dx       dy 

devient,  attendu  que  z  est  fonction  de  x  et  de  y, 


dffzdz               ,  ,             d^zdz 

un     J            ^^««-4   ,|,2H_„»_I-_ 
'^    dz  dx         ^         ^        -^    dz  dy 

et  en  observant  que 

X        dz       ''W        1        àz_'\y)_ 

X 

"      y'    dx          dx          y  '     dy          dy 

~? 

elle  prend  la  forme 

dtuz                                      dhz 
y«-4  -X-  =  ny  —  '  ^z  —  y—*  x  -^- , 

c'est-à-dire, 

dffz         d^z 

cl  l'on  reconnaît  aisément  que  cette  équation  est  précisément  la  con- 
dition pour  que  l'équation  difTérentielle  (1)  en  y  et  z  soit  une  difféi*cn- 
tiellc  immédiate.  Or,  si  l'on  cherche  l'intégrale  de  (1),  en  faisant  usage 
de  la  formule  du  N"  210,  savoir  : 
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ce  qui  se  fera  en  changeant  x  en  y  et  y  en  z,  Tintëgrale  de  (1)  devient 

que  la  condition  d'intégrabilité  représentée  par  (2)  réduit  à 
(yz  -f-  Z'bz)  ^ --+-  C  =  0. 


IV       M 

En  remettant  pour  ^z  et  ^l^z  leur  valeur  — et  —  >   on  trouve  que  Tin- 
tégrale  de  l'équation  différentielle 

Mrfy-i-Ndx  =  0 


est 


^^^Jtll^C=0 (3). 

n  -h-  i 


On  trouve  ainsi  pour  l'intégrale  de 

(jc*  —  2i/«)  (hj  -¥-  (x*  -+-  2xî/)  dx  =  0 

qui  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité  et  d'iiomogéuéité, 

(x^  — 2y^)i/H-(x»4-2xi/)x  ^ç^^Q 
5 

Si  l'on  emploie  comme  au  N°  215,  les  coordonnées  polaires,  on  trouve 
pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  Mdy  -f-  Ndx==0, 

A  cosec  t 


|/^(cot  t)  -I- cot  f  {*  (cot  t) 

qui  tient  lieu  de  l'intégrale  (5). 

Quand  n  est  égal  à  —  1 ,  la  formule  qu'on  vient  de  déuu)utrer  ne 

1 

saurait  faire  connaître  l'intégrale  et  serait  en  défaut,  puisque — — 

deviendrait  infini.  Ce  cas  est  analogue  à  celui  où  n  =  —  i  dans  la 
formule 

y  X"  dx  = 


«  -+-  i 
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L'intégrale  se  trouve  alors  en  séparant  les  variables  comme  au  N°  215; 
ain^i 

^*  -♦-  y*  j       ^  j 
y'      -^     y* 

donnerait  par  le  théorème  sur  les  différentielles  homogènes,  l'équation 

qui  n'apprend  rien  sur  la  relation  entre  x  et  y ,  tandis  que,  par  la 
séparation  des  variables ,  on  trouve 

lx« 

11  est  à  remarquer  que  lorsque  n  =  —  i ,  la  condition  d'intégrabi- 
lité  (2)  prend  la  forme 

dz  dz 

et  en  intégrant  l'équation  différentielle  (i)  comme  plus  haut,  par  la 
formule  du  N"  210,  on  trouve 

{ffZ  -4-  Z'J^z)  log  y  -f-  f-^z  dz  =  0. 

De  plus  la  fonction  yz  -♦-  z^^z  se  réduit  toujours  identiquement  à  une 
constante  a,  car  sa  dérivée  est  nulle  à  cause  de  la  condition  d'intégra- 
bilité  précédente.  L'intégrale  de  M  rfy  h-  N  rfx  =  0  prend  donc  la  forme 

-f^  zdz 
a  log  y  =  —  f^z  dz    ou    y*»  =  e 

215.  Second  théorème  sur  les  différentielles   homogènes.  —  Une 
différentielle  homogène 

Mrfy  -^  Ndx  =  0 

jouit   encore  de   celte  propriété  que  si   elle  ne   satisfait  pas  à  la 

1  .  . 

condition  d'intégrabililé,   le  facteur  -. ^^-  la  rend  toujours  diffe- 

°  My  -h  Nx 

rentielle  exacte;  en  effet,  on  a  vu  (213)  que  l'équation  différenliello 
peut  être  mise  sous  la  forme 

{fz  -h  Z'^z)  y*dy  -^  y^^  ^zdz  =  0, 
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de  sorte  que  Ton  a  identiquement 

et  il  est  visible  que  le  facteur  — — rend  le  second  membre 

et  par  conséquent  le  premier,  difTërentielle  exacte ,  puisqu'il  lui  fait 
prendre  la  forme 

y       <fz  +  z^z 

qui  se  compose  de  deux  difTérenticlles  exactes.  Or,  si  on  remplace 

M        N 
fZ  et  ^I/z  par  leur  valeur  —  et  — ,  on  reconnaît  que  ce  facteur  n'est 

i 

autre  que  — --—  • 

My  -+-  Nx 

Il  est  à  remarquer  qu'après  avoir  fait  usage  de  ce  facteur  pour  rendre 
intégrable  une  difTërentielle  homogène  donnée,  on  ne  pourrait  obtenir 
l'intégrale  au  moyen  de  la  formule  du  numéro  précédent,  parce  que 
la  différentielle  rendue  exacte,  se  trouverait  dans  le  c^s  d'exception 
indiqué  plus  haut,  le  numérateur  étant  évidemment  d'un  degré  moins 
élevé  d'une  unité  que  le  dénominateur,  dans  la  fraction  homogène 
Mdy  -*-  Nrfx 
My  -+-Nx 

216.  Procédés  divers  d'intégration.  —  Quelquefois  on  peut,  par  un 
changement  de  variable,  ou  par  une  transformation,  rendre  intégra- 
ble une  équation  différentielle  qui  primitivement  ne  l'était  pas;  ainsi 

(ax  -h  by  -¥-  c)*  dy  ■+-  (a'x  -+-  b'y  -*-  c')*  rfx  =  0 

deviendra  homogène  si  l'on  fait 

ax  -+-  6y  -+-  c  =  2 ,     o'x  -4-  6'y  -f-  c'  =  u 

et  pourra  par  conséquent  être  intégré. 
De  même  si  dans  l'équation 

dy  -+-  Pyrfx  =  Qyrfx, 

i 
P  cl  Q  étant  des  fonctions  de  x,  on  fait  y  =  z*  -»»,  elle  devient 

dz-^(n'^i)  Pzdx  =  —  (n  —  1)  Qrfx 
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qui  est  intëgrabic  comme  l'équation  linéaire  du  premier  ordre.  (Voir 
la  fin  du  N°  212.)  Cette  équation  différentielle  est  connue  sous  le  nom 
de  Equation  de  Jacques  Benioulli. 

217.  Problèmes  divers.  —  Les  problèmes  suivants  offrent  des  ap- 
plications des  méthodes  d'intégration  exposées  plus  haut. 

l*»  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  du  quadrilatère  formé  par 
les  deux  axes  rectangulaires ,  l'ordonnée  et  la  tangente ,  soit  propor- 
tionnelle au  carré  de  l'ordonnée. 

/         1     rfy\ 
Cette  aire  est  représentée  par  xly  —  â^j^)*^'  ^^  condition  est 

exprimée  par  Téquation 

qui  est  homogène  et  a  pour  intégrale 

x*  — 2axy  -h  Cy  =  0. 

Elle  représente  une  hyperbole.  Si  Taire  devait  être  proportionnelle  au 
carré  de  l'abscisse,  on  trouverait  pour  solution  une  parabole  a) an! 
pour  équation 

x*-+-  2aCx  =  Cy. 

2"  Trouver  une  courbe  telle  que  la  distance  de  Vun  de  ses  points  à 
l  origine  soit  partout  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-normile 
et  une  constante  a. 

On  trouve  sans  peine  l'équation 


d'où  l'on  tire 


dy 


1 

dy ydx  =  x*  y*  dx 


qui  rentre  dans  l'équation  de  Jacques  BernouUi.  Sou  intégrale  est 

2x 

—  a* 

y«  =  Ce     —  X*  —  ax  —  —  • 

3*  Pour  dernière  application ,  nous  pre;idrons  la  théorie  des  trajec^ 
toires.  C'est  ainsi  que  l'on  appelle  en  analyse,  la  courbe  qui  coui>e 
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SOUS  un  angle  constant  toutes  les  courbes  représentées  par  une  même 
équation 

f(x,y,a)  =  0 

dans  laquelle  le  paramètre  a  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  l'équation  différentielle  de  cette  trajectoire. 
La  touchante  h  la  courbe  variable  fait  avec  Taxe  des  X  un  angle  dont 

dx 
la  tangente  trigonometrique  est  —  -t^>   en  représentant  par  /la  fonc- 

rfy 

tion  f{x,  y,  a),  La  touchante  k  la  trajectoire,  au  point  où  elle  croise 

la  courbe  variable,  fait  avec  le  même  axe  un  angle  ayant  pour  tangente 

dy  ,  * 

trigonometrique  -.-  ;    ces  deux   tangentes  font  donc  entre  elles  un 
dx 


angle  ayant  pour  tangente 

^ 

» 

dy      dx 

Ibc'^df       dfdy      df 
dy       dy  dx      dx 

df      df_dy^d[ 
dy  dx       dy      dx  dx 
dxJf 

dy 

En  représentant  la  t^mgente  de  cet  angle  constant  par  A-, 

il  vient  donc 

dfdy^df 

^        dy  dx      dx 

dy      dx   dx 

et  si,  après  avoir  remplacé  -~  et -,—  par  leur  valeur  tirée  de 

^        dx      dy  '' 

f{x,  y,  a)  =  0, 

on  élimine  a  entre  cette  dernière  et  la  valeur  de  A,  on  aura  une  équa- 
tion différentielle  qui  sera  indépendante  de  a  et  qui  conviendra  par 
conséquent  à  toutes  les  intersections  des  courbes  variables  par  la  tra- 
jectoire; elle  sera  donc  l'équation  différentielle  de  cette  dernière.  Si 
la  trajectoire  doit  rencontrer  la  courbe  variable  sous  un  angle  droit, 


308  CB  A  PITRE    XII. 

auquel  c^ts  la  trajectoire  est  dite  orthogonale ,  il  faudra  faire  alors  -r  =  <) 
et  par  conséquent 

dy      dx  dx 

Cette  ëquation  différentielle  représente  toutes  les  trajectoires  ortho- 
gonales possibles  pour  la  courbe  variable  donnée  et  l'intégrale  de  cette 
équation  contient  une  constante  arbitraire  que  l'on  détermine  en  assu- 
jetissant  la  courbe  à  satisfaire  à  une  condition  particulière  y  par  exem- 
ple ,  à  passer  par  un  point  donné. 

Proposons-nous ,  par  exemple ,  de  trouver  la  trajectoire  orthogonale 
de  tous  les  cercles  tangents  en  un  même  point  d'une  droite  fixe.  En 
prenant  ce  p«int  pour  origine  et  la  droite  fixe  pour  axe  des  Y,  l'équa- 
tion de  l'un  des  cercles  est 

V*  —  2ax  -H  X*  =  0  ; 
on  a  donc 


et  par  conséquent 


2»  +  2^(a-x)-0. 


L*élimination  de  a  entre  celle  dernière  et  l'équation  du  cercle  donne 

±rydx  -H  rfy  Q/*  -f-  x*)  =  0 

qui  prend  la  forme  de  l'équation  linaire  du  premier  ordre  en  faisant 
x'  =  z  et  l'on  trouve  pour  intégrale 

x*  =  «/(C-y), 
c'est-à-dire,  que  la  trajectoire  orthogonale  est  un  cercle  quelconque 
tangent  à  l'axe  des  X ,  à  l'origine.  Si  la  trajectoire  doit  passer  par  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  x',  y\  on  détermine  C  par  la  condition 

x'*  =  y'(C'-y')- 
Cherchons  encore  la  trajectoire  oblique  d'une  droite  mobile  passani 
par  un  point  fixe.  Celte  droite  est  donnée  par  y  =  ax  et  l'équation  de 
condition  prend  la  forme 

k  =  ± . 

dx 
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en  ëliininanl  le  paramètre  variable  a ,  on  trouve  pour  équation  diffé- 
rentielle de  la  trajectoire, 

{ky  —  x)dy  -v-  {kx  -i-  y)dx  =  0. 

Cette  équation  étant  homogène,  la  séparation  des  variables  s'opère 
immédiatement  en  passant  aux  coordonnées  polaires,  d'après  ce  qu'on 
a  vu  au  N°  213  et  il  vient  en  remplaçant  x  et  y  par  r  cos  t  eir  sïn  ty 

àr      dt     ^^   ,  ^  '- 

—  =  r     d  ou    r  =  Ce*, 
r        k 

La  trajectoire  oblique  est  donc  une  spirale  logarithmique.  On  a  vu  en 
effet  (N»  93)  que  dans  cette  courbe ,  Tanglc  formé  par  le  rayon  vecteur 
avec  la  tangente  est  constant. 
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Intégration  des  équations  ;  dérivées  du  premier  ordre  et  d*un  degré  quelconque.  — 
Intégration  dans  certains  cas  particuliers.  ~  Problèmes  divers.  —  Lignes  de 
courbure  de  rellipsoîdc.  —  Solutions  singulières  des  équations  différentielles. 
—  Solutions  singulières  déduites  de  Féquation  dérivée.  ~  Exemples  divers.  — 
Signification  géométrique  des  solutions  singulières. 

218.  Intégration  des  équations  différentielles  qui  passent  le  pre- 
mier degré.  —  Souvent  en  posant  certains  problèmes  en  équation ,  on 
est  conduit  à  des  équations  différentielles  dans  lesquelles  le  coeilicienl 

dy 

-j-  passe  le  premier  degré.  On  considère  encore  comme  intégrale  toute 

équation  primitive  qui  étant  différentiée,  donne  pour-t^une  valeur  qui 

dx 

satisfait  à  Féquation  différentielle  donnée.  Pour  trouver  l'intégrale 

d'une  semblable  équation,  dont  la  forme  la  plus  générale  est 

Q'-(ir-(sr -^s-«- '" 

A,  B,  C,  P,  Q  etc.,  étant  des  fonctions  de  (x,  y),  remarquons  que  si  on 
la  résout  par  rapport  à  -p  et  qu'on  représente  par  /*,  f^  f" les  dif- 
férentes racines,  on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

(l-0(2-'')(S-'") -"■' 

réquation  différentielle  proposée  exprime  donc  que  l'un  des  fadeurs 
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du  premier  membre  est  nul,  c/est-à-dire  que  le  coefficienl  -^  est  égal 

k  Tune  des  fonctions  /i  /^,  /^' L'équation  donnée  tient  donc  Heu 

de  l'une  quelconque  des  suivantes 

dx      ''    dx'^'  '    dx'^'   

dont  les  intégrales  satisferont  toutes  à  Téquation  différentielle  proposée 
et  en  seront  par  conséquent  des  intégrales.  De  même  que  Tcquation 
différentielle  du  degré  n,  quoique  unique,  indique  les  n  valeurs  que 

peut  prendre  -~ ,  de  même  on  peut  aussi  renfermer  dans  une  même 
dx 

équation   les  n  intégrales  qui   satisfont  à   la  proposée;  en  effet  si 

F(x,y,  C)  =  0,  F'(x,  y,  C')  =  0,   F"  (x,  y,  C")  =  0  etc.  sont  les 

intégrales  correspondantes  à  chaque  valeur  de  -^ ,  il  suffira  de  poser 

dx 

réquation 

F(x,y,C).F'(x,y,C').F"(a:,y,C")....  =  0 

indiquant  que  l'un  quelconque  des  facteurs  est  nul  et  reproduisant  par 
conséquent  chacune  des  intégrales.  Cette  dernière  équation  est  dite 
pour  cette  raison  ïintégrale  complète  de  l'équation  du  degré  n.  Comme, 
dans  les  applications ,  chaque  facteur  doit  être  égalé  séparément  k  zéro, 
il  est  inutile  de  distinguer  les  différentes  constantes  arbitraires  par  des 
lettres  particulières  C,  C,  C"  etc.;  l'intégrale  complète  peut  se  met- 
tre sous  la  forme 

F(x,y,C).F'(x,t/,C).F"(x,y,C) =  0. 

Ainsi  l'équation 

yrfy'  — xrfx»  =  0    ou    (-^)— .-=0 

n'est  autre  que  la  suivante 
et  son  iulcgrale  complèU;  est 
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219.  Intégration  des  fonctions  implicites  dans  certains  cas  parti- 

dxi 
entiers,  —  La  résolution  par  rapport  à  --  peut  présenter  des  dilfi- 

cultc^s  que  Ton  évite  quelquefois ,  lorsque  Tc^quation  est  résoluble  par 

dy 
rapport  à  y  ou  par  rapport  à  x  ;  car  en  désignant  -^  par  p,  on  pourra 

ax 

en  tirer  dans  le  premier  cas , 

d'où ,  en  dérivant  par  rapport  h  x , 

df       d<p  dp 

P  s= •    -4-  .    -^  • 

dx       dp  dx  ' 

d9      c/v 
comme  ;î~  et  j-  sont  des  fonctions  connues  de  x  et  p,  cette  équation 

est  une  dérivée  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  entre  les  va- 
riables p  et  x;  après  l'avoir  intégré,  il  suffira  d'éliminer  p  entre  l'in- 
tégrale et  l'équation  proposée  pour  avoir  l'intégrale  que  l'on  cherche. 
Dans  le  deuxième  cas  on  aura 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  x, 

dtfdy      d(f  dp d<f  dff  pdp 

dy  dx      dp  dx      dy*^       dp  dy  ' 

et  comme  ;7-  et  -r-  ne  sont  fonctions  que  dey  etp,  il  suffira  d'inlégrer 

cette  équation  différentielle  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  à 
deux  variables  y  et  p  et  d'éliminer  ensuite  p  entre  l'intégrale  et  l'équa- 
tion différentielle  donnée. 
Prenons  pour  exemple 

On  en  tire  en  dérivant, 

équation  homogène  en  p  et  x,  qui  a  pour  intégrale, 
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En  ëliminant  p  entre  cette  dernière  et  la  proposée ,  on  Iroiive  pour 
rintégrale  cherchée 

2x'  —  3xy  rb  2  (x«  —  i/)^  =  2C, 

ou  plutôt,  en  confondant  les  deux  solutions, 

(2C  -h  3xy  —  2x5^)*  =  4  (x*  —  y)'. 

220.  Problèmes  divers.  —  Les  problèmes  suivants  serviront  d'appli- 
cation aux  méthodes  d'intégration  exposées  dans  les  numéros  qui 
précèdent. 

1°  Trouver  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires ,  telle 
que  sa  normale  en  un  point  quelconque  soit  égale  à  la  distance  de 
ce  point  à  V origine. 

Ce  problème  conduit  à  l'équation 


ou  bien 


\dxj      y' 


Au  point  de  vue  analytique,  l'intégrale  complète  de  cette  équation 
différentielle  est 

(yt_^«_C)(y«^^ï_q^Q^     ou     (y«  — C)«  — x*=0; 

mais  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  géométrique,  on  trouvera  l'équa- 
tion de  la  courbe  cherchée  en  égalant  séparément  k  zéro  chacun  des 
facteurs.  La  première  solution 

y«  —  x«  —  C  =  0 
donne  une  hyperbole  équilatère ,  et  la  seconde , 

y«  -f-  X»  —  C  =  0 
donne  un  cercle. 

2**  Trouver  une  courbe  telle  que  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  tangente  soit  égale  à  l'ordonnée  du  point  de  contact. 

L'équation  différentielle  du  problème  est 

dx 


\A^'" 
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d'où 

l'on  lilT 

'M^O    et     jy        /^\, 
dx                    dx      X*  —  y* 

et  on  trouve  pour  intégrale  complète , 

(a:«^y«_-Cy)(y-C)  =  0, 

et  pour  solutions,  une  droite  parallèle  k  Taxe  des  X  et  un  cercle  rap- 
porté il  une  tangente  et  à  un  diamètre. 

3"  Trouver  une  courbe  telle  que  l'arc  compté  à  partir  d'un  point 
fixe  y  soit  moyenne  proportionnelle  entre  V ordonnée  et  la  double 
abscisse. 

On  est  conduit  h  l'équation 

s  =  |/2xy 
qui  étant  dérivée ,  en  observant  que  -t-  est  égal  à  [/\  -f-  p*,  donne 

j/2xy  |/l  -t-  p*  =  xp  -+-  y. 

Pour  intégrer  cette  équation,  on  pose  y  =  xz*,  et  après  avoir  éliminé  y, 
on  trouve 

dx        .      /-     dz  ^zdz 

X  "^     z*  —  i       z*  —  1 

les  deux  solutions  sont  donc 

4"  Trouver  une  courbe  telle  que  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point  fixe  sur  les  tangentes  soit  constante  et  égale  à  o. 

L'équation  différentielle  à  laquelle  conduit  ce  problème,  en  plaçant 
l'origine  des  coordonnées  au  point  fixe ,  est 


|'-.=«vA^ 


d'où  l'on  lire 

dy       xy  =b  a^x*  -+-  y*  —  a* 
dx  X*  —  a* 
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Eli  faisant  a*  —  or*  =5*,  on  trouve  après  rcductions, 


,^+<^yf£ 


.2 


que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 


di 


v/^ 


adz  adx 

==  de — ^---— -  =  de  —- 


y_^      ^ï/â*"^^z' 


En  intégrant  les  deux  membres,  il  vient 


Les  deux  solutions  sont  donc 

y-t- (/»/*-*- ^*—o'-^C(a  —  x)  =  0,     f/-4-|/y*-+-x*— a*-*-C(xH-a)=0, 

ou  bien ,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 

(i  -H  C*)  (o«  —  x«)  H-  2Ci/  (a  —  x)  =  0, 
et 

(1  -+-  C«)  (a«  —  x«)  -♦-  2Cy  (a  -t-  x)  =  0. 

comme  a  —  x  et  o  -h  x  sont  des  facteurs  communs ,  ces  solutions  se 
décomposent  chacune  en  deux  autres  qui  sont,  pour  la  première 
équation , 

2C  1  -f-  C« 

X  =  a ,     X  =  — —  1/  —  a » 

et  pour  la  seconde , 

2C  1  -f-  C« 


x  =  — o,     x  =  - p^.y-+-a 


qui  représentent  toutes  des  lignes  droites.  La  première  et  la  troisième 
sont  parallèles  à  Taxe  des  Y;  la  seconde  et  la  quatrième  sont  des 
droites  dirigées  d'une  manière  quelconque,  mais  dont  la  distance  à 
l'origine  est  égale  à  a.  Les  trois  premières  ne  sont  du  reste  que  des 
cas  particuliers  de  la  quatrième,  puisqu'on  peut  les  en  déduire  en 
égalant  successivement  la  constante  arbitraire  C  à  zéro ,  à  l'infini  et  h 

i 

-7*  Cette  quatrième  doit  donc  être  considérée  comme  étant  l'intégrale 

Kt 

complète. 
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2!2i.  Lignes  de  courbure  de  Vellipsoide.  —  Lorsque  aucune  des 
méthodes  indiquées  plus  haut  pour  Tintégration  d*une  équation  diffé- 
rentielle d*un  degré  supérieur  n'est  praticable,  il  faut  avoir  recours  à 
des  procédés  particuliers  pour  lesquels  il  n*y  a  plus  de  règle  fixe  et 
qui  varient  pour  chaque  cas.  Un  moyen  qui  réussit  dans  un  assez 
grand  nombre  de  cas  consiste  à  dériver  une  ou  plusieurs  fois  Téquation 
proposée  et  à  éliminer  une  ou  plusieurs  constantes  entre  ces  diffé- 
rentes équations.  L*équation  finale  privée  de  ces  constantes  est  souvent 
moins  rebelle  à  l'intégration  que  la  proposée.  Prenons  pour  exemple,  le 
problème  de  la  détermination  des  lignes  de  courbure  tracées  sur  une 
surface  donnée.  On  a  vu  dans  le  calcul  différentiel  (N^*  138)  que  les 
projections  de  ces  courbes  sur  le  plan  des  XY  ont  pour  équation  diffé- 
rentielle 

(1  -4-  p^)  (/x-4-  pqdy (i  -h  q^)  dy  -4-  pqdx 

rdx  -+-  sdy  tdy  ■+■  sdx 

dans  laquelle  p,  ç,  r,  «,  t  sont  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du 
second  ordre  tirées  de  Téquation  de  la  surface 

et  sont  par  conséquent  des  fonctions  de  x  et  de  y.  En  substituant  les 
valeurs  de  p,  9,  r,  s,  f,  on  sera  conduit  à  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  et  du  second  degré  dont  les  intégrales  en  (x,  y)  sont 
les  équations  des  projections  dans  le  plan  des  XY  des  deux  séries  de 
ligne  de  courbure. 

La  présence  de  constantes  arbitraires  indique  que  ces  lignes  sont  en 
nombre  infini  et  pour  particulariser,  il  faudra  déterminer  la  valeur  de 
la  constante  arbitraire  par  la  condition  que  ces  courbes  passent  par  un 
point  donné  de  la  surface.  Chacune  de  ces  intégrales,  jointe  h  Téquation 
de  la  surface,  déterminera  complètement  la  ligne  de  courbure. 

En  appliquant  cette  équation  a  Tellipsoïde  représentée  par 

x«      t/*      z'_ 

on  trouve 

mxyp^  4-  (x*  —  wiy*  —  n)  p  —  xy  =  0 

dans  laquelle  on  a  fait 

_  gi  (b<  -,  ci)  ai(fli_fci) 
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Si  on  dérive  celte  équation ,  qu'on  élimine  n  entre  celle-ci  et  sa  dérivée 
et  qu'on  supprime  ensuite  le  facteur  commun  mp*  -+-  i  ,  on  ramène 
Tcqualion  à  la  forme 


V//  ,.        dp         \y/ 

>  — ~—   ou  Lien    ~  =     ^^^  , 


-  -i-  =  «  — —^   ou  bien    —  ^ 

y  dx      '      (fx  p  X 

y 

qui  a  pour  intégrale 

X  X 

log  »  =  log  -  -♦-  log  C     ou     «  =  C  -  • 

y  y 

En  éliminant  p  entre  cette  dernière  et  l'équation  différentielle  trouvée 
plus  haut,  il  vient 

(mC*  -f.  C)  x«  —  y*  (mC  -+-!)  =  nC (i) 

qui  est  l'intégrale  complète  cherchée.  Après  avoir  résolu  celle-ci  par 
rapport  à  C ,  on  la  mettra  sous  la  forme 


/mt/*  -f-  n  —  X*  -t-  y(puj'  -^-n  —  x*)*  -h  2mx*y*         \ 

fm\f  -♦-  lA  —  x^  —  ^/'(wy*  >h  w  —  rc*)*  -f-  'iinx^y^         \ 

et  chacun  des  facteurs  égalé  à  zéro  représente  la  projection  de  Tune 
des  deux  lignes  de  courbure.  Si  on  rend  rationnelles  l'une  ou  l'autre 
des  deux  équations,  on  retrouve  l'équation  (i);  les  deux  projections 
sont  donc  des  sections  coniques. 

Pour  déterminer  C,  on  assujetira  la  courbe  à  passer  par  un  point 
donné  (x',  y',  z')  et  l'on  aura  à  résoudre  l'équation 

(mC*  -h  C)  x'*  —  j/'«  (mC  -+-  i)  =  nC 

qui  donne  pour  C  deux  valeurs  correspondant  aux  deux  lignes  de 
courbure. 

Ces  deux  valeurs  sont  toujours  visiblement  de  signe  contraire;  d'où 
l'on  conclut  que  ces  projections  sont  l'une,  une  ellipse  et  l'autre,  une 
hyperbole ,  car  l'équation  de  ces  courbes  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Cx«  —  y«  =  — j 

^        mC  -t-  i 

4S 
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qui  appartient  à  Tune  ou  Tautre  de  ces  sections  coniques  suivant  que 
C  est  négatif  ou  positif. 

222.  Solutions  singulières  des  équations  différentielles.  —  Toute 
équation  difTérentielIe  est  susceptible  d*un  nombre  infini  d'intégrales, 
différant  les  unes  des  autres  par  la  valeur  de  la  constante  arbitraire, 
puisque  celle-ci  peut  prendre  une  valeur  quelconque.  Lorsque  cette 
constante  est  indéterminée,  l'intégrale  est  dite  générale^  mais  lors- 
qu'on lui  a  assigné  une  certaine  valeur,  Tintégmle  qui  n'est  plus  qu'un 
cas  particulier  de  l'intégrale  générale ,  est  dite  intégrale  particulière. 
En  général,  toute  équation  primitive  sans  constante  arbitraire  qui, 
étant  différentiée ,  satisfait  à  une  équation  difTérentielle  donnée,  est 
comprise  parmi  ces  intégrales  particulières  ;  cependant  il  existe  des 
classes  nombreuses  d'équations  différentielles  auxquelles  satisfont  cer- 
taines équations  primitives  que  l'on  ne  peut  déduire  de  l'intégrale 
générale,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  à  la  constante  arbitraire  et 
qui  conséquemment,  ne  peuvent  être  rangées  parmi  les  intégrales  |)a^ 
ticuliéres.  Ces  fonctions  se  nomment  solutions  singulières.  Pour  les 
découvrir,  désignons  une  équation  différentielle  par 

/•(x,y,p)  =  0 (1) 

dans  laquelle  p  ou-^  entre  &  une  puissance  quelconque.  Soit 

F(a;,y,C)  =  0 (2) 

l'inlcgralc  générale  renfermant  la  constante  arbitraire  C  ;  la  dérivci' 
immédiate  de  cett«  intt'grale  est 

et  pour  que  l'équation  (2)  soit  l'intégrale  de  (1)  il  faut  et  il  suffit  qu'eu 

éliminant  C  entre 

dF       rfF 
F(x,y.C)=0    et    _+-p=0, 

on  retrouve  l'équation  dérivée  proposée  (1).  Mais  examinons  si  cctlc 
dernière  équation 

ne  peut  pas  quelquefois  être  satisfaite  par  la  même  équation 

F(x,y,C)  =  0, 
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e'csl-à-dirc,  résulter  de  l^élimination  de  C  entre  cette  dernière  et  son 
équation  dérivée,  en  donnant  à  C  non  plus  une  valeur  constante,  mais 
une  certaine  valeur  variable  fonction  de  x  et  y.  La  dérivée  totale  de 

F(x,y,C)  =  0 

serait  dans  cette  hypothèse, 


dF  .         dP/rfC  ,         rfC   ,  \       ^^ 


dF  ^         dF  .         dF 

-^dx-h 

dx 


qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

/     fî!     \        /     ^     \ 

i  ,      dC    dC  \d¥      i  ,      de    dC  \dF 

si  donc  la  valeur  de  C  en  x  et  y,  est  telle  que  l'on  ait 

dC   de      „  rfC    dC      „ 

5F-rfi  =  »    «'    rfF-rf^  =  «' W 

dx  dy 

cette  équation  dérivée  reprendra  la  même  forme  que  lorsque  C  était 
une  constante,  savoir 

dF      àFdy_  dF      dF     _ 

dx      dy  dx        '  dx      dy^ 

cl  par  conséquent  le  résultat  de  Téliminiation  de  C  entre  (2)  et  (3) 
sera  encore  /^(x,  y,  p)  =  0 ,  c'estrà-dire  que  (1)  sera  aussi  satisfaite 
par  (2),  quoique  C  soit  remplacé  par  une  fonction  en  x,  y^  et  que  dès 
lors  F  (x,  y,  C)  ==  0  ne  soit  plus  une  intégrale  particulière.  On  peut 
remplir  les  deux  conditions  (4)  de  plusieurs  manières;  i®  en  faisant 

dC      ^  dC      ^ 

ce  qui  indique  que  C  ne  contient  ni  x,  ni  y,  ou  que  C  est  une  constante 
arbitraire;  alors  la  fonction  F  n'est  autre  chose  que  Tintégrale  géné- 
rale; !2<*  en  posant 
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On  obtient  ainsi  une  équation  en  x, y  et  G,  d'où  Ton  déduira  une 
valeur  de  G  que  l'on  substituera  dans 

F(x,y,G)  =  0. 

Si  celle  valeur  de  G  est  constante ,  Tintégrale  générale 

F(x,y,G)=tO 

ne  sera  qu'une  intégrale  particulière;  mais  si  elle  renferme  des  x  et  y, 
l'intégrale  générale  deviendra  une  solution  singulière;  d"*  on  satisfait 
encore  aux  deux  équations  de  condition,  en  posant  simultanément 

i  1 

_  =  0    et   -r;i  =  0, 
dF  dF  ' 

dx  dy 

équations  dont  l'une  ne  peut  exister  sans  entraîner  l'autre  à  cause  dr 
la  relation 

dF      dF     _ 

dx      dy  ^ 
La  valeur  de  G  tirée  de  l'une  d'elles  et  substituée  dans 

F(x,y,G)  =  0, 

donnera  encore ,  en  général,  une  solution  singulière. 

i225.  Solutions  singulières  déduites  de  l'équation  dérivée.  —  Nous 
avons  déduit,  dans  ce  qui  précède,  les  solutions  singulières,  de  Tinlé- 
grale  générale  de  l'équation  différentielle  que  l'on  suppose  par  consé- 
quenl  connue.  —  On  peut  aussi  trouver  ces  solutions  sans  eonnaîlrc 
l'intégrale;  en  effet,  soit 

réquation  dérivée  donnée , 

F(x,y,G)  =  0, 

son  intégrale  médiate ,  et 

?  (xj  !/»  C,  p)  =  0, 

la  dérivée  immédiate  de  cette  dernière.  Puisque  ces  trois  équations 
doivent  coexister,  il  est  visible  qu'on  peut  considérer  l'iiilcgrale 
générale  comme  résultant  de  l'élimination  de  p  entre 
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si  donc,  on  tire  de  celte  dernière,  la  valeur  de  p 

p  =  >t  (x,  y,  C) 

représentée,  pour  abréger,  par  ^{/  et  qu'on  la  substitue  dans  la  pre- 
mière, l'intégrale  générale  prendra  la  forme 

/•(x,y,^)  =  0, 

la  constante  arbitraire  étant  renfermée  dans  la  fonction  \|^;  or,  on  a  vu 
plus  haut  que  la  solution  singulière  s'obtient  en  éliminant  la  con- 
stante arbitraire  entre  l'intégrale  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à 
cette  constante  et  égalée  à  zéro  ;  cette  solution  résultera  donc  de  l'éli- 
mination de  C  entre 

Cette  seconde  équation  est  satisfaite  en  posant 


d'^ 


0, 


et  comme  la  fonction  ^J/  tient  lieu  de/i,  on  voit  qu'il  suffira  d'éliminer 

p  entre  f{x,  f/,  p)  =  0  et  '^f^^J'^^  =  o. 

Nous  avons  vu  aussi  dans  le  numéro  précédent  que  quelquefois  l'une 
des  équations 

r/y"~0    ^^    dx'^0 

peut  donner  des  solutions  singulières;  il  suit  de  là,  que  puisque  Tin- 
Icgrale  générale  F  =  0  est  maintenant 

les  s(»lutions  singulières  seront  aussi  données  par  l'une  ou  l'autre  des 

équations 

d£      fjf(l^_\         df      il[djf^i 
dfj'^  d'}^djj~Ô   ^^   r/x"*"c/>t/x""Ô' 

df      1 
équations  auxquelles  on  satisfait  en  faisant  /-  =  -  >    c'est-à-dire, 

a^^       C) 

df  __i 

dp  ~~  Ô  ' 


382  CliAPlIRE    XIII. 

223.  Prenons  pour  exemple  Tcquation  dérivée 
(x*  —  2y«)p«  —  ixyp  —  x«  =  0 
dont  l'intégrale  générale  est 

y«  —  2Cy  H-  x«  -  c«  =  0. 
On  tire  de  celle-ei 

dF 
F  =  y«  -  2Cy  -h  X*  —  C«     et    -.-  =  —  2w  —  2C  ; 

aC 

et  en  faisant 

on  trouve  C=  —  if  et  l'intégrale  générale  devient  la  solution  singulière 

2y«  H-  X*  =  0 

qui  satisfait  à  l'équation  dérivée  donnée. 

On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de 
l'équation  dérivée  donnée^  prise  par  rapport  h  p^  car  on  est  alors 
conduit  à  l'équation 

(x«-2y*)p-2xy  =  0 

et  en  éliminant  p  entre  eelle-ci  et  l'équation  donnée,  on  trouve  encore 

2y«  -f.  x«  =  0. 
L'équation 

px  —  y  =  a  j/i  -I-  p* 
dont  on  s'est  occupé  au  (N"  220,4")  donne  pour  -^  =  0, 


j/l  -hp* 


et  en  éliminant  p  entre  ces  deux  équations ,  on  trouve  pour  solution 
singulière, 


y*  -h  x*  =  a' 


qui  appartient  à  un  cercle  et  donne  la  vraie  solution  du  problème  nii 
N"  220,4°.  On  est  conduit  au  même  résultat  en  parlant  de  l'intégrî»'^ 
complète,  qui  est,  d'après  ce  qu'on  a  vu , 

(i  +  c«)  (x  —  a)  =  2Cy. 
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L'«qualion  dérivée 

v^y- 

0 

X  -+- 

Vy/x'^-^y^- 

a«  = 

;)  pour  solution  singuli 

ièrc 

Enfin  rëquation 

o:*-*- 

ty«  —  4xy  =  a*. 

mxi/p* 

-H(X^ 

—  my*  —  n)p- 

-xy 

= 

0 
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qui  représente  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  Tellipsoïdc, 
(N"*  221)  a  pour  solution  singulière 

(x*  —  mt/*  —  n)'  -f-  4rwx'y*  =  0. 

Si  les  trois  axes  sont  inégaux  et  rangés  dans  l'ordre  de  grandeur  a,  6,  c, 
il  est  visible  que  m  et  n  sont  positifs  et  cette  équation  se  décompose 
dans  les  deux  suivantes 

y  =  0,    x  =  ±|/n 

qui  représentent  deux  points  placés  sur  l'axe  a,  à  égale  distance  du 
centre.  Les  points  de  la  surface  qui  correspondent  à  ceux-ci  ne  sont 
autres  que  les  ombilics  par  lesquels  passent  conséquemment  toutes  les 
lignes  de  courbure. 

224.  Signification  géométrique  des  solutions  singulières.  —  Les 
solutions  singulières  ont  une  signification  géométrique  fort  remar- 
quable; on  a  vu,  en  effet  dans  la  théorie  des  courbes  enveloppes,  que 
si  l'on  élimine  la  constante  a  entre  les  deux  équations 

Je  résultat  de  Télimination  était  l'équation  de  la  courbe ,  qui  enveloppe 
toutes  les  courbes  que  l'on  obtient  en  faisant  passer  a  par  toutes  les 
valeurs  possibles  dans 

/•(x,y,  a)  =  0; 

or,  les  solutions  singulières  résultent  aussi  de  l'élimination  de  la  con- 
stante arbitraire  entre  les  deux  équations 

d'où  il  suit  qu'une  solution  singulière  d'une  équation  dérivée,  repré- 
sente, en  géométrie,  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  courbes  que 
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peut  représenter  T intégrale  générale  en  donnant  à  la  eonstantc  arbi- 
traire toutes  les  valeurs  possibles ,  ou  ee  qui  est  la  même  chose ,  la  solu- 
tion singulière  représente  la  courbe  enveloppe  de  toutes  les  courbes 
que  peut  représenter  Téquation  dérivée.  Ainsi,  dans  le  second  des  pro- 
blèmes du  numéro  précédent,  le  cercle  qui  forme  la  solution  singulière 
est  celui  qui  est  tangent  a  toutes  les  droites  également  distantes  de 
Torigine. 

225.  Théorie  géométrique  des  solutions  singulières.  —  Toute  cette 
théorie  des  solutions  singulières  peut  s'établir  fort  simplement  par 
des  considérations  géométriques.  Si  a6,  a'6',  a"6"....  (fig.  22)  sont  les 
différentes  courbes  représentées  par  Téquation  dérivée 

ou  son  intégrale ,  les  valeurs  des  trois  variables  x,  y.  p  correspondant 
aux  points  m,  m',  m",...  M,  détermines  par  une  parallèle  pM  à  Taxe 
des  X ,  doivent  satisfaire  à  cette  équation  et  comme  l'y  ou  Ap  est  le 
même  pour  tous  ces  points,  on  connaîtra  la  valeur  des  pM  correspon- 
dant h  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes  variables,  en  déterminant 

dx     ^ 
la  valeur  de  p  qui  rend  x  maximum,  c'est-à-dire,  en  posant -j-  =  0, 

y  restant  constant;  mais  on  a 


df 

dx 

dp 

dp- 

df 

dx 

d'où   il  suit  que  le  maximum   s'obtient  soit  en  posant -r-  =  ^^j  ^*"^ 

dp 

en  posant  --  =  »  .  En  remplaçant  p  par  sa  valeur  tirée  de  l'une  on 

l'autre  de  ces  dernières ,  l'équation  dérivée  proposée  ne  représcntcni 
plus  que  le  lieu  des  points  extrêmes,  c'est-à-dire,  la  courbe  envelop[>c. 
L'équation  de  cette  courbe  satisfait  en  général  à  l'équation  dérivée 
proposée,  puisque  les  coordonnées  qui  y  entrent  ne  sont  que  des 
valeurs  particulières  de  celles  qui  entrent  dans  l'équation  donnée, 
savoir  la  valeur  maximum  de  x;  mais  en  général ,  elle  ne  satisfera  pas 
à  l'intégrale,  quelque  valeur  constante  que  l'on  donne  à  la  constante 
arbitraire ,  car  il  faudrait  pour  cela  que  la  courbe  enveloppe  se  con- 
fondit avec  l'une  des  courbes  nh^  h'U\  a"b",,.,  qui  sont  les  lieux 
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géométriques  de  Fintégrale  pour  les  différentes  valeurs  de  la  constante 
arbitraire.  L'équation  de  cette  enveloppe  est  donc,  en  général,  ce  que 
nous  avons  appelé  une  solution  singulière. 

De  même  si  F  (x,  y,  C)  =  0  est  Tinlégrale  de  la  proposée,  l'or- 
donnée maximum  pM  (fig.  22)  s'obtiendra  en  cherchant  la  valeur  de  C 
qui   rend  x  maximum,   y  =  Ap  restant  constant,  c'est-à-dire,   en 

dx      ^ 
posant  —  =  0  ;  mais  on  a 

rfF 

dx dC. 

dC"       dF' 

dx 

dP  dF 

d'où  il  suit  que  ce  maximum  est  donné  par  -r:;  =  0  ou  par  ---  =  oo  et 

dC  dx 

l'élimination  de  C  conduira  comme  plus  haut  à  l'équation  de  la  courbe 

enveloppe.  Cette  équation  satisfera  à  l'équation  dérivée  pour  le  même 

dF 
motif  que  plus  haut;  mais  comme  la  valeur  de  G  tirée  de-^-  =  0  pour 

la  substituer  dans  F  (x,  y,  C)  =^  0  contiendra ,  en  général ,  les  variables 
X  et  y  y  cette  valeur  ne  sera  pas  constante  et  ne  conduira  aussi  qu'à 
une  solution  singulière. 

La  signification  géométrique  des  solutions  singulières  conduit  immé- 
diatement à  la  résolution  de  ce  problème  :  Trouver  une  équation  diffé- 
rentielle qui  ait  pour  solution  singulière  ^  une  équation  donnée.  11 
suffira  de  chercher,  comme  au  (N*"  97),  l'équation  de  la  courbe  variable, 
qui  a  pour  enveloppe  la  courbe  donnée,  et  l'on  remplacera  ensuite 
cette  équation  finie  de  la  courbe  variable  par  une  équation  différen- 
tielle, en  éliminant  entre  elle  et  sa  dérivée,  la  constante  arbitraire 
qu'elle  contient. 

On  a  vu  à  la  fin  du  N"  95,  dans  la  théorie  des  courbes  enveloppes, 
que  si  par  des  transformations  on  parvient  à  ramener  l'équation  de  la 
courbe  variable  à  deux  termes,  dont  l'un  soit  multiplié  par  une  fonc- 
tion quelconque  du  paramètre,  la  courbe  enveloppée  se  réduisait  à  un 
point.  En  rapprochant  cette  propriété  de  celles  qui  précèdent,  on  rc- 
connaît  aussi  que  si  une  équation  différentielle  ou  son  intégrale  peu- 
vent être  réduites  à  deux  termes,  dont  l'un  soit  multiplié  par  une 
fonction  de  la  seule  dérivée  p  ou  de  la  seule  constante  arbitraire  C,  la 
solution  singulière  se  réduit  à  un  point  que  l'on  détermine  en  égalant 
à  zéro  les  deux  termes  de  l'équation.  L'équation  des  lignes  de  courbure 

49 
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de  l'ellipsoïde,  traitée  au  numéro  précédent,  offre  un  exemple  de  ce  cas, 
puisqu'on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

Il  est  à  remarquer  que  l'interprétation  géométrique  des  solutions 
singulières  est  assez  souvent  en  défaut.  On  en  a  un  exemple  dans  l'ap- 
plication que  l'on  vient  de  faire  de  cette  théorie  aux  lignes  de  cour- 
bure de  l'ellipsoïde  dans  lequel  toutes  les  lignes  de  courbure  ne  passent 
pas  par  les  ombilics ,  puisque  les  coordonnées  de  ces  points  ne  satisfont 
pas  à  l'équation  générale  des  lignes  de  courbure. 

On  peut  donner  de  ces  solutions  une  autre  interprétation  géométri- 
que qui  n'est  pas  sujette  aux  mêmes  exceptions  ni  aux  mêmes  erreurs; 
mais  elle  n'est  pas  de  nature  à  trouver  place  ici  et  je  me  borne  à  ren- 
voyer au  travail  publié  sur  cette  matière  dans  le  tome  des  Mémoires 
de  t Académie  royale  des  Scicjices  de  Belgique. 
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Inlcgralions  des  équations  dérivées  des  ordres  supérieurs  au  premier.  —  Une 
équation  dérivée  d*un  ordre  m  a  toujours  une  intégrale  première  de  Tordrem— 1. 

—  L*intégrale  finale  doit  contenir  m  constantes  arbitraires.  —  Intégration  des 
équations  dérivées  les  plus  simples  des  ordres  supérieurs.  —  Exemples  divers. 

—  Intégration  des  équations  linéaires  à  coefficicns  constants.  ->  Cas  des  racines 
imaginaires.  —  Cas  des  racines  égales.  —  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  — 
Exemples  divers.  —  Intégration  des  équations  dérivées  linéaires  à  cocfficicns 
variables.  —  Intégration  des  équations  dérivées  d'un  ordre  et  d'un  degré  quel- 
conques. —  Intégration  par  les  séries.  —  Intégration  par  la  méthode  des  cooffi- 
ciens  indéterminés.  —  Construction  géométrique  des  intégrales.  —  Intégration 
générale  des  équations  dérivées  simultanées.  —  Equations  linéaires  simultanées 
il  coefficiens  constants.  -—  Cas  des  racines  égales.  —  Dérivation  sous  le  signe.  — 
Intégration  des  équations  linéaires  simultanées  d'un  ordre  quelconque. 

226.  Une  équation  dérivée  d'un  ordre  m  a  toujours  une  intégrale 
première  de  l'ordre  m  —  1.  —  Une  équation  dérivée  est  dite  du 
ffiHmt  ordre  quand  la  plus  haute  dérivée  qu'elle  contient  est  de  Tor- 
dre m.  Une  semblable  équation  donne  lieu  à  des  observations  analogues 
à  celles  qui  ont  été  fuites  sur  les  équations  dérivées  du  premier  ordre. 
Intt^grer  une  équation  d'un  ordre  quelconque,  c'est  en  déduire  une 
autre  équation  d'un  ordre  moins  élevé.  A  une  équation  de  l'ordre  m 
correspond  nécessairement  une  équation  de  l'ordre  m  —  i  ;  car  si  l'on 

d'^y 
tire  de  la  première  la  valeur  de  y-^  en  fonction  des  dérivées  inférieu- 

(IX 

res,  on  pourra,  en  dérivant  successivement  cette  valeur  et  en   rem- 
plaçant  chaque  fois-^^,    exprimer  toutes  les  dérivées  supérieures 
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"î — fr'    -f — ri'   etc.,  en  fonclion  de  -; — =7»  — — ^l»   etc.  Op.  si  dans 
f/x**+*     dx"*"*"*  «X"*""*     ax"*~* 

Tcquation  de  Jean  Bernouilli  (N"  168)  on  remplace  y  par-i — ^>  on 

est  conduit  à  l'équation  suivante 

rfx--*  dx**^  ^      dx-+*     1.2     "*"dx-+M.2. 3 

d"*t/ 
En  remplaçant  -j-^  et  les  dérivées  supérieures  par  les  valeurs  men- 
tionnées plus  haut ,  on  aura  une  équation  qui  ne  contiendra  que  la 
dérivée  -^1;^^  et  les  dérivées  inférieures  et  qui  sera  par  conséquent 

une  équation  dérivée  de  Tordre  m  —  i  ,  c'est-à-dire,  l'intégrale  de  la 
proposée. 

On  verra  plus  loin  que  cette  intégrale  de  l'ordre  m  —  i  n'est  pas 
la  seule  que  Ton  peut  déduire  de  l'équation  de  l'ordre  m. 

227.  Intégrale  médiate  et  immédiate.  —  De  ce  qu'une  équation  de 
l'ordre  m ,  a  toujours  une  intégrale  de  l'ordre  m  —  i  ,  on  ne  peut  pas 
conclure  qu'en  dérivant  celle-ci ,  on  retrouvera  identiquement  l'équa- 
tion donnée  ;  car  sans  changer  la  signification  de  cette  intégrale ,  on 
peut  lui  avoir  fait  subir  des  transformations  tt^lles  que  par  la  dérivation, 
la  constante  arbitraire  C,  par  exemple,  ne  disparaisse  pas,  et  cette 
nouvelle  équation ,  quoique  de  l'ordre  m ,  ne  pourra  par  conséquent 
être  identique  avec  la  dérivée  donnée  qui  ne  renferme  pas  cette  con- 
stante. Dans  ce  cas  comme  dans  celui  des  équations  dérivées  du  pre- 
mier ordre  (N°  208) ,  pour  retrouver  l'équation  donnée,  il  faut  élimi- 
ner la  constante  arbitraire  entre  l'intégrale  et  sa  dérivée  immédiate. 
De  cette  observation,  naît,  comme  précédemment  (N**  207);  la  dis- 
tinction des  dérivées  et  des  intégrales  en  médiates  et  immédiates. 

228.  L'intégrale  finale  doit  contenir  m  constantes  arbitraires.  Elle 
est  unique.  —  De  même  qu'une  équation  dérivée  de  l'ordre  m  a  né- 
cessairement une  intégrale  de  l'ordre  m  —  i ,  celle-ci  en  a  néces- 
sairement une  de  l'ordre  m  —  2  et  ainsi  de  suite.  Ces  intégrales  suc- 
cessives forment  les  intégrales  premières ,  secondes ,  troisièmes ,  etc., 
de  la  dérivée  donnée  ;  la  dernière  intégrale  ne  renferme  plus  aucune 
dérivée  et  forme  ïintégrale  finale  de  la  proposée;  c'est  Téquatiou 
que  l'on  désigne  souvent  par  le  mot  intégrale.  Comme  chaque  inté- 
gration introduit  sa  constante  arbitraire  dans  les  intégrales  successives. 
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il  est  visible  que  Tintégrale  première  renfermera  une  constante  arbi- 
traire, rintcgrale  deuxième  deux  constantes ,  l'intégrale  n^'"^  n  con- 
stante, et  rintëgrale  finale  m  constantes,  c'est-à-dire,  autant  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'ordre  de  l'équation  proposée. 

Il  suit  de  là  qu'une  équation  différentielle  de  l'ordre  m  a  toujours 
m  intégrales  premières  distinctes;  en  effet  si  l'on  désigne  par  C,  C,  C'\., 
les  constantes  introduites  par  les  intégrations  successives,  on  pourra 
désigner  les  intégrales  premières,  deuxièmes,  etc.,  par 

pm-i)  (c)  =  0,     /•<"-«)  (C,  CO  =  0  /•^— -«  (C,  C'C")  =  0.... 

les  indices  (tn  —  1) ,  (m  —  2),  etc.  indiquant  Tordre  des  dérivées  con- 
tenues dans  ces  intégrales;  or  si  de  la  seconde  équation  on  tire  la 
valeur  de  C  pour  la  substituer  dans  la  première,  on  obtiendra  une 
nouvelle  équation  de  l'ordre  m  —  i,  c'est-à-dire,  une  intégrale  pre- 
mière qui  sera  entièrement  distincte  de  la  précédente,  puisque  la 
constante  arbitraire  C  aura  disparu  pour  être  remplacée  par  une  autre 
constante  C.  On  pourra  de  même  éliminer  C  et  C  entre  les  trois 
premières  équations  et  le  résultat  qui  sera  encore  de  l'ordre  m  —  i  , 
contiendra  la  constante  C  et  formera  par  conséquent  une  nouvelle 
intégrale  première.  Comme  on  peut  répéter  celte  élimination  pour 
cbaquc  constante,  on  voit  qu'une  équation  de  l'ordre  m  a  toujours  m 
intégrales  premières  distinctes.  Si  on  élimine  successivement  les  m 
constantes  renfermées  dans  les  m  —  1  intégrales  successives  à  partir 
de  l'intégrale  seconde,  de  manière  à  y  combiner  les  constantes  deux  à 
deux,  comme  la  plus  élevée  est  de  l'ordre  m  —  2,  on  obtiendra  un 
certain  nombre  d'intégrales  secondes  distinctes.  Il  en  sera  de  même 
des  intégrales  troisièmes,  etc.  L'intégrale  finale  ne  devant  contenir 
aucune  dérivée,  ne  pourra  se  combiner  avec  aucune  des  intégrales 
précédentes  et  sera  par  conséquent  unique. 

Si  l'on  connaissait  les  m  intégrales  premières  d'une  équation  dérivée 
de  l'ordre  m,  on  connaîtrait  immédiatement  son  intégrale  finale;  car  j 

on  aurait  un   nombre  m  d'équations  renfermant  m  —  i   dérivées , 

ilv  (l^ — *  tJ 

depuis  -^  jusqu'à  -f-n^^   et  en  éliminant  entre  elles  ces  dérivées,  on 

obtiendrait  une  équation  sans  dérivées ,  renfermant  les  m  constantes  i 

arbitraires  et  qui  serait  l'intégrale  finale.  De  même  si  on  connaissait  | 

m-^i   intégrales  secondes  ou  m  —  2  intégrales  troisièmes  etc.,  ou  j 

obtiendrait  l'intégrale  finale  par  de  simples  éliminations.  ! 
Cette  remarque  fait   voir   qu'une  dérivée  de  l'ordre  m  ne  peut 
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avoir  plus  de  m  intégrales  premières  distinctes;  car  s'il  y  eu  avait 
m  +  1 ,  on  pourrait  éliminer  entre  elles  non-seulement  les  m  dérivées, 
comme  plus  haut,  mais  encore  y  et  on  serait  conduit  à  une  équation 
en  X  seul  qui ,  dans  ce  cas ,  aurait  une  valeur  constante ,  ce  qui  est 
absurde. 

On  prouverait  de  la  même  manière  qu'une  équation  dérivée  de 
Tordre  m  ne  peut  avoir  plus  de  m  —  i  intégrales  secondes  distinctes, 
ni  plus  de  in  —  2  intégrales  troisièmes  etc.,  et  enfin  qu'elle  ne  peut 
avoir  qu'une  seule  intégrale  finale. 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  primitive  renfermant  m  constantes 
arbitraires,  qui  satisfait  à  une  équation  dérivée  de  l'ordre  m ,  se  con- 
fond avec  l'intégrale  finale  trouvée  plus  haut. 

229.  Intégration  des  équations  dérivées  les  plus  simples  des  ordres 
supérieurs.  —  L'intégration  en  termes  finis  des  équations  dérivées 
des  ordres  supérieurs  présente,  en  général,  des  difficultés  d'autant 
plus  grandes  que  cet  ordre  est  plus  élevé;  ces  difficultés  sont  môme 
le  plus  souvent  insurmontables  lorsque  l'équation  est  un  peu  compli- 
quée ;  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  chercher  la  condi- 
tion pour  qu'elle  soit  une  dérivée  exacte  ni  à  démontrer  l'existence 
d'un  facteur  propre  à  lui  donner  ce  cacactcre  ^*K  Nous  nous  bornerons 
à  examiner  les  cas  les  plus  simples  dans  lesquels  l'intégration  est 
possible. 

Considérons  d'abord  les  équations  dérivées  appartenant  h  l'une  des 
formes  générales 

d'^y 
En  résolvant  la  première  équation  par  rapport  à  y-;»   il  vient 


(•)  Dans  la  méthode  des  variations  (voir  la  noie  du  N»  289),  on  est  conduit  îiici- 
dcnimcnt  à  cette  condition  d'inlcgrabililc  immédiate  trouvée  par  Eulcr. 
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X  étant  une  certaine  fonction  de  x  seul  ;  d'où  Ton  tire  par  des  inté- 
grations successives, 

^^-=/X„rfx  +  C",elc. 

et  finalement 

i/=/X,rfxH-D  =  X,^, -4-D 

qui  est  l'intégrale  finale. 

Pour  la  deuxième  forme  d'équation  dérivée ,  en  représentiint  -^ — ^ 

d*t/         dr      „,  ,    . 

par  r,  -r-^^sera  -7-  et  lequation  devient 


<'■£)=« 


dr 
d'où  l'on  tire ,  en  résolvant  par  rapport  à  -p  et  représentant  par  R 

et  R'  des  fonctions  de  r  seul , 


dr       ^  ,         dr       „   , 

_-  ==  R     et     fix  =  -r  )    d  ou     x  ■. 

dx  R 


,J*.C-B. 


En  résolvant  celte  dernière  par  rapport  à  r,  on  trouve 
r     ou     ^ — ■-  =  X , 

rfx—*      "^  '      dx»-5      -^      ' 

et  enfin 

y  =  /X,dxH-D  =  X,^,H-I). 

Pour  la  troisième  équation  dérivée,  on  fera  encore 


et  elle  deviendra 


f/x"-* 


•('• '.£)=»• 
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parce  que  -r-^n'est  autre  chose  que  y  On  est  donc  conduit  à  intégrer 

une  équation  dérivée  du  premier  ordre  à  deux  variables.  Si  dans  la 
quatrième  équation  dérivée  on  fait 

elle  devient 


<-■£)=«. 


dr        '  ,  ,         dr 

ou  bien ,  en  observant  que  —  ==  s  et  par  conséquent  ax=  —  i 


<'.$)-«•■ 


d*oti  Ton  tire ,  R,  R'  et  R"  étant  des  fonctions  de  r, 

sds      ^        j        «  f 
-^  =  R,     sd8  =  Rdr 
dr 

et  enfin  par  des  opérations  successives 

««  =  2/R(ir  +  C,     «ou~  =  R',     dx  =  ^^^.   x=(^  =  R"-*-C 

et  en  résolvant  par  rapport  à  r, 

rou^^  =  X,    ^!l!^  =  /Xrfx-f  C"  =  X, 
et  enfin 


En  faisant 


^=  X..,    y =/x,cix  H-  c-  =  X,,,  H.  C-. 


rf"-*y  __        d*-*y  __  dr  __ 
rfx"-*        '    dx"-*       dx 


dans  la  cinquième  équation,  on  trouve,  en  remarquant  que  dx=  — 9 


•(..,'-?)=« 


équation  qui  est  du  premier  ordre  entre  les  variables  r,  s  et  qu'on 
intègre  par  les  méthodes  connues. 
230.  Exemples  divers.  —  Les  exemples  et  les  problèmes  qui  suivent. 
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sont  des  applications  des  méthodes  exposées  dans  le  numéro  précédent  : 

^":f^=^  donne  y  =  C'"  +  C"x^^  h-^-*-^. 
i/x*  -^  2  6        120 

2**  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  constant. 

Ce  problème  conduit  h  Téquation  de  condition 


['-(l)7_. 


d^ 

dx* 
d*où  Ton  tire 

dy 

dx 
X  — C  =  - 


\A^ 


dy 


dx 


|/a«  — (x  — C)« 


3®  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  comprise  entre  la  tangente  et 
la  sous-tangente  soit  partout  proportionnelle  à  l'aire  comprise  entre 
la  courbe  et  l'ordonnée. 

Ce  problème  posé  en  équation  donne 


Pi  on  différen liant, 


dx 

—  2« 


dx^      \dxj       y 
On  trouve  pour  intégrale 


C  (2a  —  1) 

qui  appartient  à  une  parabole  d'un  ordre  supérieur. 

4"  Trouver  la  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à 
la  puissance  n*^*  de  la  normale. 

Ce  problème  conduit  à  Téquation 

dx* 

50 
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OU  bien 


'^M'-m 


a  devant  être  positif  ou  négatif  suivant  que  le  rayon  de  courbure  et  la 
normale  sont  tournés  en  sens  contraire  ou  dans  le  même  sens,  puisque 

--—  est  positif  dans  le  premier  cas  et  négatif  dans  le  second.  En  rem- 

dy 
plaçant  -j-  par  z ,  elle  devient 
(ix 

zdz  dti  ï^ 


et  en  remettant  par  z  sa  valeur. 


a*~*  dx  = 


\/i 


[C  (n  —  1)  --  y^-*]--*  —  a-* 

Si  n  est  égal  k  3,  c'est-à-dire,  si  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel 
au  cube  de  la  normale,  on  trouve  pour  intégrale, 

qui  représente  une  hyperbole  ou  une  ellipse  selon  que  Ton  donnera  à 
a  une  valeur  négative  ou  positive. 

Si  n  est  égal  à  Tunité,  c'est-à-dire,  si  le  rayon  de  courbure  est  pro- 
portionnel à  la  normale,  Téquation  différentielle  devient 

zdz         rfv     „  *      .  dît 

a- r=-^    d'où    dx=  — -^ 

\/(Cy)--i 

^  i 

L'intégration  finale  se  trouve  ainsi  réduite  à  une  quadrature.  Celte  dci"-         | 
nière  équation  différentielle  appartient  à  une  cycloïde,  à  une  parabole, 
à  un  cercle  ou  à  une  chaînette,  selon  que  l'on  fait  a  égal  à  —  2,  +  â, 
—  i  ou  -f-  i . 

5°  Trouver  une  courbe  telle  que  Varc  compté  à  partir  d'un  certain 
point  fixe  soit  proportionnel  à  la  sous-tangente  augmentée  de  Fabscisse, 
L'équation  à  intégrer  est 

y 
a;  —  -f-sssms 

dy 

dx 


CALCUL    INTEGRAL.  5î)Ii 


d'où   Ton   tire    en    diSrivant,   remplaçant  —  par  \/^"^( "T  ) 


=  |/i  -4-/i*  et  ^  par  ^^ 


w- 


On  trouve  pour  intégrale  finale, 
2Cx-t-D  =  C« 


y-«+*  !/"•+< 


—  m  -^  1  m  -*-  1 
Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  un  eas  particulier  de 
celui  connu  sous  le  nom  de  problème  du  chien  qui  suit  son  maître  à 
la  nage.  On  suppose  que  tandis  que  le  maitre  marche  uniformément  le 
long  de  la  rive  rectiligne  d*un  canal ,  son  chien  lancé  à  la  nage  se  di- 
rige constamment  vers  lui  en  avançant  uniformément.  La  courbe  que 
décrira  le  chien  est  celle  dont  on  vient  de  trouver  l'équation. 

25i.  Intégration  des  équations  dérivées^  linéaires  à  coefficiens 
constants.  —  On  appelle  équation  dérivée  linéaire  celle  dans  laquelle 
la  variable  dépendante  et  ses  dérivées  ne  sont  élevées  qu'à  la  pre- 
mière puissance  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles.  Leur  forme  la 
plus  générale  est 

^:y,.p^^Q^^ u^+vj,-.x=o, 

dx*         rfx— *  rfx--*  dx         ^ 

P,  Q,  U,  V,  X  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  indépendante  x. 
Ces  équations  jouissent  de  propriétés  particulières  qui  rendent  leur 
intégration  possible  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Considérons  d'abord 
les  équations  linéaires  à  coeHiciens  constants ,  c'est-à-dire ,  dans  les- 
quelles les  coeffîciens  P,  Q,  U,  V,  X  sont  des  constantes.  Comme  on 
peut  évidemment  la  priver  de  son  dernier  terme  X  en  remplaçant  ry 

X 
par  y'  —  —,  nous  la  mettrons  sous  la  forme 

d«y  d"-*î/  d'*-^y  dy  

rfx"  rfx"-*  "^      dx--*  ^      dx         *^'~' 

Cette  équation  est  satisfaite  en  faisant 

y  =  Ce-', 

C  étant  une  constante  arbitraire  et  m  un  certain  coefficient  constant  à 
déterminer;  en  effet,  on  obtient  par  la  substitution  , 

C(w  H-Pm"-*  -t-  Qm*-« -+-  Um  -f-  V)e'"'  =  0, 
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qui  est  satisfaite,  pourvu  que  la  constante  m  rende  nul  le  polynôme 

m-  -*-  Pm"-«  -f-  Qm"-*....  Um  -♦-  V  =  0, 

c*est-à-dire 9  pourvu  que  m  soit  une  des  racines  de  cette  équation;  si 
donc  on  représente  par  nt,  m\  m"  etc.  les  n  racines ,  nous  voyons  que 
réquation  proposée  a  pour  intégrales  particulières,   Cc"^,   Ce"*'*, 

C"e"»"' C,  C,  C",  étant  des  constantes  arbitraires;  or  je  dis  que  la 

somme  de  toutes  ces  intégrales  particulières  ou  Cc"^-4-  Ce*'*  -4-  C"e""' 
-h  etc.  satisfait  aussi  à  Téquation  linéaire ,  car  le  résultat  de  la  sub- 
stitution est 

C  (m*  -4-  Pm*-*  -♦-  Qm»-* h  Um-4-  V)  e"" 

-f-  C  (!»'•  -f-  Pm'—*  -+-  Qm'-«  .-.  -f-  Um'  -♦-  V)  c"»'' 

+  C"  (m"-  +  Pm"-*  -4-  Qm"-«....  -♦-  Um"  -♦-  V)  e-'" 


=  0. 


dans  laquelle  toutes  les  parenthèses  sont  nulles  séparément,  puisque 
m,  m\  m".,.,  sont  des  racines  de  Téquation 

m-  H-  Pm*-*  -t-  Qm*-*..»-  h-  Um  -*-  V  =  0; 

d*où  il  résulte  que 

y  =  Ce*"'  H-  C'e«"  4-  C"e*'"  h-  etc. 

est  rintégrale  finale  et  celle-ci  est  générale  puisqu'elle  contient  n  con- 
stantes arbitraires  C,  C,  C"  etc.  (N"»  228). 

252.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  Si  quelques-unes  des  racines 
m,  m\  m"  etc.  étaient  imaginaires,  Téquation  précédente  serait  encore 
l'intégrale  générale,  mais  elle  renfermerait  des  quantités  imaginaires 
qu'il  est  facile  de  faire  disparaître;  en  effet,  comme  ces  racines  se 

présentent  toujours  par  couples  de  la  forme  o-f-6 1/ — 1  et  o — 6  y^ — i, 
on  aura 


m 


=  o  -f-  5 1/— 1 ,     m'  =  a  —  6  j/— i 


et  les  deux  premiers  termes  de  l'intégrale  générale  deviendront,  en 
faisant  usage  des  formules  symboliques  d'Euler, 

==  e"  1  (C  -h  C)  cos  6x  -4-  (C  —  C)  |/^  sin  te  } . 
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En  remplaçant  donc  C -♦- C  et  (C  —  C')|/^^  par  deux  nouvelles 
constantes  arbitraires  A  et  A',  c*cst-à-dirc  en  posant 

rintégrale  générale  prend  la  forme 

y  =  c*^  (A  cos  5x  -h  A'  sin  bx)  -f-  C"e*^'''  -^  etc. 

235.  Cas  des  racines  égales.  —  Si  plusieurs  des  racines  m,  m',  m" 
etc.  étaient  égales  entre  elles ,  l'intégrale  trouvée  plus  haut  cesserait 
d'avoir  toute  la  généralité  possible,  puisque,  en  supposant  m  =  m', 
il  viendrait, 

y  =  (C  -4-  C)  e"«  -^  Ce"»"'  -h  etc. 

et  comme  G  +  C  ne  forme  ensemble  qu'une  constante  arbitraire,  on 
voit  que  l'intégrale  de  l'équation  de  l'ordre  n ,  ne  renfermerait  plus 
que  n  —  i  constantes,  c'est-à-dire  une  de  moins  qu'elle  ne  doit  en 
contenir.  Si  trois  racines  étaient  égales,  l'intégrale  ne  renfermerait 
que  n  —  2  constantes  arbitraires. 

Pour  compléter  l'intégrale  générale ,  remarquons  que  puisque 

est  une  intégrale  particulière,  m  doit  être  une  racine  de  l'équation 
m-  H-  Pm»-*  -J-  Qm--' -+-  Um -4-  V  =0; 

or,  si  celle-ci  a  r  racines  égales,  il  faut  d'après  le  théorème  sur  les  racines 
égales,  que  ses  r  dérivées  successives  soient  nulles;  on  aura  donc 

nmr-*  h-  (n  — 1)  Pm*-*  -+- U  =  0 

n(n  — i)m«-*  ^  (n  — 1)  (n  —  2)Pm— » -4-etc.  =  0 

d'où  il  résulte  que 

y  =  C'xe"",    y  =  C"x«c"^,     y  =  C^'^xre"^' 

sont  autant  d'intégrales  particulières  de  la  proposée  ;  car  en  faisant  la 
substitution  dans  les  équations  dérivées,  on  est  conduit  k  des  équations 
de  la  forme 

C'xc""(m-  -t-  Pm--*  -*-  Qw"-* -*-  Um  -*-  V) 

H-  C'e"^  [nnv''^^  -t-  (n  —  i)  m»-* h-  U]  =  0 
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qui  sont  évidemment  satisfaites;  on  voit  aussi  que  l'intégrale  générale 
est 

y  =  Cc"'-*-  C'xe"" -t- C"x*e-' -h  C^'^^x'^c*'  -J-C.e-''  H-  C^.e'*"' 

ce  qu'on  vcrifîe  en  suivant  la  même  marche  qu'au  N"*  â3i . 

234.  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  —  Si  l'équation  en  m  ren- 
fermait deux  couples  de  racines  imaginaires  égales  représentées  par 

a  db  6  j/ —  1 ,  en  désignant  a  -^  b  j/  —  i  par  m  et  a  —  6  y^ —  i 
par  m\  on  aurait,  à  cause  de  la  présence  de  deux  racines  égales  à  m 
et  deux  racines  égales  à  m', 

y  =  Ce-'  -+-  C'xe-'  -+-  Ce-''  -+-  C'"xe-''  -*-  etc. 

or,  si  l'on  remplace  m  et  m' par  leur  valeur  imaginaire,  l'équation 
précédente  prend  la  forme  suivante  : 

y  =  e'^  {Ce^^V^^^  -*-  Ce  -  *-^l/^) 

-H  xe«^(C'e*'V^'^  -t-  C'e-^'V'^^)  -f-  etc. 

ou  bien  en  substituant  aux  quantités  exponentielles  leur  valeur  trigo- 
nométriqiie  et  remplaçant  par  les  constantes  arbitraires  D,  D',  D",  D"' 

les  quanlilés  C  -r-  C",  (C  — C")  |/^i7c'  -♦-  C'\  (C  — C")  /^M", 

y  =  e«'  cos  6x  (D  -h  D"x)  -4-  e*»'  sin  6x  (D'  h-  D'"x)  -*-  etc. 

Dans  le  cas  de  trois  couples  de  racines  imaginaires  égales,  on  aurait 
pour  intégrale , 

y  =  e«'  cos  bx  (C  -4-  C'x  -♦-  C"x*)  4-  e*'  sin  6x  (D  h-  D'x  h-  D"x»)  -♦-  etc. 

235.  Exemples   divers.  —   Appliquons   la    théorie    précédente   à 
quelques  exemples  : 

y^— 3-^-+-2y  =  0donnein=2,     m'=i,     et    y  =  Ce*' -^-Cc. 

-î-^— 3-^-4- 2f/=0  donne  m  =  1,     m'=i,     m'=  — 2, 
ax'         ax        "^ 


"p-«* 


y  =  e*  (C  -H  C'x)  H-  Ce 
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donnent 

y  =  c«  '  (  C  cos  ^  X  -^  C  sin  ^  X  j  -4-  C"«-', 

el 

m  =  |/—  1 ,    m'  =  —  j/—  i  ,     îh"  =  |/—  i  ,    m'"  =  ~.i/^^ 

f/  =  cos  X  (C  -*-  C'x)  4-  sin  x  (C"  -^  C'"x)  -+-  3. 

230.  Intégration  des  équations  dérivées  linéaires  d  coefficiens 
variables.  Théorème  de  Lagrange.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  supposé  constants  les  coefficiens  de  l'équation  linéaire  ainsi  que 
le  terme  final  X  ;  lorsque  ceux-ci  sont  des  fonctions  quelconques  de  la 
variable  x ,  ces  équations  jouissent  d'une  propriété  importante  due  à 
Lagrange  et  qui  fait  dépendre  souvent  leur  intégration  d'un  certain 
nombre  de  quadratures.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que,  si  l'équation 
dérivée  linéaire  générale  privée  de  son  dernier  terme  X,  c'est-à-dire. 


d'y 

■  -\- 

dx 

-+-Vy  = 

=  0 

est  satisfaite 

par 

les  »  valeurs  de 

y» 

y  =  A  y  = 

A 

y- 

=r.. 

...., 

l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire,  en  rétablissant  le  dernier 
terme  X ,  sera ,  comme  dans  le  cas  des  coefficiens  constants ,  repré- 
senté par 

mais  C,  C,  C"  etc.  ne  seront  plus  de  simples  constantes  arbitraires; 
elles  seront  des  fonctions  de  x  qu'on  déterminera  comme  il  suit  :  En 
dérivant  la  valeur  de  t/ ,  on  a 

dx         dx  dx  dx  '  dx      '    dx  dx 

Posons  entre  les  fonctions  indéterminées  C,  C,  C" la  relation 

-rfC       _»/C'       -,rfC"        .         ,, 
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En  dërivant  de  nouveau ,  il  vient 

dx* -^7^^^  di»  ^  ^  1^^  '^"• 

dCdf     dC'df'     dC'df" 
dx  dx      dx  dx       dx   dx 
Posons  encore  la  relation 

dCdf      dC^df      dC^dT  _^ 

dx  dx       dx  dx        dx   dx 

et  continuons  de  même  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé   à    la  valeur 

de  j^  qui  sera 

d"y    ^d'f    ^.d^r    ^„d-r 

-r-  =  C^-f- €'-/--+-  G"-/--*-  etc. 
ox*         ax"  dx*  dx* 

dC  d*''f    dC  d*-'r     dC  d*-*r' 

-+-  -r-  -, '■  -*-  1 ; '—  -4-  -j ,      '      -»-  etc. 

dx  dx*"*       dx  ax"~*        dx    dx*-* 
et  posons 

rfC  dx*-'f     dC  d*-'f'      dC  d*-'f" 
dx  f/x"'*        dx  dx""*        dx    dx"~* 

Je  dis  que,  lorsque  les  valeurs  de  C,  C,  C"  etc.,  auront  été  détermi- 
nées par  les  relations  précédentes ,  qui  sont  en  nombre  n  comme  les 

coeflliciens  C,  G',  G" ,  la  valeur  de  y  satisfera  k  Téquation  linéaire 

proposée;  en  effet  en  y  substituant  la  valeur  de  y  et  de  ses  dérivées, 
elle  devient 

d*f         d*r  d*r 

dx*  dx*  dx* 

rtx"  oa;"  «te" 


-H  UC^     +VC'^-        +  VC'-P  ■*- etc. 
dx  dx  dx 

-*-  \Cf        -4-  \Cp  -*-  \Cf'  -f-  ele. 

d  G  d*-'f      JC  d^-'p      d  C"  d-»  r 

H —  H — I — H  etc. 

dx  dx*~*        dx  dx""*         dx   dx"~* 
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et  comme  les  fonctions  /",  /"',  f"  etc.  rendent,  par  hypothèse,  identique 
rëqiiation  linéaire 

on  doit  avoir 

d*f  d'^-^f  df 

rfîr  dx"-*  rfx"*"     '■"    ' 

ce  qui  fait  disparaître  tous  les  termes  compris  dans  une  même  colonne 
verticale  et  la  dernière  des  relations  que  nous  avons  posées  fera  dispa- 
raître les  autres  termes.  Pour  déterminer  les  fonctions  C,  C,  C"  etc., 

remarquons  que  nos  «  équations  renferment  les  n  dérivées  —  »   -r— 

rfC" 

--J— etc.  à  la  première  puissance  et  qu'en  résolvant,  on  trouve  Z,  Z', 
dx 

Z"  etc.  étant  des  fonctions  connues  de  x, 

—  —  Z     —  —  Z'     —--7" 
dx         '     dx  '     rfx 

d'où  Ton  tire,  par  de  simples  quadratures,  les  valeurs  de  C,  C,  C"  etc. 
Comme  ces  intégrales  contiennent  chacune  une  constante  arbitraire, 
on  voit  que  la  valeur  de  y  sera  Tinlégrale  générale,  puisqu'elle  ren- 
fermera le  nombre  voulu  de  ces  constantes. 

237.  11  résulte  de  Tarlicle  précédent  que  l'intégration  d'une  équation 
dérivée  linéaire  complète,  est  toujours  possible,  ou  du  moins  ne 
dépend  que  de  simples  quadratures,  lorsqu'on  connaît  les  n  intégrales 
particulières  de  l'équation  linéaire  suivante  privée  de  son  dernier 
terme , 

rfx""*"     dx"-* ^     rfx"*"    ^~    ' 

or,  ces  intégrales  s'obtiennent  facilement  lorsque  les  coelficiens 
Pj  Q>  U,  V  sont  constants;  on  peut  donc  toujours  intégrer  l'équation 
linéaire  complète  à  coeilicieus  constants,  dans  laquelle  le  dernier 
terme  X  est  une  fonction  de  x.  Lorsque  les  coelficiens  P,  Q...  U,  V 
sont  variables ,  ces  n  intégrales  particulières  ne  se  trouvent  plus  aussi 
facilement;  cependant  on  peut  toujours  dans  ce  cas  faire  en  sorte  que 
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réqualion  dérivée  linéaire  de  l'ordre  n  soit  remplacée  par  une  équa- 
tion dérivée  de  l'ordre  n  —  1  ;  il  suffit  pour  cela  de  poser 

dy 

y 

ce  qui  donne  les  valeurs  suivantes  : 

Si  on  les  substitue  dans  Téquation  linéaire  proposée ,  celle-ci  ne  sera 
plus  que  de  Tordre  n  —  1  en  t  et  x.  Après  l'avoir  intégré,  on  rem- 
placera t  par  sa  valeur  en  x,  dans  l'équation 

y 

dont  l'intégrale  sera  l'intégrale  cherchée.  En  appliquant  cette  trans- 
formation  à  l'équation  dérivée 

on  trouve 

dt 

x«  3-  —  2x(  -4-  1  =  0 
dx 

i 

que  l'on  rend  homogène  en  remplaçant  x  par  -  ;   on  trouve  ensuite 

X 

pour  intégrale, 

x»  =  C»(l  — 3ex). 

En  remplaçant  t  par  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière  équation ,  dans 

trfx=  -^  et  intégrant  de  nouveau,  on  trouve  pour  intégrale  finale, 

t/»  =  Dxc-^'. 

Nous  appliquerons  la  méthode  d'intégration  du  N"  256,  h  l'équation 
dérivée 

rfx'  rfx        ^ 


On  en  tire 


/•=e',     p^xC,    /*"  =  «-*' 
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et  on  pose 

f^  =  Ce*  -*-  C'xe*  -t-  C"(r*', 
et  par  suite 

de  dC  dC"     ,        ^^ 

dx  dx  dx 

•j-  e*  H- -i-fxc  H-  c)  —  2  ~=- c-**  =  0 
dx  dx  ^  dx 

dC^      dC,  ^   .  dC"     , 

dx  dx  ^  '  dx 

d'où  Ton  tire 

dC  ^  1  dC  dC"  1     , 

dx  2  dx  dx  3 

C  =  e-'(x«-f-  ^x-4.^^-4-D,     C'=  — e-'(l  -♦- x)  h- D', 

L'intégrale  générale  est  donc 

7  7  4  /l         \ 

^  =  x«  -+-  -  X  -+-  -  -♦-  De*  —  X  (1  -*-  x)  -♦-  D'xc»  —  77(5  —  xJh-  D"e-*' 

Où  0  V  2  / 

ou 

1         9 

•^  2         4 

238.  Intégration  des  équations  dérivées  d'un  ordre  et  d*un  degré 
quelconques.  —  Lorsque  les  coefficiens  P,  Q  etc.  de  l'équation  linéaire 
sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x,  on  ne  peut  le  plus 
souvent,  obtenir  l'intégrale  exacte  que  pour  certaines  formes  et  par  des 
procédés  particuliers;  ainsi  pour  la  suivante 

d-w  .d"-*i/       ,       ^d*-*y  du 

dx*  dx"-*  dx"-*  ^   dx      '^ 

si  Ton  pose  y  =  x*,  on  reconnaît  qu'après  avoir  substitué  celte  valeur, 
x"  devient  facteur  commun  et  que  l'équation  est  satisfaite  si  m  vériGe 
réqualion 

m  {m  —  1)....  {m  —  n  -f-  i)  -4-  am  {m  —  i)....  (m  —  «  -4-  2) 

-¥■  bm{m —  !)....  [m  —  n  -4-  3)  h h  pm  -4-  g  =  0, 
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OU  si  m  est  une  de  ses  racines.  Comme  Téquation  est  visiblement  du 
degré  n,  ses  racines  w,  w',  m"...  m^*~*'  sont  en  nombre  n  et  y  =x"', 
y  =x"*',  y  =  x^"...  sont  autant  d'intégrales  particulières.  L'intégrale 
générale  avec  ses  n  constantes  arbitraires  est 


y  =  Cx-  H-  C'x"»'  -t-  C"x" 


ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Les  dilTicultés  deviennent  plus  grandes,  lorsque  les  coefliciens 
contiennent  la  variable  dépendante  y  ou  lorsque  Téquation  dérivée 
cesse  d'être  linéaire  sans  être  comprise  dans  un  des  cas  que  nous  avons 
examiné  précédemment  (N«  î229).  Ce  n'est  que  pour  un  petit  nombre 
d'équations  et  par  des  transformations  heureuses  que  l'on  parvient  à 
les  ramener  à  des  formes  qui  se  prêtent  à  l'intégration.  C'est  ainsi  que 
toute  équation  dérivée  de  la  forme 


(S)'"-<i)-' 


en  posant 


de\icnt 


dx 


qui  est  l'équation  de  Jacques  Bernoulli  (N°  216)  et  l'équalion 

étant  divisée  par    -  ou  p  et  multipliée  par  dx  devient 

-J-  -+■  fxdx  -+-  ^ydy  =  0 
dont  tous  les  termes  sont  intégrablcs.  On  en  tire 

et  par  conséquent 
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dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
L'équation  dérivée 

qui  représente  la  projection  des  spirales  coniques  (N**  224),  peut  être 
intégrée  en  faisant  d'abord  x  =  m  (/  —  z),  ce  qui  fait  prendre  h  l'équa- 
tion dérivée  la  forme  suivante  : 

puis  en  faisant  (/  —  z)  -j-  =  w,  elle  devient 
(iz 

et  en  éliminant  dz  entre  cette  dernière  et  la  valeur  de  t(7,  il  vient 

wdw  -t-  k^udu  =  0. 
Une  première  intégration  donne 

«;«  ^  /t«u«  =  C*. 
En  remettant  pour  w  sa  valeur,  on  trouve 

dz  du 

dont  l'intégrale  est 

,      /   D    \*  .Au 

*^^(^rZly  =arcs.n- 

rt  en  remettant  pour  u  sa  valeur,  • 

x=^(i-î)sinlog(^^y. 


L'intégration  aurait  pu  encore  s'effectuer  en  remplaçant  x  par  e 
Considérons  encore  l'équation  dérivée 

d'^y      ^y 


A^-: 


dz 


rfx«      (a  H-  26x  f-  cxy 
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Posons 

/'      ^'^^"      dx 
y  =  Cc  , 

/)  et  Y  claiit  des  coeffîciens  constants  indctcrminés  et  examinons  s*il 
est  possible  de  les  déterminer  de  manière  que  cette  valeur  de  y  satis* 
fasse  à  la  proposée.  On  est  conduit  par  la  substitution  à  Téquation  de 
condition 

(p  -f-  qxy  -4-  (a  -♦-  26x  -♦-  ex')  q  —  2  (p  -♦-  qx)  (b  -f-  ex)  ==  A 

dont  les  deux  membres  deviennent  identiques,  en  posant 

q  =  Cy    p  =  bdb  ]/b*  —  ac  -f-  A. 

Si  l'on  remplace  p  par  chacune  de  ces  deux  valeurs  que  nous  désigne- 
rons par  p  et  p\  on  aura  deux  intégrales  particulières  de  notre  équa- 
tion et  l'intégrale  complète  sera  visiblement 

y  =  Ce  4-  Ce  , 

comme  on  peut  le  vérifier  par  la  substitution. 

239.  Intégration  par  les  séries-  —  Lorsque  l'on  ne  peut  parvenir  h 
trouver  l'intégrale  d'une  équation  dérivée  en  termes  finis  et  d'une  ma- 
nière complète,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'approximation. 
La  plus  générale  consiste  à  chercher  l'intégrale  développée  en  série 
infinie,  dont  les  premiers  termes,  lorsqu'elle  est  suffisamment  conver- 
gente, donnent  une  valeur  approchée  de  l'intégrale.  Le  théorème  de 
Maclaurin  est  souvent  utile  pour  obtenir  ce  développement,  en  effet 

\'''^'dx'    dx*  dx'J 

étant  une  cqualion  dérivée  de  l'ordre  n ,  on  en  tire 

En  dérivant  successivement  et  remplaçant  chaque  fois  dans  le  second  mem- 
bre,  j-^  par  la  valeur  précédente,  on  obtiendra  7-7^7»  ■.  ,^gCtc«  en 
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fonction  de-; — =^  et  des  dérivées  inférieures,  comme  on  l'a  vu  au 

N*»  226;  si  donc  on  représente  par  C,  C,  C", C*~*  les  valeurs 

dy     rf*v  d*"~*v 

constantes  que  prennent  y  ?  -p  '   -j^ TT^i  quand  on  y  fait  a:  =  0 , 

/rf-y\        /d-^*y\ 
par  f  ^  )  9    i  7~Mni  I  '   ^''^*  *^^  valeurs  constantes  que  prennent 

les  autres  dérivées  lorsqu'on  y  faitx  =  0,  valeurs  qui  se  déduisent 
des  équations  précédentes  et  qui  seront  des  fonctions  de  C,  C,  C"  etc., 
le  théorème  de  Maclaurin  donnera 

V  =  C  -+-  C'x  H-  C"^ -♦-  C^-^^J 


2  4.2.5...(«— i) 

(c^*y\  X-  /rf"^*y\  ^""^^ 

*ry ^  1.2.3...n "*"  V*^/, i.2...(nH-1)  "*"  ''^* 

11  est  à  remarquer  que  les  n  constantes  C,  C,  C' qui  entrent  dans 

celte  intégrale  sont  des  constantes  entièrement  arbitraires;  en  effet  on 
sait  (N<*  227)  que  l'équation  proposée  a  un  nombre  n  d'intégrales  pre- 
mières distinctes  de  l'ordre  n  —  1 ,  contenant  chacune  une  constante 
arbitraire  distincte.  Concevons  que  l'on  ait  tiré  de  ces  n  intégrales  les 

dy     d*v       d»~*v       ^       .       , 
valeurs  de  y ,  -~  >    7-^  •  •  •  •  ,  ^_^  en  fonction  de  x  et  de  ces  constantes  ; 

en  les  substituant  dans  l'expression  précédente  de -7^9  c'est-à-dire, 
dans  la  fonction  f,  celle-ci  prendra  la  forme 

Ja  fonction  f  ne  contenant  plus  d'autre  variable  que  x.  Des  quadra- 
tures successives  de  cette  équation  feraient  ensuite  connaître  les  va- 

d"~"*v     d"~*v        dy  11. 

leurs  de  -; — -,9  —, — ^ -7^»  'A  et  comme  chaque  quadrature  intro- 

ax"-*     rfx"-*         dx   *^ 

duit  une  constante  arbitraire  isolée,  il  est  visible  que  quand  on  fera 
a;  ==  0,  les  valeurs  de  ces  dérivées  contiendront  chacune  cette 
constante  arbitraire  isolée  et  que  par  conséquent  celles-ci  se  rédui- 
ront à  des  constantes  arbitraires. 
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Les  équation!!  dérivées 
donnent 


^  I.  î2  4. 2.  d  1.  2.  0.  4 


I.  2.  5.  4.  5 


■  x^  -H  etc. 


X    x'  x**  \ 

Cette  dernière  peut  se  mettre  sous  la  forme 

y  =  C  cos  X  -t-  C^  sin  X  —  a  (sin  x  —  x). 

240.  Lorsque  pour  x  =  0,  on  trouve  des  valeurs  infinies  pour 
les  dérivées,  comme  il  arrive  dans  les  exemples  suivants  : 

d*V       ^dy  ^         d*y 

X  -r^,  -+-  2-7^-4-  axy  =  0 ,     x  V^=  ay , 
i/x*         rfx  -^         '       dx'        ^' 

on  fera  usage  de  la  formule  de  Maclaurin,  modifiée,  telle  qu'elle  a  été 
démontrée  au  N°  41  du  calcul  différentiel.  On  sait  que  si  on  repré- 
sente par  A,  A',  A" les  valeurs  que  prennent  y  y  ~r^  7^»   ete. 

quand  on  y  fait  x  égal  à  une  constante  a  et  par 

(p)  ,   /^^   etc. 

d'y     d"+^y 
ce  que  deviennent  alors  les  dérivées  -7-^»  -7 — f--  etc.,  on  a 

y  =  A  -H  A'  (x  —  a)  -♦-  A"^^^-I1^  -+-  etc 


/d;;y\   (x-«)-      /rf"^^y\       (^-«)"^^      ,  ,,, 
\rfx»y^i.2....n      Vt/x-^V^  1.  2....  (n  ^  i) 

dans  laquelle  A ,  A',  A"  etc.  sont  les  constantes  arbitraires.  En  appH- 
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quaiil  cette  formule  au  second  des  exemples  prëcédcnts,  on  trouve 
pour  intégrale, 


+  A'  (ac  — a)  )  1  +  aa  ' 


1.2.  3 


1.2.3.4        1.2.5.4^.5      "    / 


«■"■(Lii— »■) 


A  et  A'  sont  les  deux  constantes  arbitraires  qu'elle  doit  contenir.  Il  est 
à  observer  que  a  ne  peut  pas  être  considéré  comme  une  troisième 
constante  arbitraire ,  car  si  on  effectuait  tous  les  calculs  indiqués,  cette 
lettre  disparaîtrait.  La  présence  de  cette  indéterminée  est  utile  pour 
rendre  les  séries  très  convergentes;  ainsi  si  on  ne  doit  connaître  Tin- 
tégralc  que  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  limites  a  et  6, 
c'est-à-dire,  si  l'on  ne  doit  connaître  la  forme  de  la  courbe  repré- 
sentée par  l'intégrale  que  dans  la  partie  comprise  entre  les  abscisses 
a  et  6,  on  prendra  pour  a  une  moyenne  entre  ces  deux  limites,  ce 

X  —  a 

qui  rendra en  général  très  petit  et  se  bornant  aux  termes  de 

oc 

(X  —  a\«                                                                                 /x  —  a\» 
j  et  négligeant  les  termes  qui  contiennent  i  j  > 

l j  »  etc.,  il  viendra 

»=*[<-ê('-")-]-*'('-4'-°-feï} 

240.  Intégration  par  la  méthode  des  coefjîciens  indéterminés.  — 
La  longueur  des  calculs  dans  lesquels  on  e.'tt  entraîné  fait  souvent 
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liréfcrcr  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés.  Prenons  pour 
exemple  l'équation  dérivée  traitée  plus  haut 

dhj 

Si  Ton  pose 

y  =  A  -4-  Bx  -♦-  Cx«  -+-  Dx5  -t-  Ex*  -4-  Fx»  -f-  etc. 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  de  y  et  celle  de  --j-^-  qu'on  en  déduit, 

dans  l'équation  proposée ,  on  obtiendra  une  équation  en  x  seul  dont 
les  deux  membres  sont  rendus  identiques  en  posant 

2C  =  — A,     6D  =  a  — B,     12E  =  — C,     20F  =  — D. 

Il  est  visible  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  termes  que  Ton  consi- 
dère ,  on  aura  toujours  deux  équations  de  moins  qu'il  n'y  a  de  coeffi- 
ciens indéterminés;  deux  quelconques  d'entre  eux,  par  exemple, 
A  et  B ,  resteront  donc  arbitraires ,  et  l'on  trouve 

A       ^      a— B      ^        A       ^      B— a 

^=-1'  » 6-'  ^  =  24'  ^=-m' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  précédent  de  fintc- 
grale ,  on  arrive  au  même  résultat  que  ci-dessus. 

24i .  Lorsque  l'intégrale  peut  être  développée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x ,  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés  ne 
présente  d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  longueur 
des  calculs  ;  mais  si  le  développement  est  impossible  sous  cette  forme, 
circonstance  dont  on  est  averti  par  des  contradictions  et  des  impossi- 
bilités dans  les  équations  de  condition,  ou  si  la  valeur  de  y  ne  con- 
serve pas  le  nombre  de  constantes  arbitraires  nécessaire,  la  marche 
suivie  plus  haut  a  besoin  d'être  modifiée  suivant  les  circonstances. 
Cherchons,  par  exemple,  k  intégrer 

d'y 

La  méthode  précédente  conduit  à  des  équations  impossibles  ;  mais  si 

Ton  fait 

a  6  7  (T 

y  ==  Ax    -♦-  Bx'  -H  Cx   -♦-  Dx    -^  etc. 
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fît  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  la  proposée ,  on  aura 

a  (a  —  i)  (a  —  2)...  (a  —  »  -+-  i)  Ax"*  -^  p  (p  —  i)  (p  —  2) Bx'^ 

-f-  7  (y  —  i)  (y  —  2) (7  —  »  -+-  i)  Cx^  -+-  etc. 


— pAx      — pBx^     — pCx  — etc.  =  0, 
équation  qui  devient  identique  en  posant 
«(a_i)(a_2)...(a-n-4-i)=p,     p(p -  j)  (p- 2),..  (p -n -i-i)=;i 

d'où  Ton  tire  pour  chaque  exposant  a,  p,  7 ,  n  valeurs  que  nous 

désignerons  par  a,  6,  c^  cf....  et  qui  sont  visiblement  les  n  racines  de 
réquation  du  degré  n 

x(x  —  1)  (x  —  2)....  (x  —  w  -+-  l)*=p; 

de  sorte  que  dans  la  valeur  de  y  il  ne  pourra  y  avoir  que  n  sortes  de 
termes,  les  uns  renfermant  x  à  la  puissance  a,  d'autres  à  la  puissance 
6 ,  d'autres  à  la  puissance  c  etc.  ;  si  donc  on  réunit  tous  les  termes 
semblables ,  on  voit  que  la  valeur  de  y  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

y  =  Mx«  -h  Nx**  -^Vjf  -h  etc. 

qui  est  l'intégrale  cherchée.  M,  N,  P,  Q....  étant  les  n  constantes  ar- 
bitraires. Elle  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  a  été  trouvée  au 
X"  238. 

242.  Construction  géométrique  des  intégrales.  —  Lorsqu'une  inté- 
grale ne  doit  servir  qu'à  faire  connaître  la  forme  de  la  courbe  qu'elle 
représente,  il  est  souvent  plus  simple  de  construire  cette  courbe  direc- 
tement avec  l'équation  dérivée  sans  l'intermédiaire  de  l'intégrale, 
comme  on  l'a  déjc^  fait  pour  les  équations  dérivées  du  premier 
ordre  (N°  170).  Cette  construction  est  possible  théoriquement  quel  que 
soit  l'ordre  de  l'équation  dérivée ,  en  employant  des  osculatrices  d'un 
ordre  convenable;  mais  nous  nous  bornerons  ici  aux  équations  du  second 
ordre.  On  considérera  la  courbe  comme  formée  d'arcs  de  cercle,  que  l'on 
tracera  comme  il  suit  :  prenons  une  suite  d'ordonnées  équidislantcs  op, 
hp\  cp'\...  (fig.  43)  et  prenons  un  point  a  h  volonté,  ainsi  qu'une  droite 
at  considérée  comme  une  tangente  à  la  courbe  en  ce  point.  On  se 

du 
donne  ainsi  pour  ce  point,  x ,  y  ci  -y-;  tirons  de  l'équation  donnée 

dhi 
la  valeur  de  -7-^  et  substituons-là  dans  l'expression  du  rayon  de  cour- 
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dy 
bure,  ainsi  que  la  valeur  attribuée  à-—*  Si  on  élève  au  point  a  une 

ax 

perpendiculaire  ao  sur  aty  égale  à  Texpression  du  rayon  de  courbure, 

un  petit  arc  de  cercle  ab  décrit  avec  ce  rayon  et  limité  à  l'ordonnée 

p'b  pourra  élre  considéré  comme  un  arc  de  la  courbe  cherchée.  A 

Textrémité  b  menons  une  tangente  bf  à  cet  arc  aby  mesurons  les 

coordonnées  du  point  6  ainsi  que  l'inclinaison  de  bt  sur  Taxe  des  X, 

dy 
ce  qui  fera  connaître  x ,  y  et  -^  pour  le  point  6  et  Ton  déterminera 

d^y 
comme  plus  haut  la  valeur  de  y^  correspondant  à  ce  point  et  par  suite, 

le  rayon  de  courbure  6o'  ainsi  que  l'arc  6c.  Cette  opération  répétée  un 
certain  nombre  de.  fois,  fera  connaître  approximativement  la  courbe 
cherchée.  L'équidislance  des  ordonnées  op,  bp\  cp'\...  est  nécessaire, 
parce  que  le  dx  a  été  supposé  constant  dans  l'équation  dérivée  du 
second  ordre. 

243.  Lorsque,  par  la  nature  de  la  question  ou  par  la  construction 
précédente,  on  connaît  à  peu  près  la  forme  de  la  courbe ,  on  peut  sou- 
vent faire  dans  l'équation  dérivée,  certaines  simplifications  qui  rendent 
l'intégration  possible.  Si  Ton  fait,  par  exemple,  que  la  courbe  à  laquelle 
appartient  l'équation 

rfx« 

7=ax, 


[-(â)T 


ne  s'écarte  que  très  peu  de  l'axe  des  X,  on  en  conclura  que  -preste 

toujours  très  petit  et  peut  par  conséquent  être  négligé  devant  l'unité, 
ce  qui  réduit  cette  équation  à  la  suivante 

dhj 

dx* 
facile  à  intégrer. 

244.  Intégration  générale  des  équations  dérivées  simultanées.  — 
Jusqu'ici  on  ne  s'est  occupé  que  des  équations  dérivées  ne  renfermant 
que  deux  variables,  dont  une  était  indépendante.  Supposons  mainte- 
nant qu'elles  contiennent  un  plus  grand  nombre  de  variables  dont  une 
seule  soit  indépendante.  Il  est  évident  que  pour  que  cette  dernière 
condition  soit  remplie,  il  est  indispensable  que  l'équation  dérivée  ne 
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soit  plus  unique,  mais  qu'il  y  en  ait  un  nombre  égal  à  celui  des  varia- 
bles moins  une,  c'est-à-dire,  que  le  nombre  d'équations  soit  égal  à 
celui  des  variables  dépendantes.  L'ensemble  de  ces  équations  se  nomme 
équations  simultanées. 

Proposons-nous  d'itotégrer  un  pareil  système  d'équations,  c'est-à- 
dire,  de  remonter  à  la  relation  finie  qui  existe  entre  ces  variables, 
connaissant  certaines  relations  entre  leurs  dérivées.  Cette  intégration 
est  toujours  possible  théoriquement,  c'est-à-dire,  qu'il  est  toujours 
possible  de  la  faire  dépendre  des  théories  exposées  plus  haut.  La 
méthode  générale  consiste  à  éliminer  les  variables  entre  les  équations 
de  manière  à  remplacer  celles-ci  par  un  égal  nombre  de  nouvelles 
équations  renfermant  chacun  la  variable  indépendante  et  l'une  des 
variables  dépendantes,  et  à  n'avoir  ainsi  à  intégrer  que  des  équations 
à  deux  variables.  Pour  effectuer  cette  élimination ,  supposons  qu'il  y 
ait  deux  équations  à  trois  variables  x,  1/  et  z,  x  étant  la  variable 
indépendante;  admettons  aussi  que  les  dérivées  de  l'ordre  le  plus 

rf*z      d*'z 
élevé  de  z  soient  -y—  et  -5 — ,  dans  les  deux  équations.  Si  on  dérive  n' 
ax*      ax*^ 

fois  la  première  et  n  fois  la  seconde,  on  aura,  en  tout,  n  -f-  n'  -^  2 

équations ,  y  compris  les  deux  proposées ,  qui  renfermeront  z  et  ses 

dz  rf"'^*'z 

dérivées  depuis  -7- jusqu'à  -j — 7-;;    or,   comme  entre  un   nombre 
ax  ox*'''* 

n  +  n'  -f-  2  équations,  on  peut  éliminer  n  +  n'  +  1  quantités,  on 

dz  d*z  (!*•+*'« 
pourra  éliminer  «»  t-'  j^'*"  TTJ^  ®^  *'  restera  une  équation  déri- 
vée entre  1/  et  x  seuls.  On  éliminera  ensuite  de  la  même  manière  les  y 
et  ses  dérivées,  ce  qui  conduira  à  une  seconde  équation  en  t^  etx  seuls 
et  ces  deux  équations  à  deux  variables  étant  intégrées,  représenteront 
les  intégrales  cherchées.  S'il  y  avait  trois  équations  dérivées  à  quatre 
variables  x,  t/,  z,  11,  on  pourra  éliminer,  comme  on  vient  de  le  voir, 
entre  la  première  et  la  troisième,  puis  entre  la  première  et  la  seconde, 
la  variable  u  et  toutes  ses  dérivées;  on  sera  ainsi  conduit  à  deux 
équations  dérivées  en  x,  y,  z  entre  lesquelles  les  variables  y  et  z 
pourront  être  séparées,  comme  on  vient  de  le  voir.  Au  lieu  de  la 
variable  ti,  on  éliminera  ensuite  z  en  ses  dérivées;  les  deux  équations 
en  X,  y,  u  qui  résulteront  de  cette  élimination  seront  traitées  comme 
les  deux  précédentes  et  conduiront  à  une  équation  dérivée  en  u  et  x. 
Les  trois  équations  dérivées  proposées  se  trouveront  ainsi  remplacées 
par  trois  équations  dérivées  à  deux  variables  chacune,  que  l'on  intégrera 
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comme  il  est  dit  plus  haut.  Preoons  pour  exemple  les  deux  équations 
simultanées 

dx      ky  —  X      rfy  y  -^  kx 

dz        / — z        dz  l  —  z 

que  nous  avons  trouvées  pour  la  spirale  conique  (calcul  dilT.  N"  lia). 
Les  dérivées  de  ces  deux  équations  sont 

rf'x  ,y  -h  kx      d^y       ,x  —  ky 

En  éliminant  y  entre  ces  dernières  il  vient 

(^— )*£-*-('--)Sh-(*«-h1)x  =  0, 

dont  rintcgrale  a  été  trouvée  plus  haut  (N"*  258).  On  trouve  de  celle 

manière  qu'en  déterminant  les  constantes  arbitraires  par  lu  conditi(ai 

.     -    ,  ,  ,  rfx  ,     .         kr 

que  y  soit  égal  a  r  pour  z  et  x  nuls  cl  que  -j^  devienne -y-au  même 

point,  les  équations  de  la  spirale  conique  sont 

x  =  ^-(/  — s)sinlog^^— —  j  5    y  =  ^(/  — -)coslog^^— -  j  - 

241).  Équations  linéaires  simultanées ,  d  voe/liciens  constants.  — 
La  méthode  précédente  est  générale;  mais  dans  les  applications ,  on 
est  presque  toujours  arrêté  par  la  complication  des  équations  finales 
et  par  la  difficulté  de  les  intégrer.  Ce  n*est  que  pour  certaines  formes 
particulières  des  équations  dérivées  que  l'on  peut  espérer  terminer 
les  calculs;  ainsi  si  les  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux  varia- 
bles dépendantes  et  leurs  dérivées ,  c'est-à-dire,  si  celles-ci  n'y  entrent 
qu'à  la  première  puissance  sans  être  multipliées  entre  elles,  les  équa> 
lions  finales  seront  elles-mêmes  linéaires  et  on  pourra  par  conséquent, 
))rofiter  pour  Tin tégra lion  des  propriétés  dont  jouissent  ces  sortes 
d'équations. 

Lorsque  les  équations  simultanées  sont  linéaires ,  du  premier  ordre 
et  à  coefiicicns  constanLs,  on  peut  obtenir  les  deux  intégrales  d'une 
manière  plus  simple;  soient  en* effet  les  deux  équations 


4- 

dx 

4: 

+  Cy-H 

Dj  =  X 

»■£ 

-»-  C'y  + 

D'z  =  X' 
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dans  lesquelles  A ,  B,  C,  D....  sont  des  constantes  et  X,  X',  des  fonc- 
tions quelconques  de  la  variable  indépendante  x.  Multiplions  la  seconde 
par  un  coefficient  indctcrniinc  fx  et  ajoutons  la ,  membre  à  membre,  à 
la  première  ;  il  viendra 

(A  -^  A»^-h  (B  -f-  BW^-+-  (C  ^-  CV)y  +  (D  ^  DV)z=X-^XV 

nu  bien 

(iy^      B  -♦-  B>  dz      C  -^  C>  (         I)  -»-  D>    )      X -4- Xy 
di  "*"  A  -^  AV  rfx  "*"  À  -+-  A>  r  "*"  C  -^  C>^j""A  -+-  AV' 

Comme  le  facteur  fx  est  arbitraire ,  on  le  déterminera  par  la  condition 
que 

B  -♦-  B>      D  -f-  DV 


A^AV 

C  ^  C> 

et  alors , 

en  représentant  y  -+- 

^,'p-.'- 

dr      C  +  CV 
dx      A  -+•  A  V 

x  +  xv 

*"      A  -t-  AV 

que  nous 

mettrons  sous  la  forme 

dr  -t-  mr  rfx  =  X,  dx. 

Cette  équation  différentielle  qui  est  linéaire  et  du  premier  ordre ,  est 
toujours  intégrable  ou  réductible  aux  quadratures  et  donne 

r  =  e-"'  (/X,  e-'dx  -+-  E)  ; 

si  donc,  on  remplace  r  par  sa  valeur,  on  aura  pour  Tune  des  inté- 
grales cherchées , 

,,  .    ^"^^'^  z  =  e-""  (/X  e-'r/x  -h  E). 
«^  ^  C  -f-  cv 

Quant  h  l'autre  intégrale,  remarquons  que  l'équation  de  condition  qui 
a  servi  à  déterminer  la  valeur  de  p,  conduit  à  une  équation  du  second 
degré  et  fournit  par  conséquent  pour  i* ,  deux  valeurs  p  et  p'  que  l'on 
peut  prendre  arbitrairement  et  dont  chacune  fournit  une  intégrale 
semblable  à  la  précédente.  En  représentant  par  m,  m\  X,  X',  les 


•^  ■  c  -*-  cy 
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résultats  de  leur  substitution  dans  m  et  X^,  les  deux  intégrales  seront 

y  ^  P^^ = '^'  ^•^^'  ""'''^  -^  ^) 

Ç-±-?>!  2  =  e— "  (fXr  e-"rfx  -t-  E'). 

c  -i-  cy  ^"^    ' 

Si  l'on  avait  trois  équations  entre  quatre  variables  i ,  y ,  z ,  k  , 

A  $^+B  ^+C  ^+Dtf  +Ez+Fu=X 
dx  dx  ai        "^ 

A'  $^-H  B'  ^H-  C  $?  +  D'y  +  E'z  +  F'«=X' 
dx  dx  dx 

A"^  -4-  B"  ^  +  C"^  +D"y  +  E"z  -*-  F"m  =  X", 
rfx  ux  dx 

X    B,  C étant  des  coeiliciens  constants  et  X,  X',  X"  des  fonctions 

quelconques  de  la  variable  indépendante  x,  on  multiplierait  la  seconde 
et  la  troisième  par  les  facteurs  indéterminés  f*  et  f*',  puis  en  ajoutant 
membre  à  membre ,  on  trouverait 

-h  (D  -4-  DV  ^  D'>')y  -H  (E  -f-  E>  -+-  E>')  z 
4-  (F  -f-  FV  -4-  F'V)  w  =  X  H-  X>  -*-  X'V, 
ou  bien 

(hj      B  +  D>  +  BY  dz      C-h  cy  -t-  C"fx'dt<  ^  D  -h  D>  -h  D  V 
rfi  "^  A  +  AV  -♦-  A'V  rfx  "*"  A  -♦-  A>  -♦-  AVrf^      A  -+-  AV  -♦-  A'V 

E-f-EV-4-EV      F  -4-  FV  -4-  F^V^) ^  X  -f-  xy  -^  xy  ^ 

î'  "^  D  -+-  DV-4-D'V^  "^  D  -f-  DV  -♦-  D'V ^  ^       A  -+.  A>  -♦-  A>'' 
puis  en  déterminant  f*  et  p'  par  les  deux  conditions 

B  +  B>  -f- BV __ Ej-jE'fijvjEy    C -+•  cy -f- cy ^F -vF>-hry 

A  -♦-  AV  -H  Ay  ■"  D  -f-  Dfx  -♦-  Dy  '  A  -♦-  A>  -f-  A'V  D-*-  DV-hDV 
cl  en  représentant  par  r  la  fonction 

E  -4-  E>  -♦-  E'V  F  -4-  F>  -f-  F'V 

^       D  H-  D>  -f-  Dy  D  -4^  D>  +  !)>' 
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réquation  différentielle  prendrait,  comme  précédemment,  la  l'orme 

dr  -4-  wtrdx  =  X^  dx 

qui  aurait  encore  pour  intégrale 

•  ,.  ^  g— .X  {^fx^e'^dx  -4-  E). 

Remarquons  que  les  deux  équations,  servant  à  déterminer  p  et  p', 
conduisent  par  l'élimination,  à  deux  équations  du  troisième  degré,  Tune 
en  fil  et  l'autre  en  fx',  comme  on  peut  s'en  assurer,  et  donnent  par  con- 
séquent trois  systèmes  de  valeurs  pour  ces  facteurs.  En  désignant  par 
m,  m\  m'",  r,  r",  r'",  et  X',  X;',  X;",  les  trois  valeurs  des  fonctions 
représentées  par  m,  r  et  X,,  on  aura  enfin  pour  les  trois  intégrales, 
après  avoir  mis  pour  r  la  fonction  en  y,  z,  u  qu'elle  représente, 

r  =  e-"''  (/ X;  e'^''dx  -4-  E) ,     r"  =  c"-"'  (/ x;' e*"'rfx  h-  E') , 
r"  ==  c— '"'  (/X;"c-''"'dx  -+.  E"). 

Une  marche  analogue  fera  connaître  les  intégrales  pour  les  équations 
simultanées  d'un  plus  grand  nombre  de  variables. 

On  serait  arrivé  aux  intégrales  de  ces  mêmes  équations ,  en  effec- 
tuant l'élimination  par  la  méthode  générale  (N""  244)  et  en  faisant 
usage  pour  l'intégration  des  propriétés  des  équations  dérivées  linéaires 
démontrées  au  N°  230. 

246.  Cas  des  racines  égales.  Dérivation  sous  le  signe,  —  Lorsque 
les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de  pi,  p'....  ont  des  racines  égales, 
la  méthode  précédente  devient  insuffisante;  car,  pour  le  cas  de  deux 
variables  dépendantes,  par  exemple,  si  les  deux  valeurs  de  fx  sont  égales, 
il  est  clair  que  m  et  m  se  confondront  ainsi  que  X^  et  X^;  les  deux  inté- 
grales seront  donc  identiques  et  n'en  formeront  plus  qu'une  seule.  Pour 
trouver  alors  la  seconde  intégrale,  considérons  la  première,  savoir 

tj  ^      "^    /  z  —  e-"'  (/X^e-'rfx  -f-  E)  =  0 

C  -H  C  [A 

comme  étant  une  équation  en  fx;  il  résulte  du  théorème  des  racines 
égales  généralisé  et  étendu  k  une  fonction  quelconque  ^*\  que  si  une 
équation  est  en  général  satisfaite  par  deux  valeurs  d'une  quantité,  la 


(*)  Soit  f{it)  une  fonction  quelconque  contenant  fx;  supposons  que  celle-ci  soit 
nulle  pour  deux  valeurs  de  fx  représenlccs  par  fx  et  fx-f-  A.  On  aura  k  la  fois 

/•fx  =  0,    f{ii-^h)  =  0 
rt  comme  nn  »,  0  ctnnl  compris  entre  zéro  et  runité, 

/•fX(-H/0=:Af*-H/i/'(.t*^eA), 
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dérivée  de  eette  équation  prise  par  rapport  h  cette  quantité  est  aussi 
satisfaite  lorsque  ces  deux  valeurs  deviennent  égales;  si  donc  on  dérive 
rintégrale  précédente  par  rapport  à  fx,  on  obtiendra  la  seconde  inté- 
grale cherchée.  Cette  dérivation  peut  se  faire  dans  chaque  cas  particu- 
lier, lorsque  l'intégrale  fX^e'^'dx  a  été  trouvée;  mais  on  peut,  sans 
assigner  à  X^  une  valeur  particulière  et  sans  effectuer  Tintégration , 
dériver  la  fonction  par  rapport  à  une  lettre  \f.  placée  sous  le  signe 
d'intégration,  opération  qui  se  désigne  sous  le  nom  de  dérivation  ou 
di/férentiation  sous  le  signe;  en  effet,  soit 

//•(x,f.)dx 
une  intégrale  indéfinie  dans  laquelle  fx  est  une  certaine  quantité  indé- 
pendante de  X  et  comprise  d'une  manière  quelconque  dans  la  diffé- 
rentielle f{Xy  if)  dx  ;  la  dérivée  par  rapport  à  f*  de  cette  intégrale  n'est 
autre  chose  que  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport 

//-(X,  li^h)dx  — //'(X,  ji)  dx  ^  /[/•(x,fi-^fe)>-/'(x,fx)]  ^^ 

h  h 

lorsque  h  converge  vers  zéro,  et  il  est  visible  que  cette  limite  est 

\  -     T^ —  dx;  la  dérivée  par  rapport  à  ^a,  de  ff[x^  \t)  dx  est  donc 

^  dx,  d'où  résulte  ce  théorème  :  Pour  dériver  une  intégrale 

indéfinie  qui  n'est  qu'indiquée ,  par  rapport  à  une  lettre  indépendante 
de  la  variable  et  comprise  dans  la  différentielle  sous  le  signe  dï«- 
tégration^  il  faut  dériver  sous  le  signe  par  rapport  à  cette  lettre. 
247.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  dérive  l'intégrale  des  équations  simul- 
tanées par  rapport  à  ft,  en  observant  que  m  et  X  sont  des  fonctions 
connues  de  cette  lettre ,  et  que  la  constante  arbitraire  E  peut  conte- 
nir fit  d'une  manière  quelconque,  on  aura  pour  deuxième  intégrale  des 
deux  équations  simultanées, 

CD'  — CD  dm  ^  ^^^ 

— — TTT-TT  z  = j-  xc-"»'  (/X,  e^dx  -\-  E) 

Odm  ^,  ,         r  dX         ^        dE\ 

-y-  \  xd-^dx  -^  \  -y'  e"*dx  H-  -7-  1 
da  3   df*  dp/ 


î 


les  deux  équations  deviennent 

/•f*  =  0,    /•'(pi-^ôA)  =  0 
qui ,  lorsque  les  deux  valeurs  de  f*  sont  égales  ou  lorsque  h  est  nul,  se  réduisent 
aux  deux  suivantes 

/■î*  =  0,    rii=zO. 
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dF 
que  Ton  peut  mettre  sous  cette  autre  forme ,  eu  observant  que  -j-^  csl 

aussi  une  constante  arbitraire  que  l'on  peut  représenter  par  E',  ^*^ 

CD'  — CD  (^,      ^dm         Ç/dX      dm^     \ 

dm       .^  1 

ou  bien  en  remplaçant  E  par  sa  valeur,  tirée  de  la  1'"  intégrale , 
CD'  — CD         dm    /        D-f-D>    \ 

Cette  équation  est  la  seconde  intégrale  des  deux  équations  dérivées 
simultanées  proposées;  E  et  E'  sont  les  deux  constantes  arbitraires 
qu'elles  doivent  contenir.  Pour  les  équations  dérivées  contenant  plus 
de  trois  variables,  on  suivra  une  marche  analogue.  Si  les  produits  B'C 
et  A'D'  étaient  égaux,  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  fx  se  réduirait 
au  premier  degré  ;  mais  on  sait  que  dans  ce  cas  la  seconde  racine  est 
infinie  et  les  valeurs  de  m',  XJ,  et  le  coefiicient  de  z  dans  la  1'®  intégrale, 

C     X'    D' 

deviennent  —  »  —j  pj  de  sorte  que  la  seconde  intégrale  est  alors 

_c;  (y 

y  H- ^;.  =  e"A'^  Qjx'eÂ'^dx^E'Y 

t248.  Intégration  des  équations  linéaires  simultanées  d'un  ordre 
quelconque.  —  L'intégration  d'un  système  d'équations  linéaires  simul- 
tanées à  coeflîciens  constants  et  d'un  ordre  quelconque  peut  être 
ramenée  au  cas  précédent  ;  car  si  l'on  a 

.  rf'y      «  d^z      ^  dy      ^  dz      „ 
(IX*  ax*  dx  dx 

^À^y      «,  d*^      ^,dy      ^,dz       ^,        „, 


(*)  Les  deux  quantités  E  et  E'ont  des  valeurs  entièrement  arbitraires,  quoique  E' 
soit  la  dérivée  de  E,  car  on  peut  ajouter  à  la  fonction  E  telle  constante  absolue  que 
Ton  veut,  sans  que  E'  cesse  d^étre  la  dérivée  de  E. 
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en  posant 

dy  dz 

7te  =  P'  5i  =  9' 

les  deux  équations  sont  remplacées  par  les  suivantes  : 

A-^-f-B^-f-Cp-hD9-f-Ey-^-Fz  =  X 

A'  ^  -^-  B'  T?  -^-  C'p  -^-  D'9  -^  E  y  -+-  F  «  =  X' 


dx~ 

-v  = 

=  0 

dz 

dx 

-7  = 

=  0 

qui  sont  linéaires  et  du  premier  ordre  a  quatre  variables,  dépendantes 
y,  z,  p,  q.  Après  avoir  trouvé  les  quatre  intégrales,  on  éliminera  entre 
ccllcs^i  les  quantités  p  et  9,  ce  qui  conduira  à  deux  équations  en  x,  y,  r 
qui  seront  les  deux  intégrales  cherchées. 
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Intégration  des  cqunlions  diiïérenlielles  renfermant  plusieurs  variables  indépcn- 
danlcs.  —  DifTércnlielles  totales.  —  Condition  d^ntcgrabililc.  —  lulcgralion  de 
réqualion  différentielle  totale  renfermant  plusieurs  variables  iiidépendanlcs.  — 
Exemples  d^intégration.  —  Cas  où  Téquation  différentielle  totale  ne  satisfait  pas 
h  la  condition  d^intégrabilitc.  —  Intégration  des  équations  différentielles  totales 
qui  passent  le  premier  degré.  —  Cas  où  Ton  ne  connaît  qu^une  seule  dérivée  par- 
tielle. —  Équation  aux  dérivées  partielles.  —  Elle  a  toujours  une  intégrale.  -- 
Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  degré  et  du  pre- 
mier ordre.  —  Vérification  de  l'intégrale.  —  Exemples  d'intégration.  —  Appli- 
cations géométriques.  —  Détermination  des  fonctions  arbitraires.  —  Intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  de  forme  quelconque. 
—  Solutions  singulières  des  équations  aux  dérivées  partielles.  —  Inlégrabilité 
de.s  équations  des  ordres  supérieurs.  —  Intégration  des  équations  linéaires  à 
coefliciens  constants.  —  Intégration  des  équations  linéaires  à  cocfficicns  quel- 
conques. —  Intégration  par  les  séries. 

249.  Iniégralion  des  équations  différentielles  renfermant  plusieurs 
variables  indépendantes.  —  Dans  les  chapitres  précédents,  nous 
n'avons  considéré  que  des  équations  dérivées  ne  rcnferniant  qu'une 
seule  variable  indépendante.  Supposons  maintenant  qu'elles  en  refer- 
ment plusieurs;  comme  la  variable  dépendante  z  ])eut  être  dérivée 
par  rapport  à  Tune  ou  Tau  Ire  des  variables  indépendantes  x,  y,  on 

aura  à  considérer  deux  sortes  de  dérivées  du  premier  ordre  -.—  et  -7— 

'  dx       dy 

que  nous  avons  déjà  appelées  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  Zy 
ou  trois  dérivées  partielles  du  second  ordre  et  ainsi  de  suite.  11  se 
présente  trois  cas;  on  peut  se  proposer  de  remonter  à  la  fonction  pri- 
mitive, connaissant  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  d'un  certain 
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ordre,  ou  lorsque  quelques-unes  d'entre  elles,  sont  données,  ou  enfin 
lorsqu'on  ne  connaît  la  valeur  d'aucune  d'entre  elles,  mais  que  Ton 
a  une  relation  entre  ces  dérivées.  Nous  examinerons  successivcuicut 
chacun  de  ces  trois  cas. 

î2dO.  Différentielles  totales.  Conditions  d^intégrabilité.  —  Connaître 

les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  -j-  =  M,  —  =  N  ou  les 

w  .    r       .  ,        ,      d*z       ^       dH         „    d^z      ^    ^ 

trois  dérivées  du   second   ordre  -r-r  =  R ,  -5 — r  =  S ,  -,— r  =  T  et 

ax*  dxdy  dy* 

remonter  de  ces  dérivées  k  la  fonction  primitive,  cela  revient  évidem- 
ment à  intégrer  les  équations  différentielles  totales  du  premier  ou  du 
second  ordre 

dz  =  Mdx  4-  Ndy ,     d«z  =  Rc/x»  -h^Sdxdj/  -i-  Tdy^ 

puisque  les  fonctions  M,  N,  R,  S,  T  ne  font  qu'occuper  la  place  des 

dz     dz     d^z       d^z       d*z 
dérivées  partielles  T- >   -r->   -r-^'   -, — ;->   -r-r  dans  les  différentielles 
ox     dy     ax*     dxdy     ay* 

totales  connues 

rfz  =  -î-rfx-t--7-dy,     dH  =  ^-^dx^-i-  ^^—j~dxdy  -^  j-i^tf  • 
dx  dy   -^  rfx*  dxdy        ^       dy^ 

De  semblables  équations  différentielles  ne  sont  pas  toujours  possibles, 

c'est-à-dire  que  si  l'on  attribue  à  3-  et  -=-  ?    par  exemple ,  des  valeurs 

dx      ay 

M  et  N  quelconques ,  Mdx  -♦-  Ndy  pourrait  bien  ne  pas  représenter 

la  différentielle  totale  dz  d'une  fonction  z  des  deux  variables  indé- 

dz 
pendantes  x,  y  ;  car  on  a  vu  qu'il  doit  exister  entre  les  dérivées  -7-  et 

dz  ^ 

-r-  la  relation 


<l)  <l) 


dy  dx 

et  que  par  conséquent  ou  doit  avoir  identiquement 

r/M_dN 
dy        dx 

condition  indispensable  pour  que  les  valeurs  de  -j-  et  -j^  puissent  ap- 

cix      dy 
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parlenir  ù  la  même  fonction  primitive.  Si  M  et  N  renfermaient  la 

variable  dépendante  z ,  comme  -7-  et  -y—  sont  les  dérivées  de.  M  et  de 

«y       ax 

N  prises  par  rapport  ù  tous  les  y  et  par  rapport  k  tous  les  x ,  celles-ci 

deviendraient  —  -*-—-—     et    — -  -h  -7- "r  et  la  condition  d'inté- 
dy       dz  dy  dx        dz  dx 

grabilité  serait 

m       dMdz_dN       mdz 

dy        dz  dy~'dx       "dz  dx^ 

1 .  .  dz      dz         ^ 

ou  bien  en  remplaçant  --et  -;—  par  leur  valeur, 

dx      dy  ^ 

m       p.  rfM  __  dN  dN 

dy  dz        dx  dz 

L^ëquation  difTdrentiellc  totale  du  premier  ordre  à  trois  variables  se 
présente  souvent  sous  la  forme 

Pdx-4-Qdy-4-  Rdz  =  0; 

pour  avoir  dans  ce  cas  la  condition  d'integrabilité ,  il  suffira  de  re- 
marquer que  puisqu*on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

dz  =  —  -  dx  —  -  dy, 

p  Q 

il  faudra  remplacer  M  et  N  par  —  -  et —     et  Ton  trouvera 

R  R 

,,/r/P      d(ï\       ^/dR      dP\      „/dQ      <IR\ 

Les  équations  difTérentielles  totales  du  second  ordre  et  des  ordres  plus 
élevés  conduisent  à  des  conditions  analogues,  auxquelles  nous  ne 
nous  arrêterons  pas. 

Le  même  raisonnement  fait  voir  que  quand  M,  N,  P  représentent 
les  valeurs  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  ti,  par  rapport  à 
trois  variables  indépendantes  x,  y ,  ^,  c'est-à-dire,  quand  on  a 

du  =  Mdx  -+-  ^dy  -^  Pdz, 

cette  équation  n'est  possible  que  si  ces  fonctions  satisfont  aux  équations 
de  condition 

dM_dN      r/M_dP      rfN_dP 

dy       dx       dz       dx       dz       dy 
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251.  Intégration  de  l'équation  différentielle  totale  renfermant 
plusieurs  variables  indépendantes.  —  Pour  intégrer  le  système  des 
deux  équations 

dz  dz 

satisfaisant  à  la  condition  d^intégrabilité  ou  ce  qui  revient  au  même, 
pour  intëgrer  Tcquation  diiTcrcnlielle  totale 

dz  =  Mdx  -4-  Ndy , 

dz 
remarquons  que  la  dérivée  partielle  —  ayant  été  prise  en  traitant  y 

comme  une  constante,  dans  Téquation 

dz 

il  faut  rintégrer  en  considérant  x  et  z  comme  seules  variables;  mais 
la  consUintc  arbitraire,  au  lieu  d*étrc  une  constante  absolue,  sera  une 
fonction  quelconque  Y  de  la  variable  y  ;  cette  intégrale  sera  donc  de 
la  forme 

F  (x,  y,  x)  étant  une  fonction  connue  de  x,  y  ci  z.  On  déterminera 

dz 
ensuite  Y  de  manière  que  la  valeur  de  -j-  tirée  de  celle  dernière  soit 

dy 

égale  à  N.  Pour  cela  on  différentiera  cette  intégrale  par  rapport  à  y ,  ce 

qui  donne 

rf  Y       dF       dFdz_ 

dy       dy       dz  dy  ' 

dz 
et  en  remplaçant  -r-  P^f  ^  ?  ^^  trouve 

C  étant  une  constante  arbitraire  absolue ,  puisqu'elle  ne  peut  contenir 

dV      dF 
ni  X  ni  y.  La  fonction  j-  ^-  t~  ^  placée  sous  le  signe  d'intégration,  ne 
dy      dz 
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renferme  que  la  seule  variable  y,  si  la  condition  d'intégrabilité  est 
satisfaite  ;  car,  de  ce  que  Ton  a 

F(x,y,z)  =  -Y, 

Y  ne  renfermant  ni  x  ni  z,  il  résulte  que  Ton  a  aussi  en  dérivant  par 
rapport  à  x , 

dF^JFdz_ 
dx      dz  dx 

et  en  dérivant  une  seconde  fois  par  rapport  à  y ,  on  trouve , 

d^F^^jW^dz      dz/d^F    ^  d^¥dz\      dF  dH 
dxdy      dxdz  dx      dx  \dzdy      dz*  dyj      dz  dxdy         ' 

or,  si  Ton  dérive  par  rapport  à  x  la  fonction  placée  sous  le  signe  d'in- 
tégration et  qu'on  tienne  compte  de  la  condition  d*intégrabilité 

rfM_dN  dH         d}z 

dy      dx  dxdy      dydx 

ainsi  que  des  identités 

d»F  _  d»F 
dxdz      dzdx 

on  trouvera  identiquement  le  même  résultat  que  ci-dessus.  Cette  der- 
nière dérivée  par  rapport  à  x  est  donc  nulle  et  par  conséquent  la 
variable  X,  ni  la  variable  z,  qui  contient  x  implicitement,  n*y  sont 
renfermées. 

Cette  remarque  est  une  nouvelle  preuve  que  Téquation  de  condition 

-4^=  -r-est  nécessaire  pour  que  l'équation  différentielle  ait  une  inté- 
dy       dx 

grale  et  en  outre,  que  l'intégrale  existe  dès  que  l'équation  de  condi- 
tion est  satisfaite. 

252.  Exemples  d'intégration.  —  Prenons  pour  exemple 

(x  -4-  y)  dz  H-  (x  -♦-  z)  Jy  -+-  (y  -i-  z)  dx  =  0 
qui  satisfait  à  la  condition  d'intégrabilité;  on  a  donc 

dz           y  -^  z       ^,  ,       dz                 dx 
^         •     d'où    


dx         X  -^y  y  -^  z         X  -^  y 

U 
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et  log  (x  -H  jî)  =  —  log  (x  -f-  y)  -f-  log  Y    ou     (t/  -*-  x)  (x  -*-  y)  =  Y. 
On  lire  de  là 


dF 
dy- 

—  2y  —  X  - 

dF 

-X  — y 

et  cumme 

il  résulte  de  l'équation 

différentielle 

donnée  que 

ron  a 

dz 

dy~" 

X  -^  z 

x-hy 

on  trouve 

^=2y    et    Y  =  y«+C; 

l'intégrale  cherchée  est  donc 

(y  -+-  z)  (x  4-  y)  =  y*  -+-  C    ou  bien    xy  -i-  xx  4-  yz  =  C. 

Comme  il  est  indifférent  de  prendre  x ,  y  ou  x  pour  variable  dépen- 
dante dans  réquation  différentielle  totale 

Pdx  -^Qdy-+-  Rdz  =  0, 

on  choisit  celle  des  trois  variables  pour  laquelle  l'intégration  est  la 
plus  simple. 

On  arrive  d'une  manière  plus  expéditive  à  l'intégrale  toutes  les 
fois  que,  au  moyen  d'un  facteur  commun,  on  parvient  à  séparer 
les  trois  variables  ou  k  décomposer  la  différentielle  donnée  en  plu- 
sieurs groupes  de  termes  formant  chacun  une  différentielle  exacte; 
on  démontre  même  que  lorsque  l'équation  différentielle  totale  satisfait 
à  la  condition  d'intégrabilité,  un  semblable  facteur  existe  toujours, 
quoiqu'il  soit  souvent  difficile  à  déterminer.  Ainsi  dans  l'exemple  sui- 
vant : 

(x*  -f-  y*)  dz  =  («  —  o)  (xrfx  -f-  ydy), 

1 

en  multipliant  par  ,-7 zr-, v,  on  peut  écrire  l'équation  diffé- 

renlielle  sous  cette  forme 

dz    xdx -f- ydy 

z  —  a~    X*  -+-  y* 

dont  les  deux  membres  sont  des  différentielles  totales  exactes.  L'inté- 
grale est 

{z  —  ay  =  x«  -+-  y«  4-  C, 
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Certaines  transformations  sont  quelquefois  nécessaires  pour  rendre 
la  fonction  Y  introduite  par  Tintégration ,  indépendante  des  deux 
variables  x  et  z.  L'équation  différentielle  suivante  offre  un  exemple  de 
ce  cas;  soit 

(2xz  -\-  z')  dx  -+.  ^yzdy  —  2  (x«  -♦-  y«  -+-  6«)  dz  =  0 

qui  satisfait  k  la  condition  d'intégrabilité.  En  prenant  z  pour  variable 
dépendante ,  il  vient 


dz  yz 

dy       X*  -4-  1/*  -h  6* 


dont  l'intégrale  est 


-r  =  x, 


(t/«  -f-  x«  -f-  6«)* 

dans  laquelle  X  représente  une  fonction  de  x  seul.  En  dérivant  par 
rapport  à  x,  on  a,  attendu  que  z  est  fonction  de  x, 

^       {X*  +  y«  +  6»)'  ^-xz  (x*  +  y«  -H  6»)"  ' 


dx  X*  -4-  y*  -4-  6* 

dz  2xz  -H  x' 

et  en  remplaçant  -r  par  sa  valeur  donnée  --r-r 5 — ,,,  >  l'équation 

ax  2  (x*  -h  y*  -4-  6*) 

dérivée  se  réduit  à 

rfX  z^ 


dx  1 

2  (x«  -+.  y«  -+-  6«)* 

d'où  l'on  devrait  par  une  quadrature,  tirer  la  valeur  de  X,  quadrature 

rfX 
impossible ,  parce  que  la  valeur  de  la  dérivée  -p  renferme  les  trois 

variables  x,  y  et  z,  quoique  l'on  soit  certain  que  X  ne  doit  être 
fonction  que  de  x  seul.  Pour  lever  cette  difficulté,  il  suffit  d'éliminer 
y  ou  z  entre  cette  dernière  et  la  valeur  de  X  ;  il  vient  alors 

^  =  -X3,    d'ou~  =  ^dx,     et    X'  =  -^^-^; 


l'intégrale  cherchée  est  donc 

xz*  -t-  x'  -t-  y*  -+-  6* 


4-C  =  0. 
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Une  marche  analogue  conduirait  à  la  fonction  primitive,  dont  les  trois 
dérivées  partielles  du  second  ordre  seraient  connues. 

253.  Cas  où  la  différentielle  totale  ne  satisfait  pas  à  la  condition 
d'intègrahilitè.  —  Si  une  équation  difTérentielle  totale  à  trois  variables 
ne  satisfaisait  pas  à  la  condition  d'intégrabilité,  il  faudrait  en  conclure 
que  cette  équation  prise  isolément  et  considérée  comme  renfermant 
deux  variables  indépendantes,  est  impossible,  ou  en  d'autres  termes, 
qu'il  n'existe  pas  de  surface  jouissant  de  la  propriété  exprimée  par 
l'équation  différentielle.  Celle-ci  ne  prend  une  signification  qu'en 
admettant  qu'elle  appartient  à  un  système  de  deux  équations  simul- 
tanées dont  une  seule  est  donnée,  tandis  que  l'autre  reste  arbitraire; 
c'est-à-dire  que  la  propriété  ne  peut  subsister  que  pour  une  courbe  à 
double  courbure,  dont  l'une  des  équations  est  arbitraire.  Pour  intégrer, 
on  devrait  même,  à  défaut  de  cette  seconde  équation,  admettre  entre 
les  trois  variables  ou  entre  deux  d'entre  elles,  une  relation  quelconque, 
ce  qui  permettrait  d'éliminer  une  variable  de  l'équation  différentielle 
donnée  et  rendrait  l'intégration  possible.  L'exemple  géométrique  sui- 
vant éclaircira  celte  remarque.  Supposons  que  l'on  demande  l'équation 
de  la  surface  qui  jouit  de  cette  propriété,  que  si  en  un  point  quel- 
conque on  mène  des  tangentes  aux  sections  parallèles  aux  plans  des 
XZ  et  des  YZ ,  les  deux  sous-tangentes  correspondantes  soient  respec- 
tivement proportionnelles  à  Yy  et  à  l'x  du  point  de  contact.  On  est 
conduit  aux  deux  équations  de  condition 

z  z  dz         z       dz        z 

—  =my,     —  =  nx,     ou    —  =  — ,    ■--  =  —  , 
dz  dz  dx       my      dy       nx 

dx  dy 

et  l'équation  différentielle  totale  de  la  surface  devrait  être  de  la  forme 

dz=  —  dx-\ dv« 

my  nx 

Gomme  cette  équation  n'est  pas  une  différentielle  totale  exacte,  ou  eu 
conclut  qu'il  n'existe  pas  d'équation  primitive  à  deux  variables  indé- 
pendantes qui  y  satisfait,  c'est-à-dire  qu'aucune  surface  ne  jouit  de 
la  propriété  indiquée  ;  toutefois ,  il  en  existe  une  qui  jouit  de  cette 
propriété  non  pas  dans  tous  ses  points,  mais  le  long  d'une  certaine 
courbe  qui  y  est  contenue  et  dont  on  donne  la  projection  ou  que 
l'on  assujettit  à  se  trouver  dans  une  surface  donnée;  puisque  en 
établissant  une  relation  quelconque  entre  x,  y^  z,  l'équation  diffé- 
rentielle  précédente  est   intégrable.   La  courbe  représentée  par  le 
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système  des  deux  équations  finies  est  visiblement  la  courbe  clicrchée  ; 
ainsi ,  si  l'on  prend  pour  surface  donnée  Th}  perboloïde 

z  =  axy, 
l'équation  ditférentielle  totale  devient 

dz  =  —  xdx  -*-  —  ydy 
dont  l'intégrale  est 

et  cette  équation  jointe  à  celle  de  l'hyperboloïde  détermine  la  courbe 
le  long  de  laquelle  la  surface  cherchée  jouit  de  la  propriété  énoncée 
plus  haut.  En  éliminant  z ,  on  trouve  pour  la  projection  de  In  courbe 
sur  le  plan  XY , 

X*      y*      26 
^       w      n       a 

qui  représente  une  section  conique. 

254.  Intégration  des  équations  différentielles  totales  qui  passent  le 
premier  degré.  —  Dlfns  les  numéros  précédents  on  ne  s'est  occupé  que 
de  l'intégration  des  équations  différentielles  totales  du  premier  degré 
ou  de  la  forme 

dz  =  Mrfx  -♦-  Nrfy ,     dH  =  Rdx*  -+-  ^dxdy  -f-  Trfy« 

satisfaisant  ou  ne  satisfaisant  pas  aux  conditions  d'intégrabilité.  Sup- 
posons maintenant  que  la  différentielle  totale  dz ,  dH de  la  varia- 
ble dépendante  z  soit  élevée  à  une  puissance  supérieure  à  la  première. 
L'équation  prend  alors  la  forme 

Pdz*  -+-  Qdy»  -^  Rdx«  -h  Sdzdy  -f-  Tdzdx  -f-  U Jxrfy  =  0,  P{d*zY  -f-  etc. = () 

et  est  dite  du  second  degré.  Elle  ne  peut  être  considérée  comme  dé- 
duite d'une  équation  primitive  contenant  deux  variables  indépendan- 
tes x,  y  que  si  elle  s'accorde  identiquement  avec  une  certaine  équation 
différentielle  totale  exacte 

dz  ==  Mrfx  H-  Nrft/ 

c'est-à-dire,  si  en  remplaçant  dz  par  la  valeur  précédente,  et  égalant  à 
zéro  les  coef&ciens  de  tous  les  termes  pour  rendre  l'équation  iden- 
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tique ,  on  peut  déduire  de  ces  équations  de  condition  des  valeurs  de 
M  et  N  satisfaisant  à  Tidentité 

df/      dx 

Mais  il  est  visible  que  si  on  attribue  aux  cocfficiens  P ,  Q ,  R....  des  va- 
leurs arbitraires,  ces  conditions  en  général  ne  seront  pas  remplies  et 
que  par  conséquent  les  deux  variables  x  et  y  ne  seront  pas  indépen- 
dantes. L'intégrale  ne  s'obtiendra  dans  ce  cas  comme  plus  haut,  qu'en 
admettant  qu'il  existe  entre  ces  deux  variables  une  relation  que  l'on 
peut  prendre  k  volonté , 

f{xyy)=Oy     dy  =  pdx. 

Alors  l'équation  différentielle  totale  devient  en  remplaçant  y  et  dy  par 
leur  valeur, 

Pdz*  -4-  Qp*dx*  H-  Rrfx*  -♦-  Spdzdx  -k-  Tdzdx  -f-  Vpdx^  =  0 , 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  dz  qui  sera  de  la  forme 

dz  =  W.dx, 

W  étant  une  fonction  connue  de  x  et  ;;  seulement,  parce  que  les  y  et 

les  p  ou  -—  peuvent  être  remplacés  par  leur  valeur  en  x.  L'intégrale 

de  cette  dernière , 

F(x,z)  =  0 

jointe  à  l'équation 

sera  la  solution  cherchée. 
253.  Cas  où  l'on  ne  connaît  qu'une  seule  dérivée  partielle.  —  Sup- 

dz 

posons  que  l'on   ne  connaisse  qu'une   des  dérivées  partielles  —  et 

posons 

^  =  f{x,y,z); 

comme  cette  dérivée  a  été  obtenue  en  traitant  y  comme  constant, 
il  faut  intégrer  dans  la  même  hypothèse  et  considérer  la  constanle 
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arbitraire  comme  une  foDCtion  arbitraire  de  cette  variable  ;  on  a  donc 
pour  intëgrale  complète  de 

£  =  f{x,y,z), 

savoir  : 

F(x,y,z)  =  9y, 

^y  étant  une  fonction  arbitraire  de  la  variable  y  seule.  Les  équations 

dz  dz        ^        ^      dz  ^ 

-—=  a ,     —  =  x«  -4-  y*,     -5-=  zx^ 
dx  dx  dy 

conduisent  aux  intégrales 

Les  mêmes  calculs  feront  connaître  Tintégrale ,  connaissant  une  dérivée 
partielle  d'un  ordre  supérieur.  Par  exemple 

dH 

conduit  à 

dz      ax'         _  ax^      y*x* 

fV  ^^  Vy  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  y.  De  même 

dH  _ 
dxdy  ^ 


donne 
OU  plutôt, 


dz       ax*y  axhj^        _       _ 


ox'v* 
z=—f"^^y-^?% 

puisque  ffy  étant  une  fonction  quelconque  de  y ,  /^ydy  est  elle-même 
une  fonction  arbitraire  -^  de  cette  variable. 

256.  Equations  aux  dérivées  partielles.  Elle  a  toujours  une  inté- 
grale. —  Passons  enfin  au  troisième  cas  et  supposons  que  Ton  ne 
connaisse  la  valeur  d'aucune  dérivée  parliellc ,  mais  que  Ton  ait  une 
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relation  entre  un  certain  nombre  d'entre  elles  et  les  variables  x,  y,  z, 
relation  que  nous  désignerons  en  général  par 

^/  dz      dz      dH        \ 

On  appelle  encore  intégrale  l'équation  primitive  qui  y  satisfait  et  la 
recherche  de  cette  intégrale  fait  plus  particulièrement  l'objet  de  la 
branche  importante  d'analyse  qui  traite  de  Viniégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles.  Avant  de  nous  occuper  des  différentes  métho- 
des d'intégration,  il  importe  de  démontrer  à  priori  qu'à  une  équation 
quelconque  aux  dérivées  partielles  correspond  nécessairement  une 
équation  primitive  ou  une  intégrale 

z  =  ¥{Xy  y). 

Pour  le  faire  voir,  observons  qu'une  fonction  quelconque  en  x  et  y 
peut  être  conçue  développée  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes de  X  —  o ,  a  étant  une  constante  prise  h  volonté,  de  sorte  qu'on 
peut  poser  en  général 

r  =  A  -+.  B  (x  —  a)  -4-  C  (x  —  a)*  -4-  D  (x  —  a)»....  P  (x  —  a)^ 

-*-  Q  (x  —  a)p^^  +  etc., 

dans  laquelle  A,  B,  C,  D,  P....  sont  des  fonctions  de  y  seul  et  la 
question  se  réduit  à  démontrer  la  possibilité  de  trouver  pour  ces 
coefficiens  indéterminés  des  valeurs  telles  que  z  satisfasse  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  donnée.  Or,  si  on  tire  de  l'équation  précé- 
dente les  valeurs  de  —  »  -r-  »  -j-r  •  •  •  >  c'est-à-dire , 
ox     dy     ax' 

^  =  B  4-  2C  (x  —  o)  -f-  3D  (x  —  a)«  -+.  etc. 

dz      dA      rfB,  X       rfC,  ,, 

-—  =  -—  H-  -p-  (x  —  a)  -+-  -7-  (x  —  a)'  -H  etc. 
dy      dy      dy""  '       dy  ' 

-=1.2.3....p-r— -4-  2.3....  {p  -4-  1)  ;î— (a:  — o)  -+-  etc. 


dxPdy^        '^  dy«        ^  dy^ 

et  qu'on  les  substitue,  ainsi  que  celle  de  z,  dans  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  proposée ,  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  l'ordre 
le  plus  élevé  ou  mise  sous  la  forme 

dinv~*^V^'î''dï'  d^'  dj? / 
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le  premier  membre  sera  encore  formé  d'une  série  développée  suivant 
les  puissances  de  x  —  a,  et  en  concevant  le  second  membre ,  après  la 
substitution,  développée  de  même  par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant 
les  puissances  de  x  —  a,  on  sera  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

i.2.3....p  _-^2.3....(p -4- i)  j^  (x-a)  4- etc. 

=  A'  -f-  B'  (x  —  a)  4-  C  (x  —  a)*  -h  etc. 

dans  laquelle  A',  B',  C,  etc.  sont  des  fonctions  connues  de  y ,  de 

A     «    /.  ^  j    dA      rf«A      rfB 

A,  B,  C et  de -y-  >    -fi  »    -y-  »   etc.  Pour  que  cette  équation  soit 

satisfaite  indépendamment  de  toute  valeur  attribuée  à  x,  les  deux 
membres  doivent  être  identiques  et  il  faut  que  Ton  puisse  égaler  les 
coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x  —  a ,  ce  qui  conduit  à  un  cer- 
tain nombre  d'équations  dérivées  simultanées  entre  y,  les  fonctions 
inconnues  de  y,  A,  B,  G....  et  les  dérivées  de  ces  fonctions.  Or,  il  est 
visible  que  le  nombre  de  ces  équations  sera  toujours  inférieur  à  celui 

des  fonctions  inconnues  A,  B,  C P,  Q....,  puisque  le  nombre 

d*équations  est  marqué  par  le  nombre  de  termes  du  premier  membre, 
lequel  commence  par  la  lettre  P  ;  ces  équations  simultanées  sont  donc 
en  général  possibles  et  pourront  servir  à  déterminer  les  valeurs  de 
P,  Q ,  et  réquation  à  coefficiens  indéterminés  posée  plus  baut  de- 
viendra rintégrale  de  la  proposée.  Il  est  h  remarquer  que,  pour  que 
cette  solution  ne  soit  pas  illusoire ,  il  est  nécessaire  que  le  développe- 
ment précédent  soit  convergent,  et  comme  on  dispose  de  la  constante  a, 
il  est  visible  que  quelque  valeur  qu'on  attribue  à  x,  on  pourra  donner 
à  a  des  valeurs  telles  que  x  —  a  soit  assez  petit  pour  qu'il  y  ait  con- 
vergence. Observons  aussi  que  comme  le  nombre  d'équations  aux- 
quelles on  est  conduit  est  inférieur  an  nombre  de  fonctions  indétermi- 
nées A,  B,  C....P,  Q....,  quelques  unes  d'entre  elles  restent  arbitraires 

ri  ce  nombre  est  d'autant  plus  grand  que  la  dérivée  -       .     est  d'un 

,  djvdyi 

ordre  plus  élevé.  Si  on  avait  développé  la  fonction  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  t^  ou  de  j^  —  6 ,  on  aurait  trouvé  que  l'intégrale 
doit  renfermer  un  certain  nombre  de  fonctions  arbitraires  de  x. 

Il  résulte  de  là  :  i**  que  l'intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles renferme  toujours  une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires; 
"2,"*  que  le  nombre  de  ces  fonctions  est  d'autant  plus  grand  que  Téqua- 
tion  est  d'un  ordre  plus  élevé;  5"*  que  si  l'on  tire  de  l'intégrale  la 

5o 
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dz      dz 
valeur  de  -;-  >    -7-  etc.  Ces  dérivées  partielles  renfermeront  des  fonc- 
dx      dy 

tions  arbitraires. 

257.  Il  est  facile  de  voir  comment  il  se  fait  que  des  dérivées  par- 
tielles dont  les  valeurs  contiennent  des  fonctions  arbitraires ,  comme 
on  vient  de  le  voir,  satisfont  cependant  à  Téquation  aux  dérivées 
partielles  donnée,  qui  ne  renferme  aucune  fonction  de  cette  espèce;  si 

est  réquation  primitive  contenant  une  fonction  arbitraire  7  d'une 
variable  u  représentant  une  fonction  donnée  de  x,  y  et  z,  on  aura, 
en  dérivant  successivement  par  rapport  &  x  et  y ,  et  remarquant  que  z 
est  fonction  de  ces  deux  variables , 

df  _^  dfdz  ^  df  dff  fdu      du  dz 


du  dz\ 


dx      dzdx      d(f  du\dx 

df      dfdz^      dfd^/du      dudz\ 

dy      dz  dy      d(f  du  \dy      dz  "dy) 

Ces  deux  équations  donnent  pour  7-  et  t-  des  valeurs  qui  renferment 

les  fonctions  arbitraires  f  t*  et  —  ;  mais  si  Ton  y  substitue  la  valeur  de 
fu  tirée  de  Téquation  primitive  et  qu'on  élimine  ensuite  entre  elles  le 
coeflicient  indéterminé  -7-  >   on  trouvera  une  équation  finale  de  laquelle 

y  aura  disparu  et  qui  sera  une  relation  entre  les  dérivées  -j-t    t"  et 

or,  y^eiZy  c'est-à-dire,  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  dont 

f{^^  y  y  «»  ?«)  =  0 
sera  l'intégrale.  Cette  équation  finale  est 

dz_/d[du_d[du\^dz/d^ 

dx  \dz  dy      dy  dz)      dy  \dx  dz      dz  dx)      dy  dx      dxdy^ 

qui ,  dès  que  les  fonctions  /"et  ti  seront  données,  prendra  la  forme 

dz         dz 
dx         dy 

P,  Q,  R  représentant  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z. 
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Si  la  fonction  primitive  contenait  plusieurs  fonctions  arbitraires  les 
deux  équations  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ne  suffiraient  pas 
pour  rélimination  et  il  faudrait  se  procurer  de  nouvelles  équations  en 
prenant  les  dérivées  partielles  secondes,  troisièmes,  etc.,  ce  qui  con- 
duirait évidemment  à  une  équation  finale  d'un  ordre  d'autant  plus 
élevé  que  le  nombre  de  fonctions  arbitraires  à  éliminer  est  plus  con- 
sidérable. 

258.  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre.  —  Passons  à  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  et  occupons-nous  d'abord  des  équations  du  pre- 
mier ordre  et  du  premier  degré.  Leur  forme  la  plus  générale  est 

dz  dx 

P,  Q  et  R  étant  des  fonctions  données  de  x  ^  y  et  z.  On  voit  que  cette 
équation  est  de  même  forme  que  celle  qui  résulte  de  l'élimination  de 
la  fonction  arbitraire  ^u  entre 

f{x,y,z,fu)  =  0, 

et  ses  deux  dérivées  partielles  (N"  257);  d'où  l'on  peut  déjà  conclure, 
par  induction,  que  l'intégrale  que  nous  cherchons  contiendra  une 
fonction  arbitraire  f  d'une  certaine  fonction  u  des  variables  x,  y  et  z. 
Pour  trouver  cette  intégrale ,  observons  que  l'équation  aux  dérivées 
partielles  ayant  toujours  une  intégrale,  est  inséparable  de  l'équation 

dz  =  pdx  -+-  qdy, 

qui  n'est  autre  chose  que  la  différentielle  totale  de  cette  intégrale.  En 
éliminant  gr,  on  fait  prendre  h  l'équation  donnée  la  forme  suivante  : 

Qdz  —  Rdy  -+-  p  (Prfy  —  Qdx)  ==  0 (i). 

U  est  visible  que  si  une  équation  primitive  unique  en  x,  y,  z  rend 
possible  l'existence  simultanée  des  deux  équations  différentielles 

Qdz  —  Rdy  =  0     Vdy  —  Qrfx  =  0 (2) 

ou  des  deux  intégrales  de  celles-ci ,  cette  équation  primitive  unique 
rendra  identique  l'équation  (i)  et  en  sera  par  conséquent  l'intégrale. 
Or  si  on  intègre  les  équations  différentielles,  (2) ,  considérées  comme 
formant  un  système  d'équations  différentielles  simultanées  à  trois  va- 
riables et  qu'on  représente  par 

V  =  C,     U  =  C', 
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les  deux  intégrales  ^*^ ,  C  et  C  étant  les  deux  coustantes  arbitraires  et 
V^  U  deux  fonctions  connues  de  x,  y,  z,  il  est  visible  que  ces  deux 
équations  primitives  qui  vérifient  (i)  ne  formeront  une  équation  pri- 
mitive unique  que  si  U  et  G'  sont  des  fonctions  semblables  mais  du 
reste  arbitraires  de  V  et  de  G ,  c'est-à-dire,  si  la  seconde  intégrale  est 
de  la  forme 

?V  =  ?C  , 

qui  a  évidemment  la  même  signification  que  la  première 

V  =  C. 

La  condition  que  G'  soit  une  fonction  arbitraire  de  G  est  toujours 
remplie  par  cela  même  que  G'  et  G  ont  des  valeurs  arbitraires;  la  seule 
équation  de  condition  nécessaire  pour  rendre  possible  la  simultanéité 
des  équations  (2)  est  donc 

U  =  7V; 

cette  équation  primitive  est  par  conséquent  l'intégrale  de  la  proposée. 
De  plus  cette  intégrale  est  générale,  puisqu'elle  contient  la  fonction 
arbitraire  que  Ton  sait  devoir  s'y  trouver.  On  est  donc  conduit  &  cette 
règle  :  On  intégrera  deux  des  trois  équations  différentielles  simulta- 
nées 

Qrfz  — Rrfy  =  0,     Prfy  — Qrfa:  =  0,     Prfz  — Rdx  =  0, 

dont  Tune  quelconque  est  visiblement  comprise  dans  les  deux  autres , 
et  si 

V  =  G,     U  =  G' 


(*)  II  est  à  remarquer  qae  ces  deux  intégrales  existent  toujours  et  peuvent  s*ob> 
tenir  de  la  manière  suivante  :  entre  les  deux  équations 

Qdz  —  Rdy  =  0,    Vdy  —  Qdx  =  0, 
on  peut  éliminer  d^une  part  la  variable  x  et  d^autre  part  la  variable  z  (voir  le 
No  2ii)  et  celles-ci  seront  remplacées  par  deux  équations  dérivées  du  second  ordre 
en  y  et  z  et  en  x,  y.  En  intégrant  chacune  une  fois,  on  arrive  à  deux  équations 

contenant  l'une  y,  ^,  -p  et  Cj  l'autre,  a;,  y,  -5^  et  C.  Si  on  y  remplace  J?  et  — 
dz  ax  dz       dx 

par  leur  valeur  «  et  -  tirées  des  deux  équations  précédentes  et  quVnsuite  on  ré- 
solve par  rapport  à  C  et  C%  on  sera  conduit  à  deux  équations  de  la  forme 

/•(x,y,z)  =  C,    V{x,y,z)  =  C 
c'est-à-dire  aux  équations 

V  =  C,     U=rC'. 
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sont  les  intégrales  résolues  par  rapport  aux  constantes  arbitraires, 
rintégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  se  formera  en  égalant 
Tune  des  fonctions  U  ou  V  à  une  fonction  arbitraire  de  l'autre. 

En  appliquant  les  mêmes  raisonnements  à  Téquation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  &  trois  variables  indé- 
pendantes X ,  y  et  ti, 

dz  dz  dz 

dx  dy         du         ' 

on  démontrera  de  la  même  manière  que  celle-ci  étant  inséparable  de 
la  différentielle  totale 

dz  dz  dz 

dx  dy   ^      du 

dz 

si  on  élimine  -7-  9   Téquation  proposée  sera  satisfaite  par  les    trois 

équations 

Pdu  — Rdx  =  0,     Qdu  — Rdy  =  0,     Sdu  — Rdj3  =  0 

ou  par  leurs  intégrales  ;  et  par  conséquent  toute  équation  primitive 
unique  qui  réduira  ces  trois  équations  à  une  seule ,  sera  l'intégrale 
cherchée.  Les  trois  intégrales  étant 

V  =  C,     U  =  C',     W  =  C", 

ridentité  de  ces  trois  équations  ne  peut  avoir  lieu  que  si  U  et  C  sont 
des  fonctions  arbitraires  mais  semblables  de  V  et  de  C  et  si  W  et  C" 
sont  aussi  des  fonctions  quelconques  mais  semblables  de  V  et  C  ou 
de  U  et  G'.  Ces  conditions  sont  toujours  remplies  pour  les  constantes , 
puisque  celles-ci  sont  arbitraires;  il  suffit  donc  que  Ton  ait,  en  repré- 
sentant par  (p  et  a{/  deux  fonctions  arbitraires , 

or,  si  on  désigne  par  F  une  fonction  arbitraire  des  deux  fonctions  dé- 
terminées U  et  W,  les  deux  équations  précédentes  conduisent  à  la 
suivante 

V=F(U,W), 

puisque  dans  la  fonction  7,  quelques  uns  des  U  peuvent  être  remplacés 
par  4fW;  de  plus  cette  dernière  équation  renferme  les  deux  autres 
comme  cas  particulier,  puisque,  par  cela  même  que  la  fonction  F  est 
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arbitraire,  on  peut  y  supprimer  les  W  d'abord  puis  les  U.  Comme 
l'équation  V  =  F  (U ,  W)  est  unique ,  elle  forme  Tintëgrale  de  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  proposée. 

Il  est  à  remarquer  que  les  trois  équations  différentielles  simultanées 

Pdtt  — Rdx  =  0,     Qrfti  — Rdi/  =  0,    Sdu—Rdz  =  0 

conduisant  par  l'élimination  de  dx ,  dy  ou  dz ,  aux  trois  suivantes 

Pdy  — Qcfa;  =  0,    Qrfz  — Sdy  =  0,    Vdz  —  Sdx^O, 

il  suffira  d'intégrer  trois  de  ces  six  équations,  ou  trois  équations  ré- 
sultant de  leur  combinaison. 

259.  Vérification  de  l'intégrale.  —  On  peut  vérifier  que  l'équation 
primitive 

conduit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée ,  et  en  est  par 
conséquent  l'intégrale;  en  effet  ses  deux  équations  dérivées  partielles 
sont 

dV      ^^_^/^^^^\ 

dz  dxj 


dx       dz  dx      du  \dx 

—      ^^  — ^ 
dy      dz  dy      cfU 


■^   '   "^"^  '"\dy'*'lzdyj 


dy 
et  en  éliminant  la  fonction  arbitraire -^- 9    on    trouve   comme    au 

aU 

N»257, 

^^ \dy  dz       dzTy)^      V.dxd^      dz  dx)^ 

dUdV      rfUrfV 

dy  dx       dxdy^ 

or  U  et  V  étant  les  intégrales  des  équations  différentielles  simultanées 

Vdz  —  Rdx  =  0 ,    Qrfz  —  Rrfy  =  0 , 

ou  d'une  combinaison  de  celles-ci ,  et  les  équations 

du,      du.      du.      ^ 

-7-dxH--r-dy-*--r-dz  =  0, 
dx  dy   ^       dz 

dV_,        dVj        dV^ 

-7-  dx  -+-  -7-  a  v  -h  -;-  dz  =  0 , 

dx  dy    ^       dz 
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étant  les  différentielles  totales  de  U  =  C  et  de  V  =  C,  il  est  visible 
que  dx^  dy^  dz  ont  la  même  signification  dans  ces  quatre  équations 
qui  deviennent  par  Télimination  de  dx  et  dy , 

î[HpH-*^Q  +  — R  =  0     ^P^^Qh-— R  — 0 
dx  dy  dz  '    dx  dy  dz 

Si  de  ces  deux  dernières  on  tire  les  valeurs  de  -r-  et  -^  pour  les 

dy       dy  '^ 

substituer  dans  (i),  on  arrive ,  toute  réduction  faite,  &  Téquation  aux 

dérivées  partielles  proposée , 

260.  Exemples  d'intégration.  Applications  géométriques,  —  Cette 

méthode  d'intégration,  appliquée  aux  équations  aux  dérivées  partielles 

suivantes  : 

dz  dz 

x-j y  -y  =0, 

dy      ^  dx         ' 

dz        ^dz 
dz  dz 

conduit  facilement  aux  intégrales 

y«  — z*  =  (p(2ay-f-x«). 

Prenons  encore  pour  exemple , 

dz         dz 

dy         dx        ^ 

on  en  tire  les  équations  simultanées  : 

2ydy  —  2xdy  =  adzj    2xrfx  —  2ydx  =  2rfjr,    culx-^zdy  =  0 

dont  aucune  n'est  intégrable  séparément;  mais  si  on  additionne  les 
deux  premières,  on  trouve  en  intégrant, 

z*  V  z* 

x»  ^  y«  —  2xy  =  az  •+■  —  -4-  C  ou  (x  —  y)'  —  az  —  --  =  C. 
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substituons  ensuite  dans  la  première,  la  valeur  \/  C  -♦-  az  -+-  —  de 
X  —  y ,  celle-ci  devient 


C  H-  az  -♦-  -- 


et  en  intégrant , 

|/2  y  =  a  log  2  (z  -+-  a  —  |/  2C  -4-  2az  -4-  z«)  -♦-  C  ' 
ou ,  après  avoir  remplacé  G  par  sa  valeur, 

C'  =  y/2-alog2[z-*-a-/2(a:-y)]; 
rintégrale  cherchée  est  donc 

yi/2  — alog2[z-*-a  — /2(x— y)]=y    (x  — y)«  — az  — M, 

comme  on  peut  le  vérifier  par  la  substitution. 
Pour  réquation  aux  dérivées  partielles 

les  équations  difTérentielles  à  intégrer  sont 

X  — ^  CIZ 

{x  —  az)  dz  -^  {bx  —  ay)  rfy  =  0,     dy  -*-  ^^__       rf^  =  0 ; 
ou  bien 

(y  —  hz)  dz  —  (6a:  —  oy)  dx  =i  0 ,     dx  —  ^ dz  =  0. 

Si  on  les  ajoute  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  5  et 
par  a ,  et  ensuite  par  y  et  par  x,  ces  deux  équations  seront  remplacées 
par  les  deux  suivantes  : 

dz  H-  adx  +  hdy  =  0 , 

xdx  -h  yrfy  -+-  zdz  =  0. 

L'intégrale  cherchée  est  donc 

z  -h  ox  -i-  6y  =  y  (x*  -4-  y*  -*-  ^*). 

On  peut  encore  prendre  pour  exemples  d'intégration,  les  équations 
aux  dérivées  partielles 

dz         dz  y-z r-     ^         dz  dz 
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et  Ton  trouvera  pour  intégrales  , 

z  =  ol/x« -+-!/«  ^y^y     et    2  =  |j.  +  (p(xy), 
L'équation 

dx         dy        \dy      dxj 

qui  donne  le  facteur  z  propre  à  rendre  différentielle  exacte  l'équation 
différentielle  implicite  à  deux  variables  (N*"  212) 

Mdy  4-Ndx  =  0, 

conduit  aux  trois  équations  différentielles  ordinaires  et  simultanées 

Mdy  -4-  Ndx  =  0 


La  première  n'est  autre  que  l'équation  différentielle  qu'on  se  propose 
d'intégrer.  Les  deux  autres  peuvent  seules  servir  h  déterminer  le  fac- 
teur z.  Il  est  visible  qu'une  seule  de  ces  équations  suffira  pour  le  dé- 


terminer^  ^'  ïv  l  ^i ^  )  "^  contient  que  la  variable   y , 


ou     SI 


ne  contient  que  la  variable  x ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce 

que  nous  avons  déjà  trouvé  (N°  212). 

Observons  aussi  que,  comme  l'intégrale  générale  contient  une  fonc- 
tion arbitraire,  on  peut  en  déduire  un  nombre  illimité  de  valeurs  pour 
le  facteur  z ,  en  faisant  varier  la  forme  de  la  fonction  arbitraire ,  ce 
qui  s'accorde  aussi  avec  ce  qui  a  été  démontré  au  N°  21 1 . 

Les  problèmes  suivants,  en  offrant  des  exemples  d'intégration, 
serviront  en  même  temps  à  faire  connaître  la  signification  géométrique 
de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles. 

io  Trouver  réqaation  générale  des  sur  faces  coniques.  Une  semblable 
surface  est  complètement  caractérisée  par  la  condition  que  tous  ses 
plans  tangents  viennent  passer  par  un  même  point;  or,  l'équation 
d*un  plan  tangent  à  une  surface 

z  =  f{x,y) 

56 
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en  un  point  x,  y,  z  est 

(a/,  y',  2')  étant  les  coordonnées  courantes  du  plan;  si  donc  (a,  6,  c) 
sont  les  coordonnées  du  point  fixe  et  qu'on  remplace  x\  y\  z'  par  ces 
valeurs,  on  trouvera  Féquation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

dz  .  ,       dz ,         ,. 

,_e=_(x-o)  +  5^(y-6) 

qui  exprime  cette  condition  caractéristique  et  qui,  par  conséquent, 
représente  toutes  les  surfaces  coniques.  En  intégrant  on  trouve 


z  —  c         \z  —  cj 


pour  Féquation  générale  finie  de  ces  surfaces. 

â*  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  cylindriques.  Cette 
surface  est  caractérisée  par  la  condition  que  tous  ses  plans  tangents 
sont  parallèles  à  une  même  droite.  Pour  que  le  plan  tangent 

mis  sous  la  forme 

z'  -H  Aa/  -♦-  By  -+-  D  =  0 

soit  parallèle  k  une  droite  fixe 

X  =  az ,     y  ==  6z , 

il  doit  exister  entre  les  coefficiens ,  la  relation 

dz         dz 
i  -♦-  Aa  -♦-  B6  =  0 ,    c'est-à-dire ,    a  -7-  -i-  6  -;-  =  1 

dx         dy 

qui  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  de  toutes  les  surfaces  cylin- 
driques. Elle  a  pour  intégrale , 

X  —  az  =  f(y  —  bz). 

5»  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution.  Le  carac- 
tère qui  appartient  aux  surfaces  de  cette  nature  h  l'exclusion  de  toute 
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autre  >  est  la  propriété  d'avoir  ses  normales  dirigées  vers  Taxe  de  révo- 
lution ;  en  posant  donc  les  deux  équations  de  l'axe 

ainsi  que  les  deux  équations  d'une  normale , 

il  suffira  d'exprimer  que  ces  deux  droites  ont  un  point  (x,  y,  z)  com- 
mun. En  éliminant  x,  y,  z  entre  elles,  on  obtient  l'équation  de 
condition 

(y'-6^-P)g-(x'-a/-a)^  =  6(x'-a)-o(y'-p) 

OU,  en  supprimant  les  accents  , 

(y  __  62  -  p)  ^  -  (x  -  az  —  a)  -i  =  6  (X  -  a)  —  a  (y  ^  ?) 

qui  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolution. 
Si  on  intègre  en  suivant  la  marche  exposée  plus  haut ,  on  trouve  pour 
intégrale , 

(x  —  a)*  -t-  (y  —  p)«  -+-  Z*  =  tp  [2  -t-  a  (x  —  a)  -4-  6  (y  —  p)]. 

4**  On  appelle  conoïde  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  de  manière  à  glisser  sur  une  droite  et  sur  une  courbe  donnée 
nommée  directrice  y  en  restant  parallèle  à  un  plan  fixe.  Si  l'on  prend 
la  droite  donnée  pour  axe  des  Z  et  le  plan  fixe  pour  plan  des  XY,  ce 
qui  suppose  la  droite  perpendiculaire  au  plan  directeur,  il  est  visible 
qu'un  plan  tangent  h  cette  surface  en  un  point  x,  y,  z  contiendra  la 
génératrice  qui  passe  parce  point,  puisqu'elle  contient  les  tangentes 
à  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  et  que  la  génératrice  elle- 
même  est  une  de  ces  courbes.  D'où  il  suit  que  ce  plan  prolongé  ren- 
(!ontrera  l'axe  des  Z  en  un  point  dont  le  z  sera  égal  à  celui  du  point 
(le  contact;  or  l'équation  d'un  plan  tangent  au  point  x,  y,  z  est 

dz  dz     ,        . 

,_^  =  _(x_x)H-^(y-y). 

Pour  obtenir  le  point  d'intersection  avec  l'axe  des  Z,  il  faut  faire 
x'  =  0 ,  y'  ==  0  et  l'on  trouve  pour  le  z'  de  ce  point , 

dz         dz 
dx        dy 
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comme  cette  ordonnée  doit  être  égale  au  z  du  point  de  contact,  il 
vient  en  remplaçant  7!  par  z, 

dz  dz    

dx         dy^ 

qui  est  Téquation  aux  dérivées  partielles  des  conoïdes.  L'intégrale 


-'© 


est  l'équation  finie  de  toutes  les  surfaces  de  cette  nature. 
Lorsque  dans  Téquation  aux  dérivées  partielles 

dz  dz 

les  coefficieos  P,  Q,  R  ne  contiennent  pas  la  variable  dépendante  z , 
rintégrale ,  ainsi  qu'on  a  pu  le  vérifier  dans  quelques-uns  des  exem- 
ples que  l'on  vient  de  traiter,   est  toujours  de  la  forme 

jj  =  ytt-4-F(x,l/), 

u  et  F  étant  des  fonctions  en  x ,  y  de  forme  déterminée  et  f  une  fonc- 
tion arbitraire  de  u;  car  si  l'on  pose  les  deux  équations  différentielles 
simultanées 

Pdy  —  Qrfx  =  0,     Prfz  —  Rrfx  =  0, 

la  première,  qui  ne  contient  que  x  et  y,  aura  pour  intégrale 

tt  =  C, 

dans  laquelle  u  est  une  fonction  connue  de  x,  y  et  en  éliminant  y  entre 
cette  intégrale  et  la  seconde  équation  différentielle,  celle-ci  mise  sous 
la  forme 

d«  =  —  dx 

s'intégrera  par  une  quadrature  et  donnera 

z  =  /-  (x,  C)  -+-  C  =  /"(x,  t*)  -4-  C  =  F  -t-  C, 

/*  étant  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  C  et  par  conséquent,  F  une 
fonction  déterminée  de  x,  y.  G'  est  une  seconde  constante  arbitraire. 
L'intégrale  C  =  <pC  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  est  donc 

z  =  F  -+-  yu 
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comme  il  est  dit  plus  haut.  Cette  remarque  nous  sera  utile  quand  nous 
nous  occuperons  de  Tintégration  des  équations  linéaires  d'un  ordre 
plus  élevé. 

261.  Détermination  des  fonctions  arbitraires.  —  On  voit  par  les 
exemples  précédents  que  la  présence  des  fonctions  arbitraires  dans  les 
intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles  est  nécessaire  pour  don- 
ner à  ces  intégrales  le  même  degré  de  généralité  qu'aux  équations 
dérivées.  La  forme  de  cette  fonction  arbitraire  ne  cessera  d'être  indé- 
terminée que  lorsqu'on  aura  soumis  chacune  de  ces  surfaces  à  une 
condition  particulière  qui  en  détermine  complètement  la  forme;  ainsi 
si  pour  le  conoïde ,  on  donne  les  équations  de  la  directrice 

x  =  fz    et    y  =  Fjz, 

comme  celle-ci  doit  être  renfermée  dans  la  surface 


-4} 


X 

ces  trois  équations  devront  coexister  et  en  représentant-  par  «,  on 

aura  à  la  fois 

fz       X 

Z=<fU,       '—=-==1/. 

¥z      y 

Si  on  résout  cette  dernière  équation  par  rapport  à  «,  cette  variable 
sera  exprimée  par  une  fonction  connue  de  u  qui  donnera  la  forme  de 
la  fonction  arbitraire  7,  puisque  les  deux  valeurs  de  z  doivent  se 
confondre. 

De  même  si  la  surface  cylindrique 

X  —  az  =  <f{y  —  bz) 

est  assujettie  à  passer  par  une  courbe  donnée 

x  =  fz,    y  =  Vz, 

il  faudra  que  les  mêmes  coordonnées  x,  y,  z  satisfassent  à  la  fois  aux 
trois  équations  précédentes;  en  représentant  donc  y  —  bz  par  u, 
il  vient 

y  —  bz=^u     ou     Fz  —  6z  =  w , 

d'où  on  tirera  z  en  fonction  de  u ,  et  par  suite  x  à  cause  de  x  =  fz; 
en  substituant  ces  deux  valeurs  dans  x  —  az,  cette  quantité  sera 
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remplacée  par  une  fonction  connue  4^  de  ti ,  laquelle  indiquera  la  forme 
de  la  fonction  f,  puisque  l'on  a 

>|/U  =  <pU. 

Pour  déterminer  la  forme  de  la  fonction  arbitraire  dans  Téquation 
de  la  surface  conique,  par  la  condition  que  celle-ci  soit  assujettie 
a  envelopper  une  surface  donnée  et  à  avoir  son  sommet  en  un  point 
donné,  il  faudra  commencer  par  chercher  la  courbe  de  contact  du 
cône  et  de  la  surface  (N"*  129)  et  assujettir  la  surface  conique  à  contenir 
cette  courbe  comme  on  Ta  fait  pour  les  surfaces  cylindriques. 

La  fonction  arbitraire  dans  Téquation  générale  des  surfaces  de  révo- 
lution^ s'obtient  par  une  marche  analogue,  connaissant  la  forme 
de  la  courbe  génératrice.  Cette  courbe  est  encore  donnée  par 
deux  équations  en  X,  y,  z  dont  Tune  doit  être  linéaire  et  contenir 
Taxe  de  révolution,  si,  comme  on  le  suppose,  la  courbe  génératrice 
est  plane.  Les  équations  de  la  courbe  génératrice  dans  l'une  de  ses 
positions  sont  donc 

jC-+-mx-4-ny -!-;?  =  0,     /"(x,  y,  z)  =  0 

et  on  déterminera  la  fonction  arbitraire  en  assujettissant  cette  courbe 
à  se  troirver  sur  la  surface,  ce  qui  se  fera  de  la  même  manière  que 
pour  les  surfaces  cylindriques. 

262.  Intégration  des  équations  atix  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  de  forme  quelconque.  —  L'intégration  d  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  mais  de  forme  quelconque,  peut 
être  ramenée  à  l'intégration  d'une  certaine  équation  linéaire  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  et  dépend  par  conséquent  de  la  théorie 
qu'on  vient  d'exposer;  soit  en  effet 

f{xyy,z,p,  q)  =  0 

l'équation  proposée  ;  si  on  la  dérive  par  rapport  à  y ,  en  remarquant 
que  comme  p  et  q  doivent  pour  plus  de  généralité ,  être  considérés 
comme  fonctions  de  x,  y,  z,  z  étant  fonction  de  x  et  y,  les  dérivées 
de  p  et  f  sont  données  par 

dp      dpdz dp         dp  dq      dqdz       dq         dq 

rfy      dz  dy      dy      ^  dz  dy      dz  dy      dy      ^  dz^ 

on  est  conduit  à  l'équation  suivante  : 
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I)*un  autre  côté,  on  a  vu  (N"  119)  que  la  dérivée  de  p  par  rapport  à 
y,  savoir,  -/"-*-  9  t^  '   <^st  égale  à  la  dérivée  de  q  par  rapport  à  jr ,  ou 

l    "^  ^d^  l'équation  précédente  peut  donc  prendre  la  forme 

dp    dx      dq    dy      \  dp      ^  dqj  dz  dy      ^  dz 

^.  ^       df     df     df      df  .        , 

Si  dans -^9    y-»  -j'^^^'*   ^"  remplace  les  p  qui  y  entrent,  par 

leur  valeur  en  x,  i/,  z,  9  tirée  de  Téquation  aux  dérivées  partielles 
donnée,  Féquation  qu'on  vient  de  trouver  ne  contiendra  plus  que  les 

trois  dérivées  partielles -p 9  -j^»    —-sous  forme  linéaire,  avec  des 

coeflîciens  fonctions  de  x,  y,  z  et  de  la  variable  dépendante  q  ;  elle  sera 
donc  de  la  forme 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  9  en  x,  y,  z  peut  être  déduite  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  degré  et  du  premier  ordre 
à  quatre  variables  x,  y,  z  et  9 ,  en  donnant  successivement  à  la  fonc- 
tion arbitraire  7  qu'elle  doit  contenir  toutes  les  formes  possibles. 

Après  avoir  donné  à  cette  fonction  f  une  forme  déterminée,  on 
tirera  de  l'intégrale  particulière,  la  valeur  de  f  que  l'on  substituera 
dans  la  valeur  de  p  tirée  de  l'équation  f  (x,  y,  z,  p,  q)  =  0,  et  on  sera 
ainsi  conduit  à  deux  équations  de  la  forme 

dans  lesquelles  V  et  U  sont  deux  fonctions  connues  de  x,  y,  z,  et  on 
intégrera  le  système  de  ces  deux  équations  comme  on  l'a  fait  au  N°  250. 
On  sait  que  cette  intégration  n'est  pas  possible  pour  des  valeurs  arbi- 
traires de  V  et  U  ;  mais  il  est  &  remarquer  que  la  condition  d'intégrabi- 
lité  est  ici  nécessairement  satisfaite,  puisque  c'est  cette  condition  même 
qui  est  exprimée  par  l'équation  dont  on  a  tiré  la  valeur  de  f ,  condi- 
tion qui  consiste  en  ce  que  la  dérivée  de  /)  ou  V  par  rapport  à  y  est 
égale  à  la  dérivée  de  9  ou  U  par  rapport  à  x. 

Si  on  applique  ce  qui  précède,  à  l'équation  suivante  : 

;,«  -4.  qf«  =  n% 
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on  est  conduit  à  Téquation  linéaire  aux  dérivées  partielles  en  x,  y,  z 
et  7 , 

dx      j/,j«  _  q*   dy      j/^TZ^    ^^ 
dont  l'intégration  dépend  des  trois  équations  simultanées  suivantes  : 

dq  =  Oy    —  =dzj    h^dy  =  qdz. 

La  première  donne 

et  par  suite,  les  deux  autres, 

Comme  l'intégrale  finale  s'obtient  en  égalant  C  à  une  fonction  arbi- 
traire f  de  C  et  de  C",  cette  intégrale  sera, 

que  Ton  obtient  en  tirant  des  trois  intégrales  les  valeurs  de  C,  C,  C". 

n*t/ — qz 

Si  on  donne  h  la  fonction  y  une  forme  particulière  telle  que  — - — ^-  » 

le  système  des  deux  équations  à  intégrer  devient 


^       a-^z      ^       V  (a-4-z)* 

et  Ton  trouve  pour  intégrale 

{nx  -+-  C)'  -H  n'y'  =  (a  -♦-  z)*, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  appartient  à  un  cône 
droit  à  base  circulaire  ayant  son  axe  parallèle  à  Taxe  des  Z. 

En  déterminant  la  fonction  7  de  manière  qu'elle  se  réduise  &  une 
constante  a,  on  trouve  pour  intégrale , 

z  —  oy  —  X  i/fi^  —  a*  =  C 

qui  représente  un  plan. 
On  est  conduit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  précédente,  en 
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cherchunt  les  surfaces  qui  jouissent  de  cette  propriété,  qu'une  portion 
limitée  d'une  manière  quelconque  soit  dans  un  rapport  constant  avec 
la  projection  de  cette  portion  de  surface  sur  le  plan  XY;  car  cette 
propriété  exige  que  le  rapport  de  l'un  de  ses  éléments  à  la  projection 
de  cet  élément  soit  constant ,  c'est-à-dire ,  qu'on  doit  avoir 

^!>jq^±I.^C,  d'où  lH-p«-H9'  =  C'   et;,«4.9*^aS 

en  remplaçant  C*  —  i  par  a*.  Ces  surfaces  en  nombre  infini  et  dont  le 
cône  et  le  plan  qu'on  vient  de  trouver,  ne  sont  que  des  cas  particuliers, 
sont  appelées  équivalentes  ^  parce  que  tous  les  cylindres  de  base  équi- 
valente élevés  en  un  endroit  quelconque  du  plan  XY,  interceptent  sur 
ces  diiTérentes  surfaces  des  portions  de  même  étendue. 
L'équation  aux  dérivées  partielles 

pq=-xy 

conduit  à  l'intégrale  suivante  en  qr, 

et  si  on  réduit  la  fonction  «  à  la  forme  a  - ,    il  vient 

y 

z 
et  on  trouve  pour  intégrale  de  l'équation  proposée, 

î263.  Solutions  singulières  des  équations  aux  dérivées  partielles,  — 
Une  remarque  fort  simple  conduit  à  d'autres  intégrales  en  nombre 
illimité ,  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
d'un  degré  quelconque.  Supposons  qu'après  avoir  donné  à  la  fonction 
arbitraire  tf  du  (N»  262) ,  une  forme  particulière  telle  qu'elle  contienne 
une  constante  arbitraire  o,  on  ait  trouvé  comme  dans  le  numéro  pré- 
cédent, 

V  et  U  étant  des  fonctions  déterminées  de  x ,  1/ ,  r ,  et  qu'en  intégrant 
le  système  de  ces  deux  équations  ou  l'équation  différentielle  totale 

dz  =  Vrfx  -+-  lUly , 

57 
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on  soit  conduit  ù  une  intégrale  de  la  forme 

/■(x,  y,  z,a)=  C 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  L'une  don  deux,  C  par 
exemple,  pourra,  par  cela  même  qu'elle  a  une  valeur  arbitraire,  être 
remplacée  par  une  fonction  arbitraire  ^  de  a  et  l'intégrale  deviendra 

/■(x,y,  s,  a)=  K 

Si  Ton  donne  à  a  des  valeurs  différentes,  la  fonction  -^  restant  la 
même,  cette  équation  représentera  une  suite  de  surfaces  dans  chacune 

desquelles  les  valeurs  de  —  et  -7-  ou  p  et  q  satisferont  à  l'équation 

aux  dérivées  partielles  proposée.  Or,  on  sait  qu'en  éliminant  a  entre 
cette  dernière  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  a ,  savoir  : 

l'équation  finale  en  a:,y,  js,  quelle  que  soit  la  forme  que  l'on  assigne  k  la 
fonction  ^,  est  l'équation  de  la  surface  enveloppe  de  toutes  les  surfaces 
représentées  par  l'intégrale  et  comme  cette  enveloppe  est  tangente  à 

toutes  les  surfaces  variables,  son  équation  doit  donner  pour  -^  et-r^ 

dx      dy 

les  mêmes  valeurs  que  ces  dernières,  valeurs  qui  satisferont  par  consé- 
quent aussi  à  l'équation  aux  dérivées  partielles;  d'où  il  suit  que 
l'équation  de  la  surface  enveloppe  est  aussi  une  intégrale.  On  aura  donc 
autant  d'intégrales  que  l'on  voudra  en  donnant  à  la  fonction  -^  des 
formes  particulières  et  en  éliminant  ensuite  a  entre  les  deux  équations 

f(x,  y,  s,  a)  =  >|/a,      ^=f«- 

Ainsi  si  on  reprend  l'équation  dérivée 

p«  -h  g'  =  n', 

comme  on  a  trouvé  q  =  a  et  par  conséquent  p  =  |/n*^^^^^âS  en  inté- 
grant le  système  de  ces  deux  équations,  comme  on  l'a  vu  au  N"  262, 
on  trouve  pour  intégrale 

z  =  x[/n*  —  a*  -+-  a*/  H-  ^J<o 


CALCUL    INTÉGRAL.  451 


et  en  donnant  à  -^a  la  forme  particulière  [/n^  —  a* ,  on  est  conduit  à 
cette  nouvelle  intégrale 

s*  =  n*  (x  -4-  w)*  -\-  n-y^. 
De  même  Tcquation  aux  dérivées  partielles 

conduit  à  Téquation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre 

et  par  suite,  aux  équations  simultanées 

dq  =  kq  {qy  -i-  z)  dx 

ydq  =  —  ^qdy 

{z  —  qy)  dq  =  kqdz. 

La  seconde  donne  en  intégrant , 

C 

et  par  conséquent  on  est  conduit  à  la  valeur  suivante  dr  /)  : 

Si  Ton  intègre  le  système  de  ces  deux  équations ,  on  trouve  pour  inté- 
grale de  la  proposée , 

(zy-HC)(yC-x)  =  y. 

D'autres  intégrales  s'obtiendront  en  éliminant  C  entre  la  précédcnle  et 
sa  dérivée  par  rapport  à  C , 

(pC  —  X  -♦-  (zy  -+-  C)  (j»'C  =  0 , 

après  avoir  assigné  à  la  fonction  «p  une  forme  particulière. 

Les  intégrales  obtenues  de  la  manière  précédente  et  données  par 
les  équations  de  surfaces  enveloppes ,  se  présentent  en  apparence  sous 
forme  de  solutions  singulières,  c'est-à-dire,  d'équations  primitives 
privées  de  fonction  arbitraire  et  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  proposée;  mais  bien  qu'on  ne  puisse  effectuer  l'élimination 
de  a  qu'après  avoir  donné  à  la  fonction  •]*  une  forme  particulière, 
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rcnsciTible  des  deux  équations  n'en  contient  pas  moins  une  fonction 
arbitraire  ^J^ ,  ce  qui  donne  à  ces  solutions  singulières  toute  la  généra- 
lité et  le  caractère  des  intégrales. 

264.  Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres 
supérieurs.  —  Les  méthodes  générales  pour  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  d'un  ordre  supérieur  font  entièrement  défaut. 
Ce  n'est  que  dans  certains  cas  particuliers  et  par  des  moyens  appropries 
à  chaque  exemple  que  les  géomètres  sont  parvenus  à  effectuer  un  petit 
nombre  d'intégrations  pour  lesquelles  nous  renverrons  aux  traites 
spéciaux  et  aux  recueils  académiques.  Il  y  a  cependant  quelques 
cas  où  Ton  peut  faire  dépendre  l'intégration  de  celle  d'équations 
simultanées  aux  difTérenticlIes  totales ,  comme  pour  les  équations  déri- 
vées du  premier  degré  et  du  premier  ordre  (N'*  Î258).  Cela  arri\e 
toutes  les  fois  que  l'équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  la  variable  dépendante. 
Prenons  pour  exemple  l'équation  du  second  ordre.  Sa  forme  la  plus 
générale  est 

Rr  -f-  Ss  -+-  Tr  =  U 

dans  laquelle  r,  «,  t  sont  les  trois  dérivées  du  second  ordre  -t-^> 

d*z       d^z 

_ ,   -— -  et  R,  S,  T,  U  sont  des  fonctions  qucfoonques  de  x,  y,  s,  »,  ». 

dxdy     dy* 

A  cette  équation ,  il  faut  joindre  les  suivantes 

dz  =  pdx  -+-  qdy ,     dp  =  rdx  -+■  sdy ,     dq  =  sdx  -+-  tdy 

dH  =  dpdx  -+-  dqdy  =  rdx^  ■+-  ''Àsdxdy  -+■  tdy^ 

qui  résultent  de  la  signification  de  ces  différentes  lettres.  En  ticant  de 
la  deuxième  et  de  la  troisième,  les  valeurs  de  r  et  f  pour  les  substituer 
dans  la  proposée,  celle-ci  devient 

Rdpdy  ■+-  Tdqdx  —  \]dxdy  =  s  (Rrfy*  —  Sdxdy  -+-  Trfjr*). 

Or  toute  équation  unique  qui  satisfera  à  la  fois  aux  deux  équations 
différentielles  totales  simultanées 

Rdpdy  -+-  Tdqdx  —  Urfxdy  =  0 

Wdy^  —  Sdxdy  -»-  Trfx*  =  0 , 

reiulra  la  proposée  identique  et  en  sera  par  conséquent  riutégralc. 
Soient 

y  =  C,     4;  =  C' 
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les  intégrales  de  ces  ëquatioDS,  <p  et  4*  étant  deux  fonctions  déterminées 
de  X,  y,  z,  p,  g  et  G,  C  deux  constantes  arbitraires.  Pour  que  ces 
deux  équations  se  réduisent  à  une  équation  unique ,  il  faut  et  il  suflit 
que  ^|'  et  C  soient  chacune  des  fonctions  F  arbitraires  mais  de  même 
forme  de  7  et  C ,  c'est-à-dire ,  qu'il  suffit  que  l'on  ait 

4.  =  F(?),    C'  =  F(C). 

La  seconde  de  ces  conditions  est  toujours  remplie,  puisque  G  et  C/ 
sont  arbitraires;  la  condition  unique  est  donc 

^  =  F(?) 

qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 

La  seconde  des  équations  simultanées  est  du  second  degré  en  dx 
et  thj  et  se  décompose  en  deux  autres  de  la  forme 

dy  =  Mdx ,     rfy  =  Ndx 

et  il  suffira  d'intégrer  l'un  ou  l'autre  des  deux  systèmes  d'équations 
simultanées 


RMdp  -f-  Trfg—  UM  =  0,     dy  —  Mdx  =  0 


ou 


mdp  -h  Tdq  —  UN  =  0,     dij  —  Mx  =  0. 
Prenons  pour  exemple 

x'r  -h  ^xys  -H  y^t  =  0. 
Les  deux  équations  simultanées  seront  de  la  forme 

dy  —  •-  rfx  =  0 ,     xdp  -H  ydq  =  0. 

La  première  a  pour  intégrale,  y  =  Gx;  et  la  seconde  qui  devient 

dp  -t-  Cdq  =  0 
s'intègre  immédiatement  et  donne 

p  =  Cq  -+■  G'. 

En  tirant  de  celles-ci  les  valeurs  de  G  et  de  G',  on  trouve  pour  inté- 
grale de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre ^ 


G'  =  FG,    c'est-à-dire,  p 


-'1-^0)- 


L'intégrale  iinale  s'obtiendra  en  intégrant  de  nouveau  cette  dernière 
équation,  qui  est  visiblement  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 
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En  y  appliquant  la  méthode  du  N**  258,  on  trouve  pour  équations 
dilTérentielIcs  simultanées , 

xdfj  —  f/(/x  =  0,     rfz  —  F  (  t(  j  dx  =  0. 

La  première  a  encore  pour  intégrale,  y  =  Cx,  et  la  secoude  mise 
sous  la  forme 

dr  — F(C)dx  =  0, 

donne 

2  — xF(C)  =  C' 

et  rintégrale  fmale  devient 

C  =  /C ,  c'est-à-dire ,  r  —  xF  f^\  =  f  f^\  , 

F  et  /*  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  marche  ne  conduit  à  l'intégrale  que 
dans  un  petit  nombre  de  cas,  parce  que,  pour  que  l'intégration  des 
équations  différentielles  totales  simultanées  soit  possible,  il  faut 
qu'elles  soient  des  différentielles  exactes  de  fonctions  en  x,  y,  s,  p,  q, 
ce  qui  n'a  lieu  que  pour  certaines  valeurs  de  R,  S,  T,  U,  ainsi  qu'on 
l'a  vu  au  N°  250. 

265.  Intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles ,  à 
coefficiens  constants.  —  Lorsque  l'équation  est  linéaire  par  rapport 
aux  dérivées  de  tous  les  ordres  et  par  rapport  à  la  variable  dépen- 
dante, et  que  tous  les  coefficiens,  y  compris  le  terme  final,  sont 
constants,  l'intégrale  peut  s'obtenir  d'une  manière  générale.  Ces  équa- 
tions sont  de  la  forme 

(/"x  rf^z  ,      rf^z  „d^z        dz         dz 

«X»»         dx^'-Ulij         dx^'-^dy  d\j^         dx         dy 

a,  a\  a"..,  r,  r\  r'',  s,  s\  t,  u  étant  des  constantes.  On  peut  faire  dispa- 
raître le  terme  final  w ,  en  y  remplaçant  z  par  z >   ce  qui  la 

transforme  dans  la  suivante  : 

rf"z  d"z  ,      d^'z  „d^z         dz         ,  dz         

dx'*  dx^'Uly  dx"~^dy^  dy^         dx  dy 

Pour  intégrer  cette  dernière ,  observons  que 
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satisfait  à  rëquation  proposée,  quel  que  soit  m,  pourvu  que  m'  vérifie 
réquation 

m"  -+-  am''~^  m'  -f-  a'm''-'^  m'^ -^  sm-k-  s'nt  -f- 1  =  0 

qui  résulte  de  la  substitution  de  e"'^'"'^  à  z  dans  Téquation  proposée. 
En  tirant  de  celle-ci  la  valeur  de  m'  en  m  et  posant  m'  =  ^J/m ,  on  aura 
pour  intégrale  particulière 

et  si  AJ;m,  ym,  ^'m  représentent  les  différentes  valeurs  de  m'  ou  les 
différentes  racines  ,  les  équations 

seront  des  intégrales  particulières  distinctes.  Or,  en  suivant  une 
marche  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  l'intégration 
des  équations  différentielles  linéaires  (N*»  231),  on  prouvera  sans  peine 

que  si  A,  A',  A" B,  B',  B" sont  des  constantes  arbitraires 

et  m,  m',  m"....,  des  valeurs  quelconques  attribuées  à  m ,  la  valeur 
suivante  dez, 

z  =  Ae'"'+^!'"*  -♦-  A'e'"''+yt"*'  4-  A"e"*"'+y']'"'"  -+-  etc. 
H-  Be'"'-^^'/"*  -f-  B'e"'''+'i'y"*'  -h  B^e^^'+^y"»"  -4-  etc. 


satisfait  également  à  l'équation  aux  dérivées  partielles;  de  sorte  quç 
l'intégrale  générale  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

z  =  2Ac""+y+"*  -f-  sBe^'-^i'^*»  -»-  sCe'"'-^^y'"»  ■+■  etc. 

le  signe  sommatoire  s  indiquant  la  somme  de  toutes  les  valeurs  que 
peuvent  prendre  ces  fonctions  quand  on  attribue  à  A  et  m,  B  et  m,  etc. 
toutes  les  valeurs  possibles. 

Si  réquation  en  m  et  m'  donnée  plus  haut,  donnait  pour  m  des 
valeurs  égales,  si  par  exemple,  les  fonctions  -^  et^J;'  étaient  identiques, 
l'intégrale  précédente  n'aurait  plus  toute  la  généralité  possible.  En 
suivant  une  marche  semblable  à  celle  du  N*"  235 ,  on  démontre  que 
dans  ce  cas  z  =ye"''+y'l"*  est  aussi  une  intégrale  particulière  qu'il 
faudra  joindre  à  l'intégrale  trouvée  plus  haut,  pour  avoir  l'intégrale 
générale. 

Cette  intégrale  prend  une  forme  très  simple  lorsque  l'équation  aux 
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dérivées  parlicllcs  ne  contient  que  les  dérivées  de  Tordre  «.  Alors 
réqualion  en  m  et  m'  se  réduit  à 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  en  divisant  par  m* , 


i  -+- 


m' 


Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  —  donnera  pour  cette  frac- 
tion ,  des  valeurs  constiintes  que  nous  désignerons  par  r,  r',  r"....;  on 
aura  donc 

»i'  =  rm ,     m'  =  r'm ,     m'  ==  r"»n  etc. 

et  rintégrale  générale  deviendra 

z  =  2Ac""  +  '"'"y  -♦-  2Be*'  +  '''*y  -H  iCe*' +'■"'"•'  -f-  etc. 

que  Ton  peut  écrire  ainsi 

s  =  2A  (6'  +  *'^)"'  -4-  2B(e'+'^'y)'»  -+-  SC  (c'  +  ''"i')-  -f-  etc. 

or  sA  (C'^  •^^)"  représente  la  somme  de  toutes  les  puissances  de  la  fonc- 
tion 6*+*"^  multipliées  respectivement  par  des  coefficiens  constants  arbi- 
traires A  et  Ton  sait  (voir  le  cal.  diff.  N""  56)  que  toute  fonction  de 
X  -k-  ry  peut  se  développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  c^*^» 
ou  de  toute  autre  fonction  de  a;  -♦-  ry  ;  d'où  il  suit  que  lA  (e'+'y)*  re- 
présente une  fonction  arbitraire  <p  de  x  -r-  ry^  comme  2B  (e'^''^)*  re- 
présente une  fonction  arbitraire  <p'  de  x  -h  r'y  etc.  L'intégrale  peut 
donc  être  mise  sous  la  forme 

s  =  f  (x  -h  ry)  -+-  ^'  (x  -♦-  r'y)  -f-  y"  (x  -+-  r"y)  -+-  etc. 
Par  exemple  pour  Téquation  aux  dérivées  partielles 

on  trouve 

m'  =--  am ,     m'  =  —  am 

et  l'intégrale  devient 

r  =  ^(x-H  ay)-t-(p'(x  — ay). 

266    Intégration  des  équations  linéaires  à  coefficiens  variables,  — 
Les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  et  a  coefTiciens  quelcon- 
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qucs  jouissent  d'une  propriété  analogue  à  celle  que  Lagrange  a  dé- 
raonlrée  (voir  le  N**  236)  pour  les  équations  linéaires  aux  dérivées 
totales,  propriété  qui  rend  possible  leur  intégration  dans  des  cas 
nombreux.  Elle  consiste  en  ce  que,  si  des  fonctions  /",  f^  f 

de  (x,  y)  en  nombre  — -  -♦-  i  satisfont  à  une  équation  linéaire 

aux  dérivées  partielles  de  Tordre  n ,  privée  de  son  terme  final ,  l'inté- 
grale de  la  proposée,  le  terme  final  étant  rétabli,  sera 


z  =  C/'-f-C/'-f-C"/"'-t- 


les  coeffîciens  C,  C,  C" étant  des  fonctions  arbitraires  qui  résul- 
tent de  l'intégration  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre.  Nous  nous  bornerons  à  démontrer  cette 
proposition  pour  une  équation  du  troisième  ordre,  parce  qu'il  est 
facile  de  généraliser  ^*\  Soit  donc  l'équation 

d^z        ,    d»z  „    dH  dH       ,dH       .,  dH 


dx^  dx^dy  dxdy*  dy^         dx^  dxdy 

.„d'^z         dz        ,dz  ^ 

(/y*         dx         dy 

dans  laquelle  o,  a',  a\  a" e,  u  sont  des  fonctions  de  (x,  y).  En 

dérivant  la  valeur  de  x,  on  trouve 

dx         dx  dx  dx  dx 

dy       '  dy  dy  dy  dx 

de     dC     dC  .  ^  ^        . 

pourvu  que  -7-9   —9   — satisfassent  aux  équations 


dy'       dy'         dy'    ^  dy  '  } 


■W 


(•)  Voir  pour  plus  de  détails,  le  mémoire  sur  ce  sujet,  inséré  dans  le  recueil  de 
l'Académie  royale  de  Bruxelles ,  tome  xx?iii. 

58 
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En  dérivant  deux  fois  les  valeurs  de-;j^  et  -=^  ,  on  trouve  encore 

dx       dy 

rf?  "  ^  rfx«  "^  ''  Tï^ï  "*■  *'  li^  ^^    dx* 
-^  =  c-Î^H-c'-^+c"^+c"'î!^' 

dxdy         dxdy  dxdy  dxdy  dxdy 

dydx         dydx  dydx  dydx  dydx 

^'  =C  ^  +  c  ^  H-  C"  ^  -4-  C'"^, 
rfy*     dy'    *    dy'*  dy*  dy^ 

pourvu  que  Ton  pose  les  quatre  équations 

dCdf     dCd[_     dC'df"  ^  dC'df"' _ 
dxdx       dx  dx       dx  dx        dx    dx 

dCdf  ^   dCdf'  ^  dC'df"  ^  dC"df'\        i 
dxdy       dx  dy       dx   dy        dx    dy 


•(2) 


dCdf     dC'df  ^  dC'df"     dC'dp" 
•  dy  dx      dy  dx       dy   dx        dy   dx 

dCdf     dCdf     dC'df"     dC"'df" 
dy  dy      dy  dy       dy  dy        dy    dy  ~ 

et  après  de  nouvelles  dérivations,  il  vient 

dx^  dx^  ax'  dx^  dx^       dx  dx*      dx  dx* 

jy_^_cJlL^c'.^^^  C"  ^"f"  .  C"  ^"^"  ■  '^^  ^"f  ■  et.-. 

dx*dy         dx*dy  dx*dy  dx*dy  dx*dy      dx  dxdy 

dy*dx         dxdy*  dxdy*  dxdy*  dxdy*      dxdy* 

'^,  =c  f(   -.c'^  .m:" 'i;Ç -.(■/" '-^'-.j^K-.... 

«y  ".V  dy  dy^  dy^        dy  dy* 

ci  posons  la  relation  suivante,  entre  les  dérivées  de  C,  C... 

\dxdx*     dxdx*         J  \dxdxdy     dxdxdy         J 

,/di:d*f  dcd*r      \     ,jd£d*f  dcd*r      \        ^  ,., 

\d.r  df     dx  dy*         J  \dy  dy*     dy  dy*         J 
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,.,..,,..,              ,           ,    dz      dz        d^Z   , 
Si  on  Inil  la  subsliUilioii  de  ces  valeurs  de  —  5    -j —  dans  1  equa- 

(ion  proposée,  on  reconnaît  que  cellc-ei  est  satisfaite,  attendu  que, 
par  hypothèse,  les  fonctions  /*,  f...  rendent  identiques  les  équations 

dx^  dxUly  dxdy-  dy^         dx^  dxdy  dy^ 

dx         dy        ' 

Il  ne  reste  donc  plus  qu*à  déterminer  les  valeurs  des  coefiîciens  C,  C... 

Ou  dispose  pour  cela  des  sept  équations  (1),  (2),  (3)  qui  contiennent 

..,.,..      ^   ._.,.    ,  .  .,     '^C     dC     dC 

dune  manière  linéaire  les  huit  dérivées  partielles -7- 5   -7-5    --— 

dx      dy      dx 

Or  entre  sept  équations  on  peut  éliminer  six  quantités  et,  par  consé- 
quent, en  déduire  des  équations  ne  contenant  respectivement  que 

rfC       rfC     dC      dC        ^      ,        ,  .  .,,  ,    ,    , 

-;-  et  -r-'    -r-  ^l— ï Ces  équations  seront  visiblement  de  la  fornio 

dx       dy      dx       dy 

^dC      ^  dC      „ 

dx  dy 

dans  lesquelles  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  connues  <ie  /*,  /*'....  et  de 
leurs  dérivées  et  par  conséquent  sont  des  fonctions  de  (x,  y).  Les  corfli- 
ciens  C,  C,  C"...  s'obtiendront  par  conséquent  en  intégrant  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  degré  et  du  premier  ordre. 

Si  réquation  proposée,  au  lieu  d'être  du  5*»  ordre,  était  de  Tordre  /*, 
on  recounaitrait  sans  peine  que  le  nombre  d'équations  de  condition 
serait  de  I  -^  n{n  —  I) ,  entre  lesquelles  on  pourrait  éliminer  n  (m — 1) 

dérivées  ou  — ^ — ^lettres  C,  C"...  et  l'on  serait  encore  conduit  à 

des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont 

fi  (fi  —  \\ 
le  nombre  serait  --^  1,  lesquelles  serviraient  à  déterminer 

j» 

jes  f^lS^l^rJ)  -^  \\  coefliciens  C,  C 

On  a  vu  à  la  fin  du  N"  200,  que  comme  la  \ariable  dépendante  C 
n'entre  pas  dans  P,  Q,  R,  Tiiilégrale  est  nécessairement  de  la  forme 

C=F  -^  yM, 
F  et  u  étant  des  fonctions  déterminées  de  (x,  y),  et  y  une  fonclion  arbi- 
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traire.  L'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre  est  donc 

z  ==  F/"-^  F'f  -4-  F'/"  -t-  F'Y'"  -^  f?^  -^  fV^'  -*■  /*"?"w"  -f-  r>'"«'" 

?»  ?')  r")  ?'"  étant  des  fonctions  arbitraires  des  fonctions  déterminées 

Si  on  connaissait  plus  de  quatre  intégrales  particulières  /",  f\  f'\  /'", 
le  nombre  de  coeiïiciens  C,  G'....  serait  supérieur  à  quatre  et  les  équa- 
tions de  condition  (i),  (2)  et  (3)  seraient  en  apparence  insuffisantes 
pour  les  déterminer;  mais  comme  celles-ci  ne  contiennent  que  les 
dérivées  de  C,  G'....,  ces  équations  seront  évidemment  satisfaites  en 
rendant  constant  tous  les  coeiïiciens  au-delà  du  quatrième ,  de  sorte 
que  l'intégrale  de  la  proposée  s'obtiendrait  alors  en  ajoutant  à  la 
valeur  précédente ,  le  polynôme 

C"'7""-^CY»-4-C'7"-4- 

dans  lequel  C"",  f"  -+-  C'/"' ....  sont  des  coefficiens  constants. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  est  particulièrement  utile, 
lorsque  l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'on  se  propose  d'intégrer 
a  tous  ses  coefficiens  a,  o',  a"....  constants  et  que  le  terme  final  u  est 
seul  fonction  de  (x,  y).  On  sait  (N**  265)  que  dans  ce  cas,  les  fonctions 
/*,/"'....  sont  de  la  forme 

En  substituant  ces  valeurs  ainsi  que  leurs  dérivées ,  dans  les  équations 
de  condition  (i),  (2)  et  (3),  on  reconnaît  facilement  que  les  équations 
aux  dérivées  du  premier  ordre  que  l'on  a  à  intégrer  sont 

,  dC       „  dC 
dx  dy 

^,da         dC  ,      ,,  , 

dx  dy 


dans  lesquelles  A,  B,  A',  B'....  sont  constants  et  que  les  valeurs  de 
C,  C'...  sont  de  la  forme 

C  =  F  4-  y  (Ay  —  Bx) ,     C'  =  F  -*-  y'  (A'y  —  B'x) , 

y  et  <?'  étant  des  fonctions  arbitraires  et  F,  F'  des  fonctions  déterminées. 
On  verra  plus  loin  (N"  282)  que  l'intégration  d'une  équation  aux 
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dérivées  partielles  peut  quelquefois  être  ramenée  a  la  recherche  d'une 
intégrale  définie. 

267.  Intégration  par  les  séries.  —  S'il  n'y  a  pas  de  méthode  géné- 
rale pour  trouver  l'intégrale  complète  des  équations  aux  dérivées 
partielles ,  exprimée  par  un  nombre  limité  de  termes ,  il  n'en  est  plus 
de  même  de  leur  intégration  au  moyen  des  séries  infinies.  La  marche 
suivie  au  N'*  256  pour  démontrer  l'existence  de  cette  intégrale,  indique 
suffisamment  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  dans  tous  les  cas  cette 
série  ou  du  moins  pour  la  faire  dépendre  de  l'intégration  d'équations 
différentielles  simultanées.  La  méthode  des  coefliciens  indéterminés 
fournit  un  autre  procédé  ordinairement  plus  expéditif.  Soit  h  intégrer 

d^z         dz 
dx*         dy 

Supposons  l'intégrale,  quel  qu'elle  soit,  développée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  x  et  mise  par  conséquent  sous  la 
forme 

s  =  Y  -^  Y'x  -+-  Y"x*  -f-  Y'"x'  -f-  etc. 

Y,  Y'....  ne  pourront  être  que  des  fonctions  de  y  que  l'on  déterminera 
en  substituant  &  jz  la  valeur  précédente  dans  l'équation  donnée  et  en 
égalant  ensuite  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les 
deux  membres.  On  est  conduit  ainsi  aux  équations 

Y"=-^^,    Y'"  =  — — ,    Y""  =  — — 

1.2  dy  2.5  dy  '  5.4  dy 

On  voit  par  là  que  les  deux  premiers  coefficiens  Y  et  Y'  restent  indé- 
terminés et  que  les  autres  sont  exprimés  en  fonction  de  Y  et  Y'.  L'inté- 
grale a  donc  la  forme  suivante  : 

ax*  ax'  a'x*  a*x*         , 

en  remplaçant  Y  et  Y'  par  ffy  et  ^y  et  en  désignant  par  ^',  ^'  etc.  les 
dérivées  de  ces  fonctions. 
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Détermina  lion  d'intégrales  définies.  —  Procédé  fondé  sur  la  dérivation  sous  le 
signe.  —  Procédé  fondé  sur  Tintégration  sous  le  signe.  —  Procédé  fondé  sur 
rintégration  par  parties.  —  Procédé  fondé  sur  le  dcvoloppement  en  série.  — 
Procédé  fondé  sur  Pemploi  des  intégrales  doubles.  —  Procédé  fondé  sur  Tinté- 
gration  indéfinie  d^une  certaine  difTérentielte.  —  Procédé  fondé  sur  rintégration 
d*unc  équation  aux  dérivées  partielles.  —  Procédé  fondé  sur  le  passage  du  réel 
à  rimaginaire.  —  Formule  de  M.  Cauchy.  —  Autre  formule  de  31.  Cauchy.  — 
Expression  des  fonctions  par  des  intégrales  définies  doubles.  —  Application  de 
la  formule  de  Fourier  à  la  recbercbe  d^intcgrales  définies. 

î2(î8.  Détermination  d'intégrales  définies.  —  Procédé  fondé  sur  la 
dérivation  sons  le  signe  d'une  intégrale  définie.  —  On  a  déjà  vu 
(N°  471)  que  Tintégrale  définie  d'une  différentielle  donnée  se  déduit 
en  général  de  son  intégrale  indéfinie;  mais  on  est  aussi  parvenu  dans 
certains  Ciis,  à  la  vérité  peu  nombreux,  à  connaître  l'intégrale  définie 
de  certaines  différentielles,  quoique  Tintégrale  indéfinie  ne  soit  pas 
connue  ou  du  moins  sans  faire  usage  de  cette  intégrale. 

Le  premier  procédé  est  fondé  sur  la  dérivation  sous  le  signe,  et 
consiste  à  dériver  une  intégrale  définie  connue  par  rapport  h  une  con- 
stante littérale  contenue  dans  la  différentielle. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait 

çn 

\      /  (x,  a)  dx  =  Fa  , 

•m 

m  et  n  cUinl  deux  limites  invariables  indépendantes  de  la  constante  x 
comprise  dans  la  différentielle  f  (x,  a)  dx  et  dans  fintégrale  définie 
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connue  Fa.  Comme  «  est  quelconque,  on  peut  la  remplacer  par  «  -+-  i' 
et  il  vient 

/"(x,  a  -+-  l)  (/jC  =  F  (a  -+--  i) 


ou  bien  en  développant, 

\     /  (ar,  a)  (/x  -t-  \     -'-  ulx  H-  \     "x^j  71:  dx  -a-  etc. 

c/F.      rf*F   {« 
=  Fa  -f-  —  t  -♦-  -^  ■—  H-  etc. 

rta  Oa'  1.2 

qui  se  réduit,  à  cause  de  l'équation  proposée,  u  la  suivante  : 
î^  df  . ,         r^  r/Y  t^    j  f/F  .       rf«F  t« 

Or,  si  on  divise  les  deux  membres  par  1  et  qu'on  fasse  ensuite  con- 
verger i  vers  zéro ,  il  viendra 

d¥      r»  df 


rfF_r'*  df 


dx. 


En  comparant  celle-ci  à  Téquation  proposée,  on  voit  que  |mur  dériver 
l'intégrale  définie  du  premier  membre  par  rapport  à  a,  il  suffit  couune 
pour  les  intégrales  indéfinies  (N"  24(5).  de  dériver  sous  le  signe  d'inté- 
gration. 

Prenons  pour  exemple  l'intégrale  connue 

\     e-'^'dx  =  -  • 

Si  l'on  dérive  les  deux  membres  ])ar  rapport  à  «,  on  est  conduit  à 
cette  nouvelle  intégrale  définie 

et  en  dérivant  n  fois  de  suite,  on  trouve 


f»  i.2.5. 


;o 


404  CHAPITRE   \VI. 

dans  laquelle  a  csl  quelconque,  mais  n  cl  un  nombre  entier  et  positif. 
Kn  dérivant  de  même  les  intégrales  connues 

r*      dx  îr       f*       .  i 

Jq  X*  -H  a*      2o      Jq  m  -f-  i 

on  est  conduit  à  ces  intégrales  définies  plus  générales, 

r*  dx  ïf  f*  . 


i.2.5 n 

(m  -4-  i)-+* 


dans  lesquelles  n  est  nécessairement  un  nombre  entier.  On  prendra 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  selon  que  n  sera  pair  ou  impair. 
269.  Procédé  fondé  sur  l'intégration  sous  le  signe.  —  Si  au  lieu  de 
dériver  les  deux  nombres  de  Féquation  par  rapport  à  une  des  con- 
stantes ,  on  multiplie  les  deux  membres  par  la  différentielle  de  celle-ci 
et  qu'on  intègre  ensuite  ,  ce  qui  revient  à  prendre  de  part  et  d'autre 
une  somme  de  quantités  égales,  on  obtiendra  de  nouvelles  intégrales 
définies;  ainsi,  en  multipliant  par  da,  on  trouve 

S*  [^  da 

c-«'rfx,     c'est-à-dire,    \     dxer^'da:=  — 
0  h  « 

et  en  intégrant  par  rapport  à  a  entre  les  limites  6  et  c,  il  vient 

c 


[ 


dx  =  log  -. 
Q  X  b 


En  multipliant  les  deux  membres  de  Féquation 

r  dx  n 

)q  X*  -+-  a'  ""  2â 

par  2a  da  et  intégrant  depuis  a  =  6  jusqu'à  a  ^=  c^  on  trouve  de 
même 

Ce  procédé  n'est  admissible  que  lorsque  la  différentielle  reste  finie  et 
continue  pour  des  valeurs  de  ta  variable  comprises  entre  les  limites  de 
l'intégration. 
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270.  Procédé  fondé  sur  Viniégraiion  par  parties,  —  Quelquefois 
une  intégration  par  parties  conduit  à  des  relations  entre  certaines  in- 
tégrales définies ,  au  moyen  desquelles  celles-ci  peuvent  être  détcrmi- 

nées.  Prenons  pour  exemples  les  deux  intégrales  1     c""'  sin6xdx 

Jo 

et  \     «-*»'  cos  6x  dx  que  nous  représenterons  par  m  et  n  ;  en  intégrant 

par  parties ,  il  vient 

.    ,     ,  /       cos6x\      rcos6x 

fer"^  sm  6x dx  =  —  f  ^"'~â —  )""  \~T^^^"'"  ^ 

,     ,  /       sin  6x\       C  sin  6x 

fer'^  cos  6x  ax  =      l  e~*"' — j-—  )-^\  — r —  ae"**  dx 

et  si  Ton  prend  ces  intégrales  entre  les  limites  oo  et  0  en  remarquant 

cos  6x  sin  6x         , ,  . 

que  pour  x  =  0,  er^ — -. —    et  «"«' — ^ — se  réduisent  respective- 

\ 

ment  à  r  et  0  et  que  pour  x  =  oo  ,  elles  se  réduisent  toutes  deux  a 

zéro,  pourvu  que  a  soit  positif  et  ne  soit  pas  nul,  on  trouve  en  re- 
mettant pour  ces  intégrales  leur  valeur  m  et  n, 

a  \      a 

6 
d'où  l'on  tire 


6  DO 


6  a 


m==-- =->     »  = 


o*  -♦-  6*  a*  -♦-  6* 

c'est-à-dire  que  Ton  a  pour  toute  valeur  positive  de  a  et  tant  que  a 
n'est  pas  nul^ 

Je"""  sin  bx  dx  =  -r r:  '      i     c""'  cos  bx  dx  =  -z n  • 

271.  Intégrales  définies  discontinues.  —  En  multipliant  par  db  les 
deux  membres  de  ces  équations  et  intégrant  entre  les  limites  6  =  0 
et  6  =  6,  on  trouve ,  (2) 

*     e~*'cos6x  ,         f     e^"'rfx       ,  a 


C     e***  cos  6x       Ç 

Jo        ^        '"^      îo 


-+-log 


|/o«  +  6« 

59 
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r     e-^  sin  bx  ,  6 

\     dx  =  arc  tana;  -  • 

Ces  équations  étant  vraies  quelque  petite  que  soit  la  valeur  de  a,  on 
pourra  faire  converger  cette  lettre  vers  zéro  et  à  la  limite  on  sera  con- 
duit aux  intégrales  suivantes (5) 

\     dx  =  log  0  -t-  \     —  =  log  0  -♦-  log  00  —  log  0  =  00 

Jo     «  Jo  ^ 


i 


sin  6x  ,  b        .  TV 


dx  =  arc  tang-  =  db  - . 
Q      X  ®0  2 

Dans  cette  seconde  intégrale,  le  signe  -♦-  doit  évidemment  être  pris 
quand  6  est  positif  et  le  signe  —  quand  6  est  négatif.  Si  b  était  nul, 
aucune  de  ces  deux  valeurs  ne  conviendrait,  car  si  Ton  fait  à  la  fois 

a  et  b  nuls ,  arc  tang  -  se  présente  sous  forme  indéterminée.  II  est 
a 


visible  du  reste  que  pour  5  égal  à  zéro,  l'intégrale  \     dx  de- 

JO      ^ 

—^ —  c'est-à-dire  qu'elle  est  nulle.  Cette  intégrale  présente 
0     ^ 
donc  cette  circonstance  remarquable  que  si  l'on  fait  varier  6  depuis 

—  00  jusqu'à  +  00  ,  sa  valeur  sera  —  -  tant  que  6  sera  négatif,  pour 

devenir  brusquement  zéro  quand  b  sera  nul  et  passer  brusquement 

à  la  valeur  -f-  -  quand  b  prendra  une  valeur  positive  quelconque.  Cette 

intégrale  est  dite  pour  ce  motif,  discontinue. 

C    cos  cix  sin  bx 
La  même  intégrale  conduit  à  la  valeur  de  l     dx  ;  car 

Jo         ^ 

on  a 
r*  cos  ox  sin  6x  ,    1  T    sin  {fi  -\-  a)  x  i  T    sin(6— a)x  , 

et  le  second  membre  devient  ^^"^  ^^  =  ^   ^"    22""22'^ 
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enfin  x'^  =  t9  selon  que  b  —  a  est  positif,  négatif  ou  nul.  L'intégrale 

2  2        4 

cherchée  est  donc  -y    7  ou  0  selon  que  h  est  plus  grand,  égal  ou  plus 
2       4 

petit  que  a.  Cette  intégrale  est  discontinue  comme  la  précédente. 

272.  Intégrale  Eulérienne  de  première  espèce.  —  Occupons-nous 

encore  de  rintégrale  \     er'xP-^dxy  que  Ton  peut  mettre  sous  l'une 

Jo 

des  formes 

i 

en  remplaçant  x  par  log-  ou  par  y*,  et  dans  laquelle  nous  supposerons/) 

positif,  mais  quelconque.  Comme  cette  intégrale  est  une  fonction 
de  p,  nous  désignerons  sa  valeur  ])ar  r  (p).  £n  intégrant  par  parties 
entre  les  limites  indiquées,  on  trouve 


1     e^'xP-^dx='\     c'xPdx 
Jo  PJO 


et  comme  la  seconde  intégrale  est  semblable  à  la  première  en  rempla- 
çant p  par />  -4-  1 ,  on  pourra  la  représenter  par  r  (p  -*-  i)  et  l'équation 
précédente  prend  la  forme 

OU  en  changeant  p  en  p  —  i  , 

r(p)  =  (p-4)r(p-l). 

Cette  relation  subsiste  pour  toute  valeur  de  p  ;  on  peut  donc  poser 

r(p-l)  =  (p-2)r(p-2),    r(p-2)  =  (p-3)r(p- 5), 

r(p_M  +  l)  =  (p  — »)r(p  — n) 
et  par  conséquent  en  substituant, 

r(p)  =  (p-<)(p-2)(p-3) (p_„)r(p-«). 

Si  n  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p ,  p  —  n  sera 
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une  quanlitë  comprise  entre  zéro  et  Tunité  que  nous  désignerons 
par  £  et  la  valeur  de  r  (p)  prend  la  forme 

r(p)  =  e(e  +  i)(fi^2)(£-4.3) (p- 2)  (p  -  i)r(,) 

qui  fait  dépendre  la  valeur  de  Tintégrale  définie  cherchée  d'une 
intégrale  toute  semblable  mais  dans  laquelle  Texposant  p  est  compris 
entre  zéro  et  Tunité.  Cette  dernière  intégrale  doit  se  calculer  par 
les  méthodes  d'approximation ,  pour  toute  valeur  fractionnaire  de  e  et 
les  résultats  consignés  dans  des  tables  servent  à  déterminer  T  (p)  pour 

une  valeur  quelconque  de  p.  Si  £  est  égal  à-  ,  l'intégrale  r  f  -  j  de- 

f* 
vient   2  i     erv*  dy  ==  j/tT   Pour  5  =  1,    elle   prend    la    forme 

f* 
2%     e~y'yrfy  =  1  =  ri;  on  voit  donc  que  pour  toute  valeur  en- 

tière  et  positive  de  p ,  on  a 


i 


QO 

e-'x'^*dx  =  i.2.  5 (p— ^)> 

0 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  au  N""  268.  L'intégrale  dont  on  vient 
de  s'occuper  est  connue  sous  le  nom  d'intégrale  eulérienne  de  pre- 
mière espèce, 

275.  Procédé  fondé  sur  le  développemefit  en  série.  —  Le  dévelop- 
pement des  fonctions  en  série  conduit  quelquefois  aux  valeurs  de  cer- 
taines intégrales  définies.  Soit  la  série  supposée  convergente 

^x  =  a  -+-  6x  -♦-  ex*  -I-  dx^  -4-  etc. 
Remplaçons  x  parpe^*'^  ~    ou  p  (cos  z  -+- 1/—  i  sin  z)  ;  il  vient 

f  {P^      ~    =a  -¥-  hpe^^  ~    -4-  cp'^e  *^  ~~    -h  etc. 

dont  le  second  membre  est  encore  convergent,  pourvu  que  p  soit  inférieur 
à  la  plus  grande  valeur  de  x,  parce  que  en  introduisant  les  valeurs  Irî- 
gonomctriques ,  le  second  membre  se  décompose  en  deux  séries  couver- 

génies.  Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  e^*^  "  dz^i  étant  un 
nombre  entier  et  positif  quelconque,  et  qu'on  intègre  entre  les  limites 
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0  et  âir,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaîtront  puisque  l'on 
a  y  quelle  que  soit  la  valeur  de  n , 

comme  on  peut   s'en  assurer  du  reste  en  remplaçant  e       ^»^  ~ 

par  cos  nz  d=  j/ — i  sin  nz.  Un  seul  terme  du  second  membre  fera 

exception;  c'est  celui  où  l'exposant  de  x  est  égal  à  t  et  qui  a  pour 

/d*f\  1 

coefficient  i  -r-  i  :  •  L'intégrale  de  ce  terme  est 

\dx»/oi.2.5....t 

\rfx»/oi.2.  5....t 


et  il  vient 


Si  le  nombre  i  était  négatif,  il  est  visible  que  tous  les  termes  du  se- 
cond membre  sans  exception  seraient  nuls. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction qui  est  dcveloppable  en 

a  —  X 

série  convergente  pourvu  que  x  soit  plus  petit  que  a;  on  trouve 


i 


^"e'^^^^^rfz_2./pV 


0  a — pe 

pourvu  que  p  soit  inférieur  à  a. 

Comme  |/ — i  a  deux  valeurs ,  on  peut  remplacer  -t-  |/ —  i  par 
—  ^ —  i  et  il  vient  encore 


i 


^^r-^-'dz    2./P 


0  a  —  pe    ^  ^  ' 


En  additionnant  et  retranchant  successivement  ces  deux  intégrales, 
après  avoir  remplacé  e"  par  sa  valeur  trigonomélrique,  on  trouve 
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CCS  deux  nouvelles  intégrales  définies  dans  lesquelles  i  est  un  nombre 
entier  et  positif, 

Ç^^atosiz  —  pcos{i-^\)z.   ^Tr/pV 

Î^'^asin  iz  —  »  sin(t  4-  i)je  , 
— _ _— £ 1 -L-  dz  =  0. 
Q       o'  —  2ap  cos  z  -^  p^ 

Pour  1  =  0,  la  première  devient 

Jq  a}  —  2ap  cos  z  -¥-  p*  a 

En  multipliant  les  deux  membres  par  âda,  puis  intégrant  depuis  a  =  a 
jusqu'à  a  =  00  ,  on  est  conduit  à  cette  intégrale  définie 

i»27r 

V     log  (a*  —  2ap  cos  jj  -h  p*)  dz  =  47r  log  a. 

274.  Procédé  fondé  sur  l'emploi  des  intégrales  doubles.  —  L'emploi 
des  intégrales  doubles  conduit  à  une  intégrale  définie  remarquable. 

Représentons  par  A  l'intégrale  définie  \     e  ""**  dx  et  par  y,  une  autre 

Jo 

variable  indépendante  de  x.  Si  Ton  remplace  x  par  xy  et  dx  par  d  (xy) 
ou  xdy  et  qu'on  intègre  e^^'^^^xdy  par  rapport  à  y,   l'intégrale 

i     g-uy)'xdy  sera  aussi  égale  &  A ,  parce  que  quelle  que  soit  la  valeur 
•'O 

de  X,  xy  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  0  et  l'infini, 

quand  y  varie  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  on  a  donc,  en  multipliant 

les  deux  intégrales , 

00  00 

(     ir-'dx.C    e-^Vxdy  =  A«, 

Jo  Jo 

qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante,  comme  on  l'a  fait  pour  les 
intégrales  doubles,  attendu  que  les  variables  x  et  y  sont  indépendantes, 

.00  ^00 


(     (    xe-^'*+'V)rfxrfy=«A«, 
Jo  JO 
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ou  bien 

A«  =  (    du{    (r'*»+y%dx=\    dyi    le-'«+»*'rfz 
JO       .'O  •'O       JO  2 

_lf     dy  1 

et  par  conséquent, 

La  racine  positive  de  n  peut  seule  convenir,  parce  que  e~'*dx  reste 
positif  pour  toute  valeur  de  x  et  que  par  conséquent  Fintégrale  est 
nécessairement  positive. 

275.  Intégrale  Eulérienne  de  seconde  espèce.  —  Considérons  encore 
les  intégrales  définies  suivantes  connues  sous  le  nom  d'intégrale  Eulé- 
rienne de  seconde  espèce^ 


;o  Jo 


(1  +  y)P+» 


qui,  comme  on  le  verra,  rentrent  Tune  dans  l'autre.  Il  résulte  de  ce 
qu'on  a  vu  au  N"*  272,  que  l'on  a 

00  00 

r(p)  =  2\     e-'V'^rfx,    r(9)  =  2(    e-yVr-*dt/. 

Jo  Jo 

Si  dans  la  seconde  on  change,  comme  plus  haut,  y  en  xy,  on  aura 
aussi  pour  toute  valeur  de  x , 

r  (qi)  =  2  J     e-'^'y«t-4a;««^*xdy 


et  par  conséquent  en  multipliant  les  deux  intégrales  et  remplaçant 
leur  produit  par  une  intégrale  définie  double,  ce  qui  est  permis  parce 
que  les  variables  x  et  y  sont  indépendantes, 

00     00 

r  (p)  r  (9)  =  4  (     (    c~''<*  +3^*^  x'^'+'î-*  y^-'  dxdy 

00  00 

=  4  \    y^^^dy  \    c-''<*+y*>x*p+«»-«dx. 
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Or,  si  dans  la  valeur  de  T  (p)  on  remplace  p  par/i  +  f  et  x  par 


r 

On  tire  de  là 


X  [/i  -h  y*,  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  y, 

r  (p  +  «)  =  2  (     e-'*<«+»*>xV+««-*  (i  ^  y«)i'^îdx 

Jo 

ou  bien 

QO 

r  (p  -t-  g)  =  2  (1  +  yV+î  (     e-'*^*+3'*^x«i'+«î-*«tr, 

Jo 

ce  qui  fait  prendre  à  Tintégrale  double  la  forme  suivante  : 

f*    y'»-My    _4r(p)r(.y) 
Jo  (y*  +  ^)'^'     2  r  (p  -V  ç) 
ou ,  en  remplaçant  y*  par  x, 

f*    x»-«  di    _  r  (p)  r  (g) 
Jo  (x+4)^~r(pH-9)' 

I X 

Si  l'on  remplace  x  par >  les  limites  0  et  oo  de  cette  dernière 

X 

intégrale  se  changent  en  i  et  zéro  et  cette  équation  devient 

(\i^x).-^x^>cfx==^iP)^(^i. 
Jo  r(p-f-9) 

276.  Procédé  fondé  sur  l'intégration  indéfinie  d'une  certaine  diffé- 
rentielle. —  On  peut  dans  certains  cas  faire  dépendre  la  recherche 
d'une  intégrale  définie,  de  l'intégration  indéfinie  d'une  certaine  diffé- 
rentielle. Soit,  par  exemple, 

00 

A  =  I     e  ""•'**  cos  bxdx. 

Jo 

A  sera  une  fonction  de  6;  et  en  dérivant  les  deux  membres  par  rap- 
port à  b,  il  vient, 

dA 


-n-  =  —  \     e~"*''8in6x.xdx: 
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or,  si  Ton  intègre  par  parties ,  on  trouve 


-  ^  ,  •  cos  bxbdx 
2a* 


fsin  6xe"""'''xrfx  =  —  sin  5x--— ^ \ 

2a*        J 

et  en  prenant  cette  intégrale  indéfinie  entre  les  limites  0  et  oo ,  on  aura, 
en  remarquant  que  le  terme  hors  du  signe  d'intégration  est  nul  à  ces 
deux  limites, 

\     e"**'*sin5xx(ix  = — I      -r--T-cos6x6(fx= — ^r-A     c-*"*'*cos6xrfx. 
Jq  Jo     2a*  2a*)o 


on  a  donc 


db  ^      2a* 


Cette  équation  différentielle  intégrée,  donne 

logA  =  — ^-ï-logC,    ou    A  =  Cc""^. 
4a 

La  constante  G  qui  est  indépendante  de  6,  se  détermine  en  remarquant 
que  lorsqu'on  fait  6  =  0  dans  l'équation 

op 
A  =  \     c -"*»*'*  cos  6xrfx, 


Jo 


on  trouve,  d'après  ce  qu'on  a  vu  (N*»  274), 

A  =  (     c-*'*(lx=-(     e-*''xadx=-(     c-''dt  =  ^; 

Jo  «Jo  «Jo  ^« 

d'où  il  suit  qu'en  faisant  6  =  0  dans  l'équation 

—  il 
A  =  Ce    ^\ 
on  doit  avoir 

On  est  donc  conduit  à  cette  intégrale  définie 


l     e-  *****  cos  6xrfx  =  ^  e 
)o  2a 
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Une  marche  semblable  fait  dépendre  Tintëgrale  définie 

f"^  e-''dx  _  ^ 

de  rintégration  indéfinie  de  Téquation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre 

— -  H-  5«  A  =  - . 
aa*  a 

Si  la  première  de  ces  deux  intégrales  devait  être  prise  entre  les  limi- 
tes +  oo  et  —  00 ,  il  suffirait  de  doubler  la  valeur  trouvée  plus  haut  ; 
car  6""**''  cos  6x  ne  changeant  pas  quand  on  remplace  +  x  par  —  x,  il 
est  visible  que  la  différentielle  passe  par  des  valeurs  identiquement  les 
mêmes  lorsque  x  varie  entre  0  et  -♦-  oo  et  lorsque  x  varie  entre  0  et  —  oo  . 

Pour  ce  qui  est  de  la  différentielle  e~"*'*sin  bxdx,  si  Tintégrale 
devait  être  p^ise  entre  les  limites  +  oo  et  —  oo  ,  on  reconnaît  sans  cal- 
cul que  rintégrale  définie  est  nulle;  car  en  remplaçant  x  par  — x,  la 
différentielle  change  de  signe  en  passant  par  les  mêmes  valeurs ,  d'où 
il  résulte  que  la  somme  de  ses  valeurs  entre  0  et  -4-  oo  est  la  même  que 
la  somme  entre  0  et  —  oo  ,  mais  de  signe  différent  et  par  conséquent 
la  somme  totale  entre  -4-  oo  et  —  oo  est  nulle.  Cette  remarque  peut 
servir  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  à  reconnaître  la  valeur  d*une 
intégrale  définie. 

Les  intégrales 

\     c"**'*  sin' 6xdx,    \     c""*'*  cos*  5xdx 
JO  h 

que  nous  désignerons  pariictv,  s'obtiennent  en  remarquant  qu'en 
les  additionnant  et  les  retranchant  successivement,  il  vient 

00  00 

ti-t-i?  =  \     €-*"***  dxy     V  —  u  =  \     «-«*'*  cos  26xdx; 

Jo  Jo 

Or  on  sait  qu'on  a 

00  y-        00  /■    __^ 

(     e-''Vx=:!^,     (     c-»'*cos26xcix  =  V^  e    «'; 


il  vient  donc 

2a  2a 
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et  par  consëquent 

-^0 -'"")•  -^(' -«"")• 

277.  Procédé  fondé  sur  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles.  —  Souvent  la  détermiDation  d'une  intégrale  définie  peut 
être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles  par- 
tielles ;  soit  en  effet 


^n 
Jm 


sin  bxdx; 
m 


on  tire  de  là 


d*u  C^ 

ijT=  —  1     e~***'*  (sin  bx)  x*dx , 

du  f* 

•7-=  —  2a  \     (T*  '  sin6xx'c/jc, 

da  ]^ 


d'où  Ton  déduit  sans  peine 

^   d*ti      du 

que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

d^u        du 


db*      ^ada 
ou  bien  ,  en  remplaçant  a*  par  c, 

d*u       du 

dont  l'intégrale  fera  connaître  Uj  c'est-à-dire,  l'intégrale  définie 
cherchée.  Elle  a  été  traitée  au  N"*  267  et  il  vient 

6*  6»  5* 

u  =  »a*  -4-  Wa*  H »'o*  H '»I/"o*  H »"o*  -H  etc. 

^         ^         i.  2^  1.  2.  5^  1.  2.  3.  4^ 

La  forme  de  la  fonction  arbitraire  7  se  détermine  par  la  remarque  que 
pour  6  =  0,  l'intégrale  est  nulle ,  et  par  conséquent  la  fonction  7  est 
nulle,  ainsi  que  ses  dérivées  f',  7"....  Quant  à  la  fonction  ^p,  on  remar- 
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du        f" 
quera  que  comme  pour  6==0,-j-  =  l     «-"*«*  cos bx.xdx  devient 

«'•       Jm 


on  doit  avoir 

i 

et  par  conséquent 


+=5r.(«-*" -«-'"*) 


.,      o*n»  -4-1      11      o»m*  -t-  1      t  t      ,„ 
f=___e i^T-*-"-»    +"  =  «««. 

278.  Procédé  fondé  sur  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire.  —  Le 
passage  des  quantités  réelles  aux  quantités  imaginaires,  au  moyen  de 
la  formule  symbolique  d'Euler,  peut  souvent  être  employé  utilement 
pour  ramener  certaines  intégrales  définies  à  d'autres  déjà  connues; 
par  exemple,  pour  intégrer 

J 00 

on  remplacera  e**'  par  cos  x  (oj/ — i)  —  (/ —  i  sinx(oj/ — i,  et  Ton 
aura  à  chercher  les  intégrales 

00  00 

V        c-'*cosx(oi/^)rfx  ■— (/^^  I         e-'*  sin  x  (a  |/ —  1)  dx. 

J 00  J 00 

Or,  en  remplaçant  6  par  a  ^ —  i  ,  on  a  trouvé  (N"  276) 

I  c-'*cosx(aj/^)dx=j/^e*  ,    l        c--''sinx(aj/dî)rfx==0; 

J 00  J 00 

on  a  donc 

f  *  y-  5*  * 

J 00 

II  est  à  remarquer  que  ce  moyen  ne  peut  être  employé  qu'avec  cir- 
conspection ,  parce  qu'il  est  souvent  en  défaut ,  ce  qui  arrive  toutes  les 
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fois  que  la  transformation  a  pour  effet  d*altërer  la  continuité  de  la 
fonction. 

279.  Formule  de  M.  Cauehy.  —  On  trouve  encore  un  grand 
nombre  d'intégrales  définies  au  moyen  de  la  formule  suivante  due  à 
M.  Cauehy, 

laquelle  représente  toute  fonction  fx  au  moyen  d'une  intégrale  défuiie 
d'une  forme  déterminée.  On  la  démontre  facilement  en  développant 

en  série  f{x-^re     ^»^""  ) ,  ce  qui  donne 

fx  -^  re     ^^       fx  H — /""x  •+-  etc., 

série  dont  la  convergence  est  assurée  si  r  est  tel  que  ({x-^-r)  soit 

développable  en  série  convergente;  car  on  peut  la  mettre  sous  la 

forme 

-  rf         T^  cos  2y  -„ 

fx  -hr  cos  y  fx  -^ f  x  -+-  etc. 

±  /3T  Çrslnyrx  ■+-  îl^^  f'x  -^  etc.") 

qui  se  compose  de  deux  séries  visiblement  convergentes  si  le  déve- 
loppement de  /"(x  -*-  r) ,  c'estrà-dire , 

r* 
/x  -h  r  Tx  -4-  ---  r'x  -h  etc. 
'  '  1.2' 

est  lui-même  convergent,  puisque,  en  multipliant  les  différents 
termes  par  cos  y,  cos  2y....  siny,  sin  2y....  qui  ont  des  valeurs  frac- 
tionnaires, on  ne  fait  que  diminuer  ces  termes.  La  série  étant  con- 
vergente ,  on  peut  poser  identiquement 

/•(x  -4-  re*î'»/=ï)  =  /x  ^  r^xe^vV^  +  ^  e±2,p/=l  ^  ^^ 

1  *M 

et  si  Ton  intègre  les  deux  membres  par  rapport  à  y  entre  les  limites  0 
et  27r  en  observant,  comme  au  N*»  275,  que 
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pour  toute  valeur  entière  de  n  depuis  i>  =  i  ,  on  est  conduit  k  l'équa- 
tion suivante 

qui  n'est  autre  que  la  formule  indiquée.  Elle  serait  encore  vraie  si  r 
était  imaginaire  et  de  la  forme  a  -4-  p  ]/—i ,  pourvu  que  le  module 
|/a«-i-p*  fut  inférieur  à  la  limite  que  nous  avons  assignée  plus  haut  à 
la  valeur  de  r.  Ainsi  l'on  a ,  en  donnant  à  x  une  valeur  particulière  a , 


j     log(a-+-re'^y^^Vy  =  27rlogo 


et  par  conséquent 

J  Jlog  (o  +  re*»^  dy  +  (  "log  (a  -4-  re"»*^^)  dy 

=  j  Jlog  j  (o  -H  réf^^)  {a  +  re-y^^^)  j dy  =  4»  log  a 

et  en  effectuant  la  multiplication ,  on  est  conduit  à  l'intégrale  définie 
trouvée  déjà  plus  haut, 

I      log  (a  -h  2ar  cos  y  -+-  r*)  dy  =  47r  log  a, 

pourvu  que  log  (a  -♦-  r)  soit  développable  en  série  convergente ,  c'est-a- 
dire,  pourvu  que  r  soit  plus  petit  que  a  (N"  47). 
On  a  de  même 


i 


sin(a-4-re     ^»^       )rfw  =  27rsino, 
0 


d'où  l'on  tire  pour  a  =  0  et  a  =  -, 

ÎStt  ^      y T-  »2ff  -t      y r 

sin(re     ^^^^)dy  =  0,    \     cos  (rc     ^»^- *)  dj/ =  2;r 


ou  bien 

^27r 

sin  (r  cos  y  rb  r  (/ —  i  sin  y)  rfy  ==  0, 
0 


i 


CALCUL    LNTÉGRAL.  479 

\     cos  (r cosy  =t  r  j/^  sin y)  dy  =  ^n 
c'est-à-dire , 

\     sin  (r  cos  y)  cos  (r  j/— 1  sin  y)  dy 

±  1     COS  (r  cos  y)  sin  (r  j/— i  sin  y)  dy  =  0, 

i      COS  (r  cos  y)  cos  (r  (/^  sin  y)  rfy 

qz  I     sin  (r  cos  y)  sin  (r  ^/—  i  sin  y)  dy  =  27r , 

qui  y  en  tenant  compte  des  doubles  signes,  se  décomposent  de  cette 
manière  : 

\  sin  (r  cos  y)  cos  (r  j/ —  i  sin  y)  rfy  ==  0 
I  cos  (r  cos  y)  sin  (r  j/— i  sin  y)  rfy  =  0 
\     cos  (r  cos  y)  cos  (r  ^/ —  1  sin  y)  rfy  =  Stt 

»  A 


r27r 


fZTT 

4      sin  (r  cos  y)  sin  (r 


y  y  —  i  sin  y)  dy  =  0. 


Les  formules  symboliques  d*EuIer  donnent 

2cos(rj/ — ismy)=»e  -ne        ^, 

a    / r  •     /      / ï    •       \  —rsiny  rsiny 

2(/— i  sin(r|/— i  smy)  =  e  "^  —  e 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  puis  en  les 
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additionnant  deux  à  deux ,  on  est  conduit  aux  intégrales  définies  sui- 
vantes : 

$^./  .irsiny,  ^ 

sin  (r  cos  y)  e  '  dy  =  0 


^     cos  (r  cos  y)  e      '  "'"  ^  dy  =  2r 


^  r  sin  y 


280.  Autre  formule  de  M.  Cauchy.  —  M.  Cauchy  a  encore  dé- 
montré une  seconde  formule  qui  conduit  à  la  plupart  des  intégrales 
définies  connues.  Supposons  que  Ton  ait 

/fzdz  =  (fz; 
on  aura  encore  évidemment,  en  remplaçant  z  par  x  +  y  ]/ —  i  , 

Si  on  suppose  x  variable  et  y  constant ,  le  premier  membre  se  réduit 
à  y/'(x  H-  y  (/ —  i)  dx,  tandis  qu'en  supposant  x  constant  et  y  va- 
riable, il  devient  y/" (x  -^  y  j/ —  i)  (/ —  i  dy  ;  on  a  donc  pour  des 
limites  quelconques  des  deux  intégrales^ 

l/^^/A^  ^  y  /=^)  dy=/f{x  +  y  |/=T)  dx. 

Pour  prendre  Tintégrale  définie  par  rapport  à  y  entre  les  limites 
0  et  00  ,  il  faut  dans  la  valeur  de  Tintégrale  indéfinie  faire  successive- 
ment y  égal  à  chacune  de  ces  valeurs  extrêmes  et  prendre  la  différence 
des  deux  résultats  ;  il  vient  donc 

00 


si  la  fonction  f{x-^y  [/ —  i)  est  telle  qu'elle  s'évanouisse  pour  y  =  oo  , 
l'équation  précédente  devient 


^00 


•'o 

Prenons  maintenant  l'intégrale  par  rapport  h  x,  entre  deux  limites 
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X  et  —  X;  on  trouvera  de    même,    pourvu   qu'entre   ces  limites 
f{x  -4-  y  [/ —  \)  reste  fini  et  continu , 

p    /xrfx  =  -/=îj     j/-(X-t-y|/=ï)-/-(-X  +  2/|/=T)j%. 

Soit  L  la  limite  vers  laquelle  converge  x.fx  ou  —  xf{ —  x)  quand  x  con- 
verge vers  rinfini  ;  L  sera  aussi  la  limite  de  (x-hî/j/— t)/'(x-+-y(/— 1), 

puisqu'on  peut  récrire  ainsi  x  (  1  -4-  -  ^/— i)  f\^[\  -^-  - 1/ —  ^ )  I  » 

X  \  X  ) 

fonction   qui,    à   la  limite,   devient  xfx  ou  oo/*ao.'Les  fonctions 
/"  (  X  -+-  y  (/ —  i  )  et  /■  (  —  X  -+-  y  f/ —  i  )   convergeront  donc    vers 

L  L 

-rn=-  et quand  X  convergera  vers  l'infini  et 

X  +  y|/^l        _X-4-y/-l 

l'cquation  précédente  convergera  vers  la  suivante 

,, f*    2Xdy 


X 

00 


c'est-à-dire , 

^^    /xrfx---î2Li/3rarctang^__^Lj/:i7 
et  en  passant  à  la  limite,  on  aura  rigoureusement 

(-+-  00  

/x  ^X  =  —  ttL  |/—  i . 


•30 


^n.l/-1 


Prenons  pour  exemple,  la  fonction-^ — r •  En  y  remplaçant 

1  -h  x' 

X  par  X  -+-  y  (/^  \ ,  on  reconnaît  i*»  qu'elle  est  nulle  pour  y  ==  oo  ; 
2"  que  le  produit  xfx  et  —  xf{ —  x)  est  nul  pour  x  =  oo  et  5"  que  la 
fonction  reste  finie  et  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
-♦-  00  et  —  00  et  pour  toute  valeurde  y  comprise  entre  0  et  oo  .  On  a  donc 

\      ? ^r/x  =  0 

Jo         4  -+-  X* 

fit 
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d\)ii  l'on  lire 

00  / oc 

C         cos  ax  -*-  1/ —  1  sin  ax  ,  C  dx 

et  en  séparant  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  on  Irouve 

00  00 

r         cos  axdx  Ç         s'in  axdx 

281.  Expression  des  fonctions  par  des  intégrales  définies  doubles. 
—  Il  existe  une  formule  très  générale  et  fort  remarquable  due  k 
Fourier,  servante  représenter  par  une  intégrale  déftnie  double  une 
fonction  arbitraire  donnée  continue  ou  discontinue  d'une  seule  variable. 
Quoique  ce  soit  dans  la  pbysique  mathématique  et  dans  la  mécanique 
analytique  que  cette  formule  trouve  ses  principales  applications, 
cependant  nous  la  démontrerons  ici,  parce  que  Ton  verra  plus  loin  le 
secours  qu'on  peut  en  tirer  pour  la  recherche  des  intégrales  définies 
et  pour  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

$sin  bx 
dx  dont  on  s'est  occupé  au  N"  271,  on  remplace  x 
0       ^ 
par/)  et  6  par  x  —  a,  elle  devient 


-00 


sin  p  {x  —  a) 


h         P 


dp, 


intégrale  qui ,  d'après  ce  qu'on  a  vu ,  est  égale  à  ^  >    zéro ,  —  -  sui- 

vaut  que  b  =  x  —  a  est  positif,  nul  ou  négatif,  ou  suivant  que  x  est 
plus  grand  que  a,  égal  à  a  ou  supérieur  à  a.  II  suit  d'abord  de  là 
qu'en  désignant  par  y  la  valeur  de  l'intégrale,  qu'il  faut  considérer 
comme  une  fonction  de  la  lettre  x,  le  lieu  géométrique  donné  par 
l'équation 


*  sin  p  (x  —  g) 
-f '^^' 


de  la  forme  y  =  yx^  se  compose  d'une  ligne  droite  parallèle  à  l'axe 

des  X  et  distante  d'une  quantité  -  aussi  longtemps  quex  reste  supérieur 

à  a.  Pour  x  =  a,  le  Heu  géométrique  devient  un  point  situé  dans  l'axe 
des  X  et  ar  continuant  à  décroître,  le  lieu  devient  une  seconde  droite 
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parallèle  à  Taxe  des  X  et  distante  de  — ~  •  Ou  voit  aussi  qu'en  posant 
rsinWx^.)  rsinp(x^aO  rsinp(x--a^--»>) 

les  constantes  a,  a'....  a^»-*^  étant  supposées  rangées  dans  leur  ordre 
de  grandeur  croissante,  cette  équation  représente  une  parallèle  à  l'axe 

des  X  distante  de  »  -  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  a^'»-*^  Pour 
X  =  a^''-*^  on  trouve  j/=  (n —  i)  -j   puis  si  x  continue  à  décroître  et 

À 

reste  compris  entre  a^"-*>  et  a^'*"*^  la  dernière  intégrale  devient  —  - 

et  on  trouve  y  =  (»  —  2)  -  »  c'est-à-dire  que  dans  cet  intervalle  des 
valeurs  de  x,  le  lieu  géométrique  est  encore  une  droite  parallèle  à  X 
et  distante  de  (/i  —  2)  -  et  ainsi  de  suite.  Le  lieu  géométrique  repré- 
senté par  l'équation  est  donc  une  suite  de  points  et  de  droites  parallè- 
les à  l'axe  des  X. 
Multiplions  par  (pac/a  les  deux  membres  de  l'équation 

sin  p  (x  —  a) 


w 


dp (0 


p 

qui  suppose  a  inférieur  ù  x,  c'est-à-dire  posons 

sin  p{x  —  ot) 


$00 


dpdoL 


Comme  celle  équation  subsiste  pour  toute  valeur  de  a  inférieure  à  x , 
l'égalité  subsistera  pour  la  somme  de  toutes  ces  valeurs,  c'est-à-dire 
pour  les  intégrales  prises  depuis  a  =  m  jusqu'à  a  =  x,  pourvu  que  m 
soit  inférieur  à  x;  en  désignant  donc  l'intégrale  de  ^arfa  par  f^a,  il  viendra 

r  \       f^    /    f*       sin/>(x  — a) 

^  Jin       JO  P 

Pour  des  valeurs  de  a  supérieures  à  x,  on  sait  qu'on  a 


-H 


*  sinp(«-a)^p      (.^) 
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vi  en  mullipliant  encore  par  fada  et  intégrant  depuis  a  =  x  jusqu'à 
a  =  n  >  X,  limites  entre  lesquelles  x  —  a  reste  négatif,  il  vient 

TV  C^  A   (^       sinp(x  — a) 

^  Jx      ^0  P 

Si  on  additionne  ces  deux  intégrales,  en  observant  que  comme  x  est 
compris  entre  m  et  n ,  on  doit  avoir 

$x       ^71       ^n 
+    =\  , 
m      Jx       Jm 

on  est  conduit  à  cette  égalité 

i,  N       U'S   f*      sin;?(x  — a)  . 

^  ""Jm      h  P 

et  en  dérivant  les  deux  membres  par  rapport  à  x,  on  trouve  enfin 

irn       /.» 
<j,X=-\      da\      g>aCOS/)(x  — a)  Jp....(3) 

que  Ton  peut  écrire  ainsi 

fJE^=^    1      da  I  <paC0Sp(x  —  ol)  dp. 


attendu  que  la  différentielle  restant  la  même  quand  on  cliangc  le  signe 
de  ;;,  rintégrale  par  rapport  à  cette  lettre  entre  les  limites  —  oo  eH-  « 
est  double  de  Tintégrale  entre  0  et  ao  . 

Telle  est  la  formule  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Fourier  ser- 
vant à  représenter  une  fonction  quelconque  f  x  par  une  certaine  inté- 
grale double. 

II  est  à  remarquer  que  cette  équation  n'est  pas  continue  et  qu'elle 
n'est  vraie  que  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  m  et  n  ;  car  si 
X  était  inférieur  à  m,  en  faisant  varier  a  entre  les  limites  x  et  m  ou 
X  et  n,  X  —  a  serait  constamment  négatif,  il  faudrait  faire  usage  de 
réquation  (2)  et  il  viendrait  pour  les  sommes  de  ces  valeurs, 

"^  f  \       ("^  j   f  sinp(x  — a)  ,        ,,, 

^  Jx       JO  P 


Jx      •'O  p 


-l{^n-,.x)^\  d.)    ^- ''':—' dp....(n) 
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et  eomiue  l'intervalle  de  m  à  n  est  égal  à  rinlervalle  de  x  à  n  diminué 
de  rintcrvalle  de  x  à  m,  on  a 

rin      *?i 


^x      JX       J« 


cl  par  conséquent 


TT  ,  V       f  "  ,    [  sin  pix  —  a)   . 

En  dérivant  les  deux  membres  par  rapport  à  x,  il  viendrait  enfin 


sin  pix  —  a)  , 

<pa ^-^ ^  dp. 

V 


pour  des  valeurs  de  x  plus  petites  que  m.  On  est  eonduit  au  même 
résultat  quand  x  est  supérieur  à  n. 

Si  X  converge  vers  m ,  les  deux  membres  de  (4)  tendent  vers  zéro 
et  en  les  retranchant  de  (5),  on  est  conduit  &  Téquation  suivante 

îT ,  .       {^  j    \         sin»  (x —  a)  , 

-"  S  (?.»»  — ?.^)  =  \     àa\      ya LA Ldp 

^  Jm      •'O  P 

d'autant  plus  exacte  que  x  est  plus  rappr<»ché  de  w.  En  la  dérivant 
par  rapport  à  x  et  égalant  ensuite  x  à  m,  on  trouve  enfin 

ym  =  -  I     «a  V     ya  cos  p  (m  —  a)  dp. 

On  trouverait  de  la   même  manière  que  pour  x  =  n,   Tintégrale 
double  devient 

^çn       /•« 
^ n  =  -  V     rfa  I     fOL  cosp  {n  —  a)  dp. 

11  suit  de  là  que  si  dans  cette  intégrale  double  on  fait  croître  x  depuis 
—  00  jusqu'à  -4-  00  ,  cette  intégrale  sera  nulle  jusqu'à  x  =  m ,  devien- 

dra  -  ©m  pour  x  =  m,  puis  représentera  tt^x  pour  des  valeurs  crois- 

santés  entre  x  =  m  et  x  =  n ,  deviendra  -  îp/*  pour  x  =  n  et  sera  de 

nouveau  nulle  pour  des  valeurs  de  x  supérieures  à  n.  En  d'autres 
(ernies,  si  on  pose  l'équation 

V     ^0 


1  rn       r*      . 

y  =  -  \     rfa  >      Y^  cos  »  (x  —  a)  f/w 
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dans  laquelle  le  second  membre  est  une  certaine  fonction  de  la  \aria'- 
ble  X,  celle  équation  représente  la  courbe  y  =  yx  entre  les  limites 
X  =  m  et  X  =  n  ;  elle  ne  représente  que  Taxe  des  X  hors  de  ces 
limites  et  pour  x  =  m  ou  x  =  n  son  lieu  géométrique  est  un  point 

ayant  pour  coordonnées  x  =  m,  y  =  ;zyiny  ou  x  =  n,  y  =-ffn. 

En  réunissant  plusieurs  intégrales  doubles  de  même  forme,  mais 
dans  lesquelles  la  fonction  7  soit  remplacée  par  des  fonctions  F,  *^,  ete. 
et  les  limites  m  et  n  par  des  limites  m'  et  n'  etc.,  il  est  visible  que  le 
lieu  géométrique  de  la  nouvelle  équation  sera  une  suite  d'ai*cs  de  eour^ 
bes  isolés,  limités  entre  les  abscisses  x  =  m  et  x=«,  puis  entre 
X  =  m'  et  X  =  n'  etc.,  ayant  pour  équations  y  ==  ?y  5  y  =  Fx  etc.  et 
en  outre  les  portions  de  Taxe  des  X  non  comprises  entre  ces  inter- 
valles et  enfin  des  points  isolés  correspondant  à  ces  limites.  On  com- 
prend aussi  qu*en  disposant  convenablement  des  limites  m  et  », 
m'  et  n'  etc.  et  en  donnant  aux  fonctions  <?,  F,  -^ des  formes  con- 
venables, on  pourra  faire  en  sorte  que  cette  équation  représente  une 
figure  quelconque  continue  ou  discontinue,  composée  de  points  isolés, 
de  lignes  droites  ou  de  portions  limitées  de  courbes  données.  Une  des 
applications  les  plus  curieuses  mais  assurément  la  moins  utile  que 
l'on  ait  faites  de  cette  équation  discontinue,  consiste  à  lui  faire  repré- 
senter un  morceau  de  musique  tout  entier  avec  tous  ses  signes,  tels  que 
mesures,  blanches,  noires,  croches,  etc.  (Voiries  Mémoires  de  TAcadc- 
mie  royale  de  Bruxelles,  savants  et  étrangers,  tom.       ) 

Lorsque  les  deux  limites  m  et  n  se  confondent  avec  —  ao  et  -+-  x  , 
comme  toute  valeur  réelle  de  x  est  comprise  entre  ces  deux  limites, 
on  a  identiquement 

:  =  -  I  rf«  l     ya  cos  p  (x  —  a)  dp. 


fX'- 

^0 


quelle  que  soit  la  valeur  de  x. 

28 1>.  Applications  de  la  formule  de  Fourier  à  la  recherche  de  quel- 
ques intégrales  définies.  —  Appliquons  la  formule  de  Fourier  à  la  re- 
cherche de  quelques  intégrales  définies.  Reprenons  la  suivante  qui  a 
déjà  été  traitée  au  N"  277. 


•'  m 


m 


et  dont  nous  connaissons  la  valeur  lorsque  les  limites  sont  0  ri  x 
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ou  —  X  el  X  .  On  a  vu  que  la  valeur  de  u  est  donnée  par  l'équalion 
aux  dérivées  partielles  dans  laquelle  c  lient  lieu  de  «-, 


dhi 

(lu 

dh^ 

~f/r 

à  laquelle 

on 

satisfail 

en 

posant 

ePb^p-r 

ou  plus  généralement,  en  remplaçant  p  par  p  |/ —  1  cl  laissant  à  a 
une  valeur  arbitraire  indépendante  de  6  et  de  c , 

u  =  e 
L'intégrale  générale  est  donc,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  (N'»  2(i;i), 

u  =  iAe 

=  ike-p*''[cosp  (fr  —  a)  -1-  [/—{  slnp{h  —  ct)], 

ou  plutôt  en  remettant  a'  pour  c  et  supprimant  le  terme  imaginaire, 

tt  =  lAe~**^f'   cos  p  {h  —  a), 

parce  que  l'intégrale  cherchée  ne  comporte  évidemment  pas  une  solu- 
tion imaginaire.  Le  signe  sommatoire  indiquant  la  somme  des  valeurs 
par  lesquelles  passe  la  fonction  quand  on  donne  à  A ,  p  et  a  toutes  les 
grandeurs  possibles,  on  pourra  remplacer  A  par  <pa  da  dp^  <f  étant  une 
fonction  arbitraire  et  remplacer  la  somme  l  par  des  intégrations  prises 
par  rapport  h  u  el  p  et  étendues  à  toutes  les  valeurs  possibles  de  ces 
deux  quantités.  L'intégrale  cherchée  sera  alors  représentée  par  l'inté- 
grale double 

CO  X 

M  =  1  rfa  \  <pae~"*''*  COS  p  (h  —  a)  dp 

J QO  J — X 

dans  laquelle  la  forme  de  la  fonction  ^  est  indéterminée.  Pour  la  fixer, 
remarquons  que  pour  a  =  0,  l'intégrale  définie  proposée  devient 


/•m 
u  z=:  l     si 


*^  .     ,      ,        cos  «6  —  cos  mh 

sin  bx  dx  =  — , 1 

6 
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(»t  rintéfçralc  double  proiul  la  forme 

X  .00 

u  =  \  f/a  I  ya  (ros  p  (b  —  a)  dp, 

J X  J  —  QO 

c'est-à-dire  que  Ton  a  par  la  formule  de  Fourier, 

et  par  conséquent  en  rapprochant  ces  deux  valeurs  de  u\ 

^    ,       cos  nb  —  ces  mb 

^n<fb=  r 

6 

et  en  changeant  6  en  a , 

cos  na  —  cos  ma 
^= ïiTa ' 

ce  qui  fait  prendre  à  Tintégrale  double  la  forme  suivante! 

if          ,    r         /cos  na  —  cos  ma\   _^s  8  .,         .   , 

i<  =  —  V         da  \         I \e-^ /*  cos p  (b— a)  dp. 

L'intégration  par  rapport  à  p,  peut  se  faire  immédiatement,  puisqm* 
la  diiTérenticIle  est  de  la  forme  Ae-***p*  cos  Bp  dp  qui  a  pour  inté- 

jçrale  A  ^  e    ^'  (N°  276)  ;  il  vient  donc 
a 

i      C^      /cos  noL  —  cos  m(x\         la»     , 
M  = \         l I  e  doL, 

/•« 

La   recherche  de  Tiiilégrale  i     <?-«*'*  sin  bx  dx  et  rinlégralion  ilc 

Jm 
l'équation  aux  dérivées  partielles  u  laquelle  elle  conduit  dépendcnl 
donc  de  la  recherche  de  cette  dernière  intégrale  définie. 
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(lalcul  des  différences.  —  Différenre  d'une  variable  et  d'une  fonction.  —  Diffé- 
rences de  la  somme,  du  produit  et  du  ({uotient  de  fonctions  d'une  seule  variable. 
—  Différences  d'un  ordre  supérieur.  —  Différences  successives  d'une  fonction 
exprimées  au  moyen  de  ses  voleurs  successives.  —  Métbode  pratique  pour  cal- 
culer les  différences  successives  d'une  fonction.  —  Expression  générale  d'un 
terme  d'une  suite  en  fonction  des  différences  successives.  —  Application  à 
l'interpolation.  —  Formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  Signification  géomé- 
trique d'une  interpolation.  —  Différentiation  d'une  équation  implicite.  —  Calcul 
inverse  des  différences.  —  Signification  d'une  intégrale  définie.  —  Intégration 
de  quelques  fonctions  algébriques.  —  Intégration  de  quelques  fonctions  transcen- 
dantes. —  Formule  générale  d'intégration.  ~  Sommation  des  suites.  --  Valeur 
approchée  d'une  intégrale  définie  infinitésimale.  —  Formule  de  Thomas  Simp- 
son. —  Intégration  des  équations  implicites  aux  différences.  —  Intégration  des 
équations  aux  différences  mêlées. 

285.  Différence  d'une  variable  et  d'une  fonction,  —  Différence  de 
la  somme,  du  produit  et  du  quotient  de  fonctions  d'une  seule  variable, 
—  On  appelle  différence  d'une  variable  x  raccroissement  fini  que  Ton 
donne  à  cette  variable  et  on  la  désigne  par  ^x,  La  différence  d'une 
fonction  de  x  est  raccroissement  que  prend  cette  fonction  quand  on 
donne  à  x  un  accroissement  Ax.  La  différence  de  yx  se  désigne  par  A^x 
et  l'opération  par  laquelle  on  la  détermine  se  nomme  différentiation. 

Lorsque  l'on  connaît  la  forme  d'une  fonction  d'une  seule  variable  «px, 
la  valeur  de  ^fX  peut  s'obtenir  au  moyen  du  théorème  de  Taylor, 
puisque  l'on  a 

dy  dhJ(^xy      d^yUxY 

6-2 
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Celte  formule  donne  la  valeur  de  ^fX  développée  en  série ,  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  Ax  et  ordinairement  exprimée  par  un 
nombre  illimité  de  termes.  Lorsqu'on  ne  lient  pas  a  avoir  la  différence 
d'une  fonction  développée  sous  cette  forme ,  on  peut  en  obtenir  une 
expression  plus  simple  et  exacte ,  tandis  que  celle  que  Ton  déduit  de 
la  série  n'est  qu'approchée  ;  ainsi  pour 

X'  —  a* 

<pX  = y 

X 

il  est  visible  que  l'on  a  exactement, 

(x  4-  ^xy  —  a*       X*  —  o*      (a*  -4-  x')  Ax  -+-  x  {^x)' 

A©X  = = ; r • 

X  -+-  AX  X  X  (X  -4-  Ax) 

Pour 

va:  =  logx, 

on  a  de  même 

A^x  =  log  {x  -h  Ax)  —  lo^  X  ==  log  f  i  H J  • 

tandis  que  la  série  de  Taylor  donne 

Ax       (Ax)«         (Ax)5 

Enfin  pour 

^x  =  a'     et    ^x  =  cos  X , 

on  trouverait 

Aa'  =  a'(aA'— -i) 

A.  COS  X  =  cos  (x  -+-  Ax)  —  cos  X  ==  —  sin  x  sin  Ax  -+-  cos  x  (cos  Ax  —  4). 

La  recherche  de  la  différence  de  fonctions  compliquées  peut  être 
rendue  plus  facile  au  moyen  de  quelques  remarques  sur  la  composition 
de  la  différence  d'une  somme ,  d'un  produit  et  d'un  quotient  de  fonc- 
tions. Remarquons  d'abord  que  si  l'on  a  une  fonction  de  la  forme 

^x  -+-  \J'X  —  Fx, 

la  différence  est  évidemment 

A^X  -h  ArpX  —  AFX 

c'est-à-dire ,  que  la  différence  d'une  somme  de  fonctions  est  égale  à  la 
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somme  des  différences  de  chacune  des  fonctions,  prises  avec  le  signe 
qui  les  affectent. 
Un  produit  de  deux  fonctions 

a  pour  différence 

y  (jc  -♦-  Ax)  'j«  (x  -f-  Ax)  —  yx  ']/x 

et  si  l'on  remarque  que  la  défini  lion  d'une  différence  conduit  aux 
valeurs  suivantes  : 

A^x  =  y  (x  -f-  Ax)  —  <px ,     A-{»x  =  ^J/  (x  -♦-  Ax)  —  J/x , 

la  différence  du  produit  devient,  en  remplaçant  <p  (x  -4-  Ax)  et  |^  (x  -h  Ax) 
par  leur  valeur  précédente  , 

(fXà^X  -f-  ij^XA^X  -H  A^X.  A^l/X. 

Cette  valeur  de  la  différence  d'un  produit  se  confond  avec  l'expression 
de  la  différentielle  d'un  produit,  lorsque  les  différences  Ax  deviennent 
infiniment  petites  ;  car  alors  A<px  et  A-^x  seront  eux-mêmes  infiniment 
petits  et  le  troisième  terme  sera  négligeable  devant  les  deux  autres. 
Si  ^|/x  devient  une  constante  a,  ^^x  sera  nul  et  la  différence  de  afx  se 
réduit  évidemment  à 

aA^x. 

Enfin  un  quotient 
a  pour  différence 


et  en  remplaçant  comme  plus  haut,  ^  (x  +  Ax)  et  ^|/  (x  -f-  Ax)  par  leur 
valeur,  on  trouve,  toute  réduction  faite, 

4/xA^x  —  <pxA-]/x 

^^X  (^^X  -H   A^J^x)    ' 

valeur  qui  se  réduit  aussi  à  celle  trouvée  pour  la  différentielle  d'une 
fraction,  lorsque  les  différences  sont  infiniment  petites,  puisque,  au 
dénominateur,  A-^x  sera  négligeable  devant  {^x. 

284.  Différences  d'un  ordre  supérieur.  —  Ce  qui  précède  sulfit 
pour  qu'on  puisse  trouver  la  différence  de  toutes  les  fonctions  d'une 


<fX 

(p  (x  -t-  Ax) 

fX 

^(x-*-  &x) 

V 
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seule  variable.  Passons  à  la  recherche  des  différences  des  ordres  supë* 
rieurs.  Acpx  est,  eu  général ,  une  nouvelle  fonction  de  x;  si  on  donne 
à  ceux-ci  un  nouvel  accroissement.  A^x  prendra  un  accroissement  cor- 
respondant qui  sera  la  différence  de  A(px,  c'est-à-dire,  la  différence 
deuxième,  et  sera  par  conséquent  exprimée  par  A  (Ayx)  que  l'on  est 
convenu  d'écrire  ainsi  A*<px.  De  même  la  différence  de  la  fonction  A*yx 
est  désignée  par  A'^x  et  ainsi  de  suite. 

La  recherche  des  différences  successives  d'une  fonction  donnée  n'exi- 
geant que  la  répétition  d'une  différentiation  ordinaire,  ne  présente 
rien  de  nouveau  ;  ainsi  pour  la  fonction  x*  en  supposant  n  entier,  on 
trouve 

n(n  —  i)       ^,    .^ 
A.x*  =  nx"~'  Ax  H — -—  x"~*  (Ax)*  -+-  elc. 

A*.x"  =  n{n  —  1)  X""*  Ax*  -\-  etc. 

A'».x-  ==  n  (n  —  i)  (n  —  2)....  5.2.1  (Ax)' 
A-+».x"  ==  0,     A»+*.x-  =  0 elc. 

On  voit  que  les  différences  successives  de  x"  ou  plus  généndement,  de 
ox"  sont  nulles  &  partir  de  Tordre  n  +  i.  Il  en  est  évidemment  de 
même  de  tout  polynôme  entier  et  rationnel  ox"  ■+■  bx^~*  ■+-  etc.  Celle 
fonction  est  la  seule  qui  jouisse  de  cette  propriété. 

285.  Différences  successives  d'une  fonction  exprimées  au  moyen 
de  ses  valeurs  successives.  —  La  différence  d'un  ordre  quelconque  n 
d'une  fonction  cpx  peut  être  exprimée  au  moyen  des  valeurs  successi- 
ves par  lesquelles  passe  la  fonction ,  quand  on  y  fait  croître  x  par  in- 
tervalles égaux  à  Ax,  c'est4-dire,  au  moyen  de  ^x,  ^  (x  h-  Ax), 
<P  (x  ^  2Ax)....  ?  (x  -+-  nAx)  ;  on  a  vu,  en  effet,  que 

Ayx  =  «p  (x  -H  Ax)  —  <px ; 

comme  les  deux  membres  sont  identiques,  un  accroissement  Ax  donné 
à  la  variable,  fera  prendre  aux  deux  membres  des  accroissements  iden- 
tiques; il  vient  donc  en  différentiant  les  deux  membres, 

A*(px  =  A<p  (x  -4-  Ax)  —  Ayx  ; 

mais  il  résulte  de  la  définition  d'une  différence  de  fonction,  que  l'on  a 

^9  (x  -¥-  Ax)  =  «p  (x  H-  2Ax)  —  y  (x  -♦-  Ax) 

SyX  =  f{x  -k-  Ax)  —  ^X, 
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qui  réduisent  la  valeur  précédente  de  A^^x  à 

A*(px  =  (p  (x  -H  2Ax)  —  2<p  (x  -*-  Ax)  -4-  yx. 
On  trouvera  de  même  en  différcntianl  cette  dernière, 

A'yx  =  Ay  (x  -*-  2Ax)  —  2A7  (x  -H  Ax)  -f-  A<px 

=  ^  (x  -h  5Ax)  —  3<p  (x  H-  2Ax)  -+-  3!}>  (x  -♦-  Ax)  —  yx. 

A*^x  ==  y  (x  -f-  4Ax)  —  4<p  (x  -4-  3Ax)  -f-  6<p  (x  -4-  2Ax)  —  4^  (x  -h  Ax)  -+-  «px 

et  en  généralisant,  on  aura  pour  un  ordre  entier  quelconque  n , 

A"^x  =  (p  (x  -H  wAx)  —  nf  [x  -4-  (n  —  i)  Ax] 

-^'^^J7^-?[^-^-('*~2)Ax]-4- diyx. 

ou  bien ,  en  retournant  le  développement  et  commençant  par  le  der- 
nier terme , 

X      w  (n  — i  ) 


yx  =àzKx  —  Wf  (x  -+-  Ax)  -¥■  '  ^y  (x  -+-  2Ax) 

[  *•  2 

n  (n  —  1)  (n  —  2)    ,         ^     ,  .      , 
^^ —     ^   , -?(a:-H  3Ax) dry  (x-h  mAx) 

Le  signe  pfus  doit  visiblement  être  pris  quand  n  est  pair  et  le  signe 
moins  quand  n  est  impair.  Ce  développement  de  A^yx  dont  la  loi  est 
remarquable  par  sa  ressemblance  avec  celle  du  développement  du 
binôme  de  Newton,  n'a  été  trouvé  ici  que  par  induction»  Pour  le 
démontrer  d'une  manière  complète,  nous  ferons  voir  que  s'il  est  exact 
pour  un  indice  w,  il  le  sera  encore  pour  un  indice  n  ■+■  \  ;  en  effet, 
si  l'on  prend  la  différence  des  deux  membres  de  cette  équation, 
en  observant  que  la  différence  de  A"yx  est  A"+*yx  et  que  les  différences 
«les  termes  du  second  membre  sont  donnés  par 

^f  (x  -+-  nAx)  =  «p  [x  -f-  (»  -h  1)  Ax]  —  <p  (x  -f-  wAx) 

Ay  [x  -¥■  (n  —  i)  Ax]  =  (p  (x  -H  wAx)  —  <p  [x  -4-  (n  —  1)  Ax] 

Cette  équation  devient,  en  substituant  les  valeurs  ci-dessus, 

A-'+^yx  =  d=  Lx  —  (n  -4-  i)  y  (x  -4-  Ax)  -4-  '"-  T-y"  ?  (J^  -*-  '^^) 
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ce  qui  dénioulrc  la  proposition,  puisque  ce  développement  n'est auti*e 
chose  que  le  premier  dans  lequel  n  se  trouve  change  en  «  -4-  i  ;  or, 
on  a  reconnu  directement  l'exactitude  de  la  loi  pour  la  valeur  de 
A*û;x;  la  loi  est  donc  également  vraie  pour  A'^yx;  étant  vraie  pour  A^sjc 
elle  le  sera  pour  A**©x  et  ainsi  de  suite. 
Soit  par  exemple,  «px  =  x",  on  trouve 

A"  (x*")  =  zb  1  X"»  —  Il  (X  -+-  Ax)*»  H V~9~     ^^  ■*"  ^'^)'" 

n  (n  —  1)  (n  —  2) ,         ,     ,  ^  ,  ,    } 
^^ — ^|-— > (^  "*"  ^^^)"* ±  (x  -+-  «Ax)-| . 

^8(>.  Cette  expression  conduit  à  des  formules  dont  on  fait  un  fré- 
quent usage  dans  la  théorie  des  nombres.  Si  dans  cette  expression  on 
fait  successivement  m  égal  et  supérieur  à  n,  le  premier  membre  se  ré- 
duit à  i.  2.  5....  n(Ax)"  età  zéro  (voir  N°284);  il  prend  donc  une  valeur 
indépendante  de  x  et  il  doit  en  être  de  même  du  second;  d'où  il  suit 
que  si  on  développe  les  binômes  contenus  dans  le  second  membre ,  les 

coclBcicnts  de  x*",  x"*"*,  x*""* x  doivent  être  nuls  dans  les  deux 

cas  et  que  les  termes  sans  x  doivent  être  nuls  ou  égaux  à  i  .2.5....fi  (Ax)* 
siii\ant  que  m  est  supérieur  ou  égal  à  n.  Si  on  se  borne  à  ces  dernières 
égalités,  on  trouve  en  supprimant  le  facteur  commun  (Ax)", 

1.  2.  3....  n  =  /r  — w(n—  1)*»  -4- ^  \ \"    ^(n  — 2)" =f  « 

1.  2 

0  =  n"*  —  n  (n  —  1)«  -h^\!"T      («•  —  2)'» ipM 

287.  Méthode  pratique  pour  calculer  les  différences  successives 
dune  fonction.  —  L'expression  générale  de  A'^x  donne  la  valeur  de 
la  diiïéreuce  d'un  ordre  quelconque  n  d'une  fonction  fx,  au  moyen 
d'un  nombre  n  -+-  i  de  ses  valeurs  successives  correspondant  à  des 

valeurs  x,  x  -+-  Ax,  x  -+-  2Ax,  x  -+-  3Ax x  -+-  nAx  de  la  variable. 

Ces  valeurs  des  différences  successives  peuvent  aussi  s'obtenir  par  «n 
autre  procédé  pratique  très  simple  ;  supposons  que  yx  soit  tel  qu'en 
donnant  a  x  les  valeurs  successives 

X,     X -+- Ax,     X  4- 2Ax,     x -h  3Ax,     x -h  4Ax,     x -4- oAx 

on  trouve  pour  ^x,    «p  (x  -h  Ax),    y  (x  -f-  2Ax)....  les  nombres  suivanb  : 

a,     6,     r,     f/,     e,     f. 
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Si  l'on  prend  les  différences  6 —  «,  c  —  6,  d  —  c,  e — d  etc.  qu'on 
peprëscnlera  par 

a',     6',     c',     d',     e\ 

qu'on  prenne  ensuite  les  différences  h'  —  a\  c'  —  6',  d'  —  c',  etc. 
représenlées  par 

qu'on  prenne  de  nouveau  les  différences  dans  le  même  ordre,  repré- 
sentées par 

et  ainsi  de  suite ,  on  formera  avec  tous  ces  membres ,  le  tableau  sui- 
vant 

a        b       c        d        e        f 

a'      6'       c'       d'       e' 

a"      6"      c"      r 

o'"     b'"     c"' 

a"      6'^ 

a* 

et  il  est  facile  de  reconnaître  la  signification  de  ces  différentes  lettres  ; 
en  effet  a,  6,  c,  d,  etc.,  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  de  yx, 
7  (x  -+-  Ax),  î>  (x  H-  2Ax),  f(x  -*-  3Ax),  etc.  Pour  la  seconde  li^ne, 
puisque  l'on  a  fait 

o'=6  —  a,     b'  =  c  —  6,     c'  =^d  —  c,  etc. 
on  a  aussi 

a'  =  «  (x  -+-  Ax)  —  yx ,     6'  =  y  (x  H-  2Ax)  —  ?  (Jt^  •+-  Ax) , 

c'  =  if{x  -^  3Ax)  —  «p  (x  -4-  2Ax)  etc. 

et  par  conséquent  la  signification  de  a',  6',  c',  d'y  etc.,  est 

a'=  Ayx,     6'  =  A^  (x  -H  Ax),     c'=  A^  (x  h-  2Ax),     rf'  =  A»  (x  h-  3Ax),  et  c. 

On  trouve  de  même  pour  la  troisième  ligne , 

a"  =  A<j>  (x  -+-  Ax)  —  A^x  =  A  [<j>  (x  -*-  Ax)  —  ^x]  =  A.  A(j>x  =  A'«px, 

/>"  =  A»  (x  -+-  2Ax)  —  A*  (x  H-  Ax)  =  A  [f  (x  -+-  2Ax)  —  (p  (x  -+-  Ax)  1 

=  A.  A©  (x  H-  Ax)  =  A'9  (x  -♦-  Ax), 
r"  =  A«?  (x  -f-  2Ax) ,     d"  =  etc. 
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Pour  la  quatrième,  il  est  visible  qu'il  vient 

a"'  =  A'yx ,    6'"  =  ^^rf  (x  -4-  ^x) ,     c'"  ==  A'^  {x  4-  2 Ax) 

et  ainsi  de  suite.  On  voit  par  la,  que  la  suite  des  nombres  a',  a",  a"' 

de  ce  tableau  représente  les  difTérences  premières,  secondes,  etc.  de  la 
fonction  fx  dont  la  forme  peut  pester  inconnue ,  mais  qui  est  telle  que 

ses  n  4-  i  valeurs  particulières  sont  a,  6,  c,  d 

Ainsi,  si  une  certaine  fonction  prend  les  valeurs  particulières  i  ,  3, 
6,  10,  13,  etc.,  quand  on  y  fait  croître  la  variable  de  Ax,  2Ax,  5Ax...., 
on  formera  le  tableau  suivant 

1,     5,     6,     10,     lîicMc. 

2       3       4        îi 

1        1        i 

0       0 

0 

dont  la  seule  inspection  fera  connaître  les  différences  i"*",  2™",  5"' etc. 

de  cette  fonction,  différences  qui  sont  2,  1,  0,  0.  On  aurait  pu  les 

obtenir  immédiatement  au  moyen  de  la  formule  démontrée  plus  haut 

(N°  285)  ;  ainsi  pour  connaître  A*(px ,  on  ferait  dans  celle-ci  n  égal  à  2, 

'fx  égal  à  1 ,  ^  (x  +  Ax)  égal  à  5,  ?  (a?  -f-  2Ax)  égal  à  6  et  il  viendrait 

A«^x  =  l  —  2.3  -f- 6  =  1. 

C'est  en  effet  la  valeur  que  donne  le  tableau. 

Les  valeurs  particulières  a,  6,  c,  d....  d'une  fonction  fx  correspon- 
dant à  des  valeurs  particulières  x,  x  -f-  Ax,  x  -+-  2Ax....  de  la  variable, 
valeurs  que  Ton  peut  comparer  à  des  ordonnées  équidistantcs  d'une 
courbe,  relatives  à  des  abscisses  x,  x  -»-  Ax,  x  -+-  2Ax  etc. ,  forment  ce 
que  Ton  appelle  une  suite  dont  les  termes  correspondent  à  x,  x  -h  Ax, 
X  -¥-  2Ax  etc.  Les  coeffîcients  0,  1,  2,  3 «  de  Ax  se  nomment  in- 
dices des  différents  termes  de  la  suite  et  servent  à  fixer  leur  rang. 

288.  Expression  générale  d'un  terme  d'une  suite  en  fonction  des 
différences  successives.  —  On  peut  aussi  exprimer  un  terme  quel- 
conque d'une  suite  en  fonction  des  différences  successives  et  de 
l'indice;  en  effet,  on  a  en  augmentant  successivement  x  de  Ax, 

©  (x  H-  Ax)  =r  yx  -4-  A(pX, 

î>  (x  4-  2Ax)  =  (J)  (x  h-  Ax)  -f-  Ay  (x  -i-  Ax), 
<?  (x  -+-  5Ax)  =  (j>  (x  -f-  2Ax)  -h  A(p  (x  -+-  2Ax), 
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et  des  substitutions  successives  donnent 

y{x  -t-  2Ax)  =^X  -+-  2A^X  -♦-  A*yx, 

y  (x  -f-  ô^x)  =  yx  -+-  3A»x  -f-  5A'(par  -h  A'<px, 


et  en  généralisant  comme  on  l'a  fait  au  N"  285 , 

/     .      AN  *  ^{^—^)..  n(n  — 1)(n  — 2)    , 

V  (X  -r  nAx)  =  vx  ■+-  nA<px  n ^^ — -— i-  A«»x  h ^ — ^  A'(px  -f-  etc. 

1.2         ^  1.2. 3  ^ 

Cette  formule  est  analogue  à  celle  de  Taylor;  il  est  même  facile  d'en 
déduire  cette  dernière,  car  en  faisant 

nAx  =  A  d'où  n= — , 
Ax 

il  vient  pour  ?  (x  -+-  nAx)  ou  <p  (x  -i-  A) , 

/      ,    i.\  I  ^?^       h  {h  —  Ax)  A«yx 

A  (A  —  Ax)  (A  —  2Ax)  A5<px 


1.2.3  (Ax)s 


etc. 


Si  on  fait  converger  Ax  vers  zéro,  h  restant  invariable,  il  est  visi- 

AopX     A*ox  d<px     d*?x 

ble  que  — -  »   t— r^  etc. ,  deviennent  à  la  limite  -7-  >   -7-5-  etc.  et  on 

trouve  la  série  de  Taylor. 

La  formule  précédente  qui,  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  peut 
toujours  être   mise  sous  la    forme 

<p  (x  -t-  nAx)  =  A  -+-  Bn  t-  Cn*  -f-  Dn'  -H  etc. 

fait  connaître  les  valeurs  successives  de  la  fonction  ^x,  c'est-à-dire,  les 
termes  de  la  suite 

(fX,    «p(x-f-Ax),    <p(x  +  2Ax) ^(x-f-nAx). 

11  suffit  pour  cela  de  donner  à  n  les  valeurs  des  différents  indices.  Cette 
expression  se  nomme  pour  cette  raison  terme  général  de  la  suite. 

En  général,  le  nombre  de  termes  qui  entrent  dans  l'expression  de 
f  (x  -h  nAx)  dépend  de  la  valeur  de  n  et  peut  être  par  conséquent  illi- 
mité ;  cependant  si  la  fonction  fx  est  telle  que  les  différences  succes- 
sives sont  nulles  à  partir  d'un  certain  ordre,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour 

63 
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Jps  fonctions,  entières  et  rnlionnelles,  (N"  28i),  le  nombre  de  termes 
*iera  invariable  et  limité. 

:289.  Ponr  appliquer  notre  formule,  considërons  la  sxûXe 


5,     9,     iK,     23,     33. 


Que  nous  considérerons  comme  les  valeurs  successives  d'une  certaine 
fonction  «px,  quand  on  y  remplace  x  par 


Ax,     X -f- 2Ax,     X -H  3Ax,     X -*- 4Ax. 


Proposons-nous  de  déterminer  le  terme  correspondant  à  x  -*-  «Ax, 
c'est-à-dire,  le  terme  (i  -+-  n)»*""  ou  le  terme  général.  On  calculera  les 

différences  successives  A^x,  A*yx,  A'^x soit  au  moyen  de  la  formule 

du  N"  285,  soit  en  formant  le  tableau  suivant 

n     9     Va    23    33 

i     6      8     10 

2      2       2 

0       0 

0 
d'où  Ton  conclut 

fx  =  b,     A^x  =  4,     aV==2,     A>x  =  0,     A*7x  =  0, 

et  en  substituant  dans  l'expression  du  terme  général,  on  trouve 

ff  (x  -»-  wAx)  =  5  -♦-  3«  ■+■  H'. 

En  faisant  successivement 

n  =  0,     n  =  i,     /ê  =  2,     n  =  3,  etc. 

en  retrouve  en  effet  tous  les  termes  de  la  suite  donnée.  Cette  valeur 
de  <p  (x  H-  nAx)  exprime  donc  la  loi  de  cette  suite  de  nombres  et  on 
pourra  en  faisant  croître  n,  la  prolonger  indéfiniment,  de  manière 
que  les  nouveaux  termes  soient  soumis  à  la  même  loi  que  les  premiers. 
Observons  que  cette  équation  n'est  pas  continue,  puisque  la  manière 
dont  on  y  est  parvenu  exige  que  n  soit  entier  ;  si  donc  on  faisait  n  égal 
k  un  nombre  fractionnaire,  compris  entre  deux  nombres  entiers 
n'  et  n",  il  est  visible  que  cette  formule  ne  reproduirait  plus  un  des 
termes  de  la  suite ,  mais  donnerait  un  nombre  lié  à  cette  valeur  frac- 
tionnaire de  n,  de  la  même  manière  que  les  termes  de  la  suite  sont 
liés  aux  différents  indices  entiers.  Ainsi  sachant  que  dans  la  suite 
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précédente,  les  nombres  25  cl  55  correspondent  aux  indices  5  et  4, 

1 
si  l'on  veut  connaître  le  nombre  qui  correspondrait  à  l'indice ,  5  ~  ? 

4 

il  suffira  de  faire  n  égal  à  5  -  dans  le  terme  général  de  cette  suite  et  il 

viendra 

290.  Application  à  l'interpolation.  —  L'opération  par  laquelle  on 
détermine  un  semblable  terme  se  nomme  interpolation.  Il  est  facile 
de  voir  que  l'opération  de  l'interpolation  revient  en  géométrie  à 
chercher  l'ordonnée  d'une  courbe  correspondant  à  une  abscisse  quel- 
conque, connaissant  les  ordonnées  équidistantes  qui  correspondent 
aux  abscisses  x,  x  -f-  Ax,  x  h-  2Ar,  x  h-  5Ax,  etc.  On  a  vu  au  N°  289, 
que  la  suite  au  moyen  de  laquelle  on  effectue  les  interpolations  n'est 
pas  toujours  limitée  et  par  conséquent  l'interpolation  au  moyen  de  la 
formule  générale  qui  précède,  n'est  possible  d'une  manière  exacte  que 
lorsque  toutes  les  différences  successives  de  la  fonction  génératrice  ^x, 
sont  nulles  k  partir  d'un  certain  ordre.  Cependant  si  les  différences 
successives,  sans  devenir  nulles,  prennent  des  valeurs  très  petites, 
c'est-à-dire,  si  la  formule  d'interpolation  est  très  convergente,  on 
pourra  se  borner  à  considérer  un  certain  nombre  des  premiers  termes, 
en  négligeant  les  suivants.  Prenons  pour  application  le  problème  sui- 
vant :  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  qui  sort  des  limites  des 
tables.  Cherchons  par  exemple  le  logarithme  de  2718,  281828.  —  Aux 
nombres  entiers  suivants  : 

2718,     2718 -h  i,     2718 -+-2,     2718 -+-5,     2718 -f- 4 

qui  ici  représentent  les  valeurs  successives  de  x,  savoir  x,  x  -+-  1 , 
X  -♦-  2,  X  -4-  3  correspondent  les  logarithmes  ou  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  fx, 

3,1329693,    3,i3i5689,    3,4361626,    3,4377^06,    3,4393327. 
En  formant  le  tableau  suivant  des  différences  successives 
3,4329693  3,434:î689  3,436t6!26  3,4377506  ô.môon 

0,0015996  0,00i:i957  0,001^880  0,00i:i82l 

-  0.0000059  -  0,00000:)7  -  0,00000î)9 

-0,0000002  -f-0,00()00(»2 

-0,0000004 
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On  voit  que  les  différences  troisièmes  qui  u^ont  un  chiffre  significatif 
qu'à  la  septième  décimale,  peuvent  être  négligées  et  en  substituant 
les  valeurs  des  autres  différences  dans  la  formule  d'interpolation  et 
faisant  n  égal  à  0,281828,  il  vient 

log  2718,281828  ==  5,4529693  -h  0,281828.0,0015996 

0,281828.0,718172    ^  ^^^^^^ 
-+-  -^ —2 0,0000059 

Le  deuxième  terme  de  cette  valeur  forme  la  différence  proportion- 
nelle à  laquelle  on  se  borne  ordinairement  quand  on  fait  usage  des 
logarithmes. 

291.  Formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  La  formule  précc- 
cédente  d'interpolation  suppose  connues  les  valeurs  équidisUintes  de 
la  fonction,  c'est-à-dire,  les  valeurs  correspondant  à  des  accroisse- 
ments égaux  entre  eux,  donnés  successivement  à  la  variable.  Lngrange 
a  proposé  une  formule  très  simple,  empirique  il  est  vrai,  au  moyen 
de  laquelle  on  effectue  une  interpolation  connaissant  des  valeurs  de  la 
fonction  qui  correspondent  à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable. 
Soient 

P,Q,R,S,T.... 

les  valeurs  de  ^x  quand  on  y  fait  successivement  x  égal  à 

Pyq,    r,    8yt,.., 

En  désignant  par  a,  b,  c,  d des  coefficiens  indéterminés  fonctions 

de  X,  Lagrange  suppose  que  pour  une  valeur  quelconque  x  de  la 
variable  on  ait 

«px  =  aP  -+-  6Q  -+-  cR  -f-  dS  -+-  cT  -+-  cUî. 

et  il  détermine  a,  6,  r...  par  la  condition  que  ^x  prenne  les  valeurs 
P,  Q,  R,  S,  T...  quand  on  y  remplace  x  parp,  9,  r,  «,  f.  Cette  condi- 
tion peut  être  remplie  d'une  infinité  de  manières;  elle  le  sera  visible- 
ment, par  exemple,  si  les  coefficiens  a,  b,  c...  sont  tels  que  la  suppo- 
sition de  x  =  p,  puis  x  =  qr,  puis  x  =  r  etc.  leur  font  prendre  les 
valeurs  suivantes  : 


a  =  l, 

6  =  0, 

c  =  0, 

d  =  0... 

0  =  0, 

b=i, 

c  =  0, 

d  =  0... 

0  =  0, 

6  =  0, 

e  =  i, 

d  =  0... 

a  =  0, 

6  =  0, 

c  =  0, 

d  =  4... 
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or^  on  remplit  toutes  ces  conditions  en  posant 

__(x—q){x—r){x  —  8){x  —  t)...  (x—- p)  jx  —  r)  (x  — j;)(x— <) 

r^etc.,     d  =  elc. 
la  formule  d'interpolation  devient  donc 

>.T—  ^^~'l^  (^"^^  (•^"'•^)  (^""^^p         ,    (^— g)(^-0(^-^)(^-OQ^^t^, 

(p  —  7)  (p— r)  ip—s)  (p-t)  (qf  — p)  (p— r)  (9— s)  (q—t) 

292.  Signification  géométrique  d'une  interpolation.  —  En  rem- 
plaçant fx  par  y,  et  considérant  P^  Q  ete.  comme  des  ordonnées 
DE,  aa'y  66',  ce'...,  (fig.  51)  correspondant  aux  abscisses  p,  q,  r,  etc. 
ou  AE,  Aa,  A6,  Ac...,  il  est  visible  que  toute  formule  d1nterpola(ion 
a  pour  objet  de  trouver  l'équation  d'une  courbe  passant  par  les  n 
poinU  6,  c,  d,  e....,  problème  entièrement  indéterminé,  si  la  nature 
de  la  courbe  reste  arbitraire ,  mais  qui  n'aura  qu'une  solution  unique 
quand  on  met  pour  condition  que  la  courbe  aura  une  équation  de  la 
forme 

y  =  A  -+-  Bx  -f-  Cx«  -+-  Dx3  -+- .  ■•  Kx— S 

c'est-à-dire,  qu'elle  sera  de  forme  parabolique.  Alors  tout  se  réduit  à 
trouver  les  n  valeurs  de  A,  B,  C...  de  manière  que  les  coordonnées 
(P,  p),  (Q,  qf)....  satisfassent  à  cette  équation  qui  devra  contenir  un 
nombre  de  termes  égal  au  nombre  de  points  M,  M'...  Or,  ce  mode 
d'interpolation  est  précisément  celui  auquel  conduit  la  formule  de 
Lagrange,  puisque  celle-ci  suppose  visiblement  la  valeur  de  ^x  expri- 
mée par  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x. 

293.  Formule  d'iîiterpolation  inverse.  —  Le  problème  inverse  de 
l'interpolation  précédente  consiste  à  déterminer  la  valeur  de  Tindice 
connaissant  la  valeur  de  la  fonction,  ou ,  en  d'autres  termes,  il  consiste 
à  trouver  x  connaissant  <px.  Il  faudrait  pour  cela  résoudre  par  rapport 
à  X,  l'équation  précédente  de  Lagrange;  mais  la  valeur  de  x  s'obtient 
immédiatement  en  reprenant  tous  les  raisonnements  qui  nous  ont 
conduit  à  cette  formule  et  l'on  trouve 

(yX^Q)(?x-R)(yx-S)...         (yx -~  P)  (yx  -  R)  (yx ->  S) . . . 
'^"-(P-Q)(P-R)(P-S)...P       (Q--P)(Q-R)Q-S)...^ 

Ainsi ,  si  on  demande  à  quel  nombre  correspond  le  logarithme 
5,4354208,  comme  ce  nombre  est  compris  entre  2718  et  2719,  on 
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prendra  pour  p,  q,  r,  s,  t  la  suite  des  nombres  —2,  — i,  0,  1,  2,  pour 
P,  Q,  R,  S,  T  les  logarithmes  de  2716,  2717,  2718,  2719,  2720,  pour 
<px  le  logarithme  donné  5,4354208.  On  trouve  ainsi  x=r  0,281828, 
cY'st'à-dire ,  que  le  nombre  cherché  est  2718,281828. 

Cette  formule  peut  aussi  servir  à  calculer  la  valeur  d'une  racine 
d*une  équation  (fx  =  0.  En  désignant  par  p,  q,  r...  des  valeurs  appro- 
chées de  la  racine  et  par  P,  Q,  R...  les  valeurs  que  prend  ^x,  lorsqu'on 
y  remplace  x  par  p,  qr,  r...  comme  la  racine  x  correspond  à  fx  =  0, 
il  faudra  dans  la  formule  précédente  faire  ffX  nul ,  et  on  aura  pour 
valeur  approchée  de  la  racine , 

__  pQRS...  PçRS... 

''■~(p-Q)(p-R)ip-s):::'^(Q-p)(Q-R)(Q-s)...  ■^''*^- 

Les  formules  d'interpolation  servent  surtout  à  découvrir  la  loi  d'un 
phénomène  au  moyen  de  résultats  déduits  d'un  certain  nombre  d'ob- 
servations. 

294.  Différentiation  d'une  équation  implicite.  —  Jusqu'ici  nous 
n'avons  difTérentié  au  point  de  vue  du  calcul  des  diflFérences,  que  des 
fonctions  d'une  seule  variable  ^x  ou  des  équations  explicites  telles  que 
y  =  ^x.  Si  l'équation  était  implicite  et  de  la  forme  /"(x,  y)  ==  0,  en 
désignant  par  Ax  un  accroissement  donné  à  x  et  par  Ay  l'accroisse- 
ment correspondant  de  y ,  on  devrait  avoir 

/•(X-+-  Ax,y-4-  Ay)  =  0. 

Or,  ce  résultat  d'un  double  accroissement  donné  siinuitanéuient  à 
X  et  à  y  peut  être  obtenu  par  deux  opérations  successives,  ainsi  qu'on 
l'a  déjà  dit  au  N«  21  ;  donnons  aux  x  seuls  l'accroissement  Ax;  la 

^f 
fonction  que  nous  désignerons  par  /",  deviendra  /"h Ax,  dans  la- 
quelle A/"  désigne  l'accroissement  ou  la  différence  de  la  fonction  /*, 
due  à  un  accroissement  donné  à  la  seule  variable  x.  Si  dans  ce  résultat 

^f 
on  donne  ensuite  à  tous  les  y  l'accroissement  Ay,  /"devient  /*-+-  --Ay 

A/*  ^f  VÂx/  A/" 

et  --^  devient  —  Am  h ^ — ^  Aw,  en  désiirnant  par  —  Aty  l'accroissc- 

Ax  Ay   -^  ^y  &  *-      A, y    ^ 


ment  de  /"provenant  du  seul  accroissement  de  y  et  par  — ^^^ ^Ay 
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A/" 

raccroisscnicnt  de  la  fonction  ~  dû  au  seul  accroissement  de  y ,  de 

Ax 

sorte  qu'après  le  double  accroissement,  la  fonction  prend  la  valeur 

^f         (a/*        Vax/       ] 
'  ^  Âx^  ^  Vâm  "'"  — Âv — ^^/  ^y  ^*  ^"^  ''^"  ^  P*^^  conséquent, 
en  remarquant  que  /"est  nul  et  que  f{x  -+-  Ax,  y  -h  Ay)  Test  également, 


^\^^) 


Vax/ 


-^  Ax  -4-    —  Aî/  H ^^ ^  Aw  Ax  =  0. 

Ax  Ay    ^  Ay  '^ 

Cette  équation   est  dite  Yèquaiion  aux  différences  de  la  proposée. 

I 
qui  est  le  résultat  d'une  double  diflférentiation  de  la  fonc- 

"y        . 

tion  /",  effectuée  d'abord  par  rapport  a  x  et  ensuite  par  rapport  à  ?/, 

aY  ,        . 

se  désigne  aussi  par — ^et  l'équation  aux  différences  prend  la  forme 
Ax  Ay 

^f  ^f  A*/* 

-^  Ax  -+-  -^  Aw  H '—  Ax  Av  =  i), 

Ax  Ay    •  AxAy 

A/"  ^f 

Comme  —  Ax  et  --  Aw  sont  des  différences  d'une  fonction  prises  par 
Ax  Ay  '^ 

AY 
rapport  à  une  seule  variable  et  que ^  représente  le  résultat  d'une 

double  différentiation  effectuée  successivement  par  rapport  à  chaque 
variable  x  et  y,  on  voit  que  la  différentiation  d'une  équation  implicite 
à  deux  variables  est  ramenée  à  des  différentiations  de  fonctions  d'une 
seule  variable  et  peut  être  par  conséquent  déduite  des  théories  pré- 
cédentes. 

Cette  équation  que  Ton  peut  combiner  d'une  manière  quelconque 
avec  l'équation  primitive ,  sans  changer  sa  signification  et  par  consé- 
quent sans  qu'elle  cesse  d'être  l'équation  aux  différences  de  cette 
dernière,  sert  h  déterminer  la  valeur  de  Ay  correspondant  à  chaque 
valeur  de  x  et  de  Ax;  il  suffit  pour  cela  d'éliminer  y  entre  ces  deux 
équations,  ce  qui  conduira  à  une  équation  en  x  et  Ay  qu'il  faudra  ré- 
soudre par  rapport  h  Ay.  On  évite  cette  résolution,  le  plus  souvent 
impossible,   en  employant   le   procédé  indiqué  à   la  fin  du  numéro 
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précèdent.  Après  avoir  donne  h  x  une  valeur  déterminée,  on  trou- 
vera de  la  manière  suivante,  la  valeur  correspondante  de  Ay,  laquelle 
doit  rendre  identiquement  nuls  les  deux  membres  de  Téquation  en  x 
et  Sy  :  on  donnera  successivement  ù  Ay  difTërentes  valeurs  approchées 

p,  qf,  r qui  feront  prendre  à  la  fonction  en  x  et  Ai/,  les  valeurs 

P,  Q,  R et  comme  la  valeur  cherchée  de  Ay  doit  rendre  nulle 

cette  fonction ,  la  valeur  exacte  sera  donnée  par  la  dernière  formule 
du  numéro  précédent.  On  donnera  ensuite  à  x  de  nouvelles  valeurs 
successives  et  il  faudra  recommencer  les  mêmes  opérations. 

Observons  qu*unc  fonction  /"(x,  y)  =  0,  ou  y  =  fx  peut  toujours 
être  transformée  de  manière  que,  quel  que  soit  Taccroissement  con- 
stant Ax  que  Ton  attribue  à  la  variable  x,  il  suffît  de  donner  à  la 
nouvelle  variable  indépendante  qui  tient  lieu  de  x,  un  accroissement 
égal  à  l'unité.  Il  faut  évidemment  pour  cela  remplacer  x  par  Ax.x'; 
car  il  est  visible  qu'un  accroissement  Ax  donné  à  x,  répond  à  un  ac- 
croissement égal  à  Tunité  donné  a  x'. 

î295.  Calcul  inverse  des  différences.  —  Le  calcul  inverse  des  diffé- 
rences est  pour  le  calcul  direct  ce  qu'est  le  calcul  intégral  pour  le 
calcul  différentiel  ;  il  a  pour  but  de  déterminer  la  forme  d'une  fonction 
connaissant  sa  différence.  Si  u  représente  une  différence,  la  fonction 
s'indique  par  le  signe  lu  et  se  nomme  Vintégrale  de  la  différence  u. 
L'opération  par  laquelle  on  détermine  cette  intégrale  se  nomme  encore 
intégration.  Gomme  les  signes  A  et  z  indiquent  deux  opérations  con- 
traires, il  est  visible  que  Ton  doit  avoir 

s  Ax  =  X ,      l\fX  --=  ç/X  ,      Mx  =r=  X ,      Myx  =  ^x. 

On  voit  aussi  que,  puisque 

A  (vx  -H  ^l^x  —  Fj')  =  A^X  -+  Aj^x  —  AFx 

on  doit  avoir 

1  (A^X  ~h  A'J/X  —  AFx)  =  f X  -h  ^j/X  —  Fx, 

c'est-à-dire,  que  l'intégrale  d'une  somme  de  plusieurs  différences  est 
égale  à  la  somme  des  intégrales  de  chaque  différenre  prise  avec  son 
signe.  De  même  puisque 

A  (ai>x)  =  aA<px, 
on  a  aussi 
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OU  voit  dune  qu'un  facteur  constant  peut  sortir  du  signe  d'intégration. 

Pour  avoir  l'intégrale  la  plus  générale,  il  faut  la  compléter  en  y 
ajouUint  une  constante  arbitraire ,  parce  que  la  différence  d'une  con- 
stante arbitraire  est  nulle,  ou  plus  généralement,  il  faut  ajouter  une 
fonction  dont  la  différence  soit  nulle,  comme  cela  a  lieu  pour  certaines 
fonctions  trigonométriques  qui  reprennent  la  même  valeur  quand  on 
fait  croître  l'arc  d'une  ou  plusieurs  circonférences. 

296.  Signification  d'une  intégrale  définie.  —  Dans  le  calcul  inverse 
des  différences,  comme  dans  le  calcul  intégral,  2yx'  —  ifx  se  nomme 
intégrale  définie  de  «px,  prise  depuis  x  jusqu'à  x^  et  cette  quantité  a 
une  signification  analogue;  en  effet  on  sait  que 

Arpx  =  <j)  (x  -+-  Ax)  —  yx 

Ay  (x  -f-  Ax)  =  (p  (x  -f-  2Ax)  —  ?  (J^  -+-  Ax) 


A^  [x  -4-  (n  —  1)  Ax]  ==y{x-^  nAx)  —  7  fx  -h  (/*   -  I)  AxJ  ; 
additionnant  membre  à  membre,  il  vient 

7  (x  -<    nAx)  —  yX  =  A<px  -f-  Ay  (x  -♦-  Ax)  -4-  Afp  (x  -♦-  2Ax) 

-+-  A(p  (x  -+-  3Ax),....  ■+■  Af  [x  -♦-  {n  —  i)  A.rJ 
et  en  faisant 

X  H-  nAx  =  x' , 
cette  équation  devient 

fx'  —  -px  ==  Ayx  ■+-  Af  (x  -f-  Ax)  -f-  Afj)  (x  -f-  SAx)   ♦-  A^  (x  -♦    :^Ax) 

H-  A<j)(x'  —  Ax). 
Si  l'on  en  intègre  les  deux  membres,  on  trouve 
IfX'  —  lyx  ==^x  -^  <f  {x  -»-  Ax)  H-  7  (x  -r-  2Ax) -♦-  7  (x  —  Ax). 

Le  premier  membre  est  ce  que  nous  avons  appelé  Viniégrale  définie 

«le  (px  prise  depuis  x  jusqu'à  x',  intégrale  que  nous  représenterons  par 

x' 
E   7>x;  on  voit  donc  qu'une  intégrale  définie  prise  entre  deux  limi- 

X 

tes  X  et  x'  représente  la  somme  des  valeurs  successives  de  <px  depuis 
la  première  correspondant  à  x  jusqu'à  l'avant-dernière  correspondant 
à  x'  —  Ax. 

Il  n'a  pas  été  ajouté  de  constante  arbitraire  au  second  membre  parc^ 
que  celui-ci  doit,  comme  le  premier,  devenir  zéro  pour  x  ^^  x,  ce  qui 
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a  lieu  en  efîet,  puisque  le  nombre  de  ternies  esl  visiblement  égal  au 
nombre  d'accroissements  Ax  contenus  dans  x'  —  x  et  que  pour  jf  =  x 

x' 
ce  nombre  est  nul.  Celte  signification  de  Tintëgrale  définie  S   rx,  fait 

X 

aussi  donner  à  celle-ci  le  nom  de  somme  de  «px  prise  entre  les  limites 
X  et  x'. 

297.  Formule  générale  d'intégration,  —  On  peut  toujours  obtenir 
la  somme  ou  l'intégrale  d'une  fonction  donnée,  exprimée  par  une  série 
contenant  les  différences  successives  de  la  fonction  ;  en  elTet  on  a  vu 
(N»  288)  que 

f»  Ifi  _^  4\ 

y  (x  4-  nAx)  =^  <px  -+-  n^^x  -\ — — - — -  A*yx  -v-  etc.  ; 

i.  2 

si  donc  on  fait  x  h-  nAx  =  x',  on  aura,  en  intégrant  les  deux  mem- 
bres, et  observant  que  le  second  ne  reçoit  pas  de  constante  arbitraire, 
parce  que,  pour  x  égal  à  x',  n  est  nul  et  que  le  second  membre  doit 
être  nul  comme  le  premier, 

J^  »(n— i)  «(w— '|)(n— 2) 

lyX — IyX=2    fX  =  «fXH AyXH ^r~t>"^= ^  A«<pX -♦- Clc. 

Gomme  on  a  fait 

x'  —  X 

X  -H  nAx  =  x'     ou     n  = , 

Ax 

la  formule  d4ntégration  prend  aussi  la  forme  : 

X  rgj  —  ^  ijf  —  x)/x'  —  X        .\A(»X 

2  ?a:=— yx-H  l — : i  iT^-f-etc. 

^^  Ax     ^  AX     \    Ax  y  1.2 

Elle  est  analogue  à  celle  donnée  par  Jacques  Bernouilli  dans  le  calcul 
infinitésimal,  pour  exprimer  l'intégrale  d'une  différentielle. 

298.  Intégration  de  quelques  fonctions  algébriques,  —  Appliquons 
la  formule  précédente  à  l'intégration  de  la  fonction  x"*.  On  trouve  eu 
remplaçant  yx  par  x" , 


^  7f — X  X  — X /x — X        .\A(x*) 

2  x*"  = "•-  -^  l  A  \     \    f 

Ax 
X  ^^ 


-+- 


x'— x/x'  — X        AA(; 
Ax      \     Ax  /     ^• 

x'  —  X  /xj—x  _  A  A'  —  X  _  «\  ^*  (x-) 
Ax     \    Ax     ~    /  \    Ax  /  iTâTs 
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dans  laquelle  ou  connait  (N"  284)  les  valeurs  de  A  (x"»),  A*  (x**) 

Quand  l'exposant  m  est  entier  et  positif,  le  nombre  de  termes  du 
second  membre  est  limite,  puisque  Ton  a  vu  qne  A"»+*  (x*")  et  toutes  les 
différences  supérieures  sont  nulles.  En  faisant  successivement  m  =  0, 

m  =  i,  m=  2 et  remarquant  que  A  (x^)  n'est  autre  chose  que  Ax, 

on  trouve 

^  x'— X 

^  Ax 

X 

^  x'*  —  X*       x'  —  X 

*  «'*  —  ar*      x"*  —  X*      (x  —  x)  Ax 

X  x' 

2    x'  =  etc.    2  ^"*  =  etc«  • 

X  X 

Si  les  sommes  doivent  être  prises  depuis  0  jusqu'à  x,  ces  expressions 
deviennent 

^  X  ^  X*  X 

2  x«  =  — ,     S  x  =  - 1 

Q  Ax  Q         2Ax       2 

•^  x'         X*      xAx  '^ 

2x«  =  — --+._-,     2x»  =  etc. 

Q  dAx        2         6  Q 

qui  font  connaître  les  sommes  de  toutes  les  valeurs  par  lesquelles 
passent  x**,  x,  x*,  x'  etc.,  tandis  que  x  va  en  croissant  par  intervalles 
égaux  à  Ax  depuis  0  jusqu'à  x  —  Ax. 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  trouver  les  sommes  de  toute 
fonction  entière  et  rationnelle  de  la  forme 

A  -H  Bx  H-  Cx*  -h  etc. 
puisqu'on  a 

z  (A  -+-  Bx  -h  Cx*  -+-  etc.)  =  Azx®  h-  Bzx  -+-  CSx*  -♦-  etc. 

299.  Intégrations  de  quelques  fonctions  transcendantes.  —  Quel- 
ques fonctions  peuvent  être  intégrées  sans  l'emploi  de  la  formule 
générale.  Prenons  pour  exemple  la  fonction  a';  on  a  trouvé  que 

Aa'  =  a'(a^'  — i). 
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On  tire  de  là 


o^'  — i 


el  en  intégrant  depuis  x  jusqu'à  x',  et  observant  que  le  dënoniinatciir 
est  constant,  il  vient 


^  a**  —  a' 


2   a'  = 


X  a^'  —  i 

On  a  aussi 


A  cos  X  =  cob  (x  -*-  Ax)  —  eos  X  =  —  2  sin  -  Ax  sin  I  X  -♦-  -  Aj  I . 

/         i      \  i    Acos 

smrxH-^AxJ=^-— ^ 


d'où  l'on  tire 

i  COS  X 


sin  -  Ax 


ou  bien  en  remplaçant  x  -f-  -  Ax  par  x, 


A  COS  I  X  —  5  ^^  ) 

sin  X  = -^ 


sin  -  Ax 


et  eu  intégrant  depuis  x  jusqu'à  x', 

x'                    i  ^n  ^"2  ^'')       \  """"^V  ~  2      / 
S    sinx  =  -^_^-^ ^      :, 71 

*  sm  -  Ax  sin  -  Ax  * 

2  2 

Si  l'on  intègre  depuis  0  jusqu'à  x,  il  vient 

^  sm  — 

2 


Ou  trouve  de  même 

x' 
2    cos  X 


^,  sin^x'  — -  Axj-  sin^x— -Axj 

;  cosx= — ■ jj • 

^  2  sin  -  Ax 
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Ces  dernières  formules  font  connaître  la  somme  des  sinus  et  des  cosinus 
d'une  table  trigonométrique  calculée,  par  exemple,  de  minute  eu 
minute;  car  il  vient 

90-  4        41 

et  comme  cette  intégrale  ne  donne  la  somme  des  valeurs  successives 
de  sin  x  que  jusqu'à  sin  (90°  —  l'),  la  somme  totale  est 

_cot----^sm90-  =  -cot-H-2- 

300.  Sommation  des  suites.  —  On  peut  au  moyen  de  ce  qui  pré- 
cède, déterminer  la  somme  des  n  —  1  premiers  termes  d'une  suite 
donnée;  il  suffit  pour  cela  de  calculer,  comme  on  Ta  vu  (N"  28<S) ,  les 
différences  successives  Ayx,  à\x....  et  de  substituer  ces  valeurs  dans 

x'  X  H-  nAx 

la  formule  du  N"  297 ,  puisque  2  <?x  ou  S  7X  représente  la 

X  X 

somme  cherchée.  11  est  vrai  que  pour  que  cette  somme  soit  exprimée 
par  un  nombre  limité  de  termes,  il  faut  que  les  différences  successives 
soient  nulles  à  partir  d'un  certain  rang  ou  du  moins  qu'elles  décrois- 
sent assez  pour  que  ce  second  membre  forme  une  série  convergente. 
C'est  ainsi  que  l'on  pourrait  calculer  la  somme  des  logarithmes  des 
nombres  entiers  entre  deux  nombres  donnés. 

Si  on  connaissait  la  loi  de  la  suite,  on  pourrait  également  calculer 
la  somme  des  n  premiers  termes  ;  en  effet  si  x  est  l'indice  d'un  terme 
quelconque  et  fx  la  loi  de  la  suite  ;  comme  il  suffît  de  faire  x  égal  à 

0,  4,  2,  5,  4 n  pour  reproduire  tous  les  termes,  il  est  visible  que 

la  somme  cherchée  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  valeurs  que 
prend  fx  quand  on  y  remplace  successivement  x  par  0 ,  i  ,  2 ,  3  . . . .  m  , 
c'est-à-dire  qu'elle  est  l'intégrale  de  fx  prise  depuis  x  =  0  jusqu'il 
X  =  n  H-  4  ;  on  a  donc 

n  -^  \ 
S  =  2  fx. 

0 

Prenons  pour  exemple  la  suite  des  nombres  naturels;  la  somme 
des  n  premiers  nombres  est,  en  se  rappelant  la  formule  du  N°  297 , 

n  -f-  i         („  H-  i)«      n  -4-  i       n«  -4-  n 

'=^0    '==""2 r-=-T- 
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Si  Ton  cherche  la  somme  des  carrés  des  nombres  naturels  depuis  1 
jusqu'à  n  inclusivement,  on  aura 

^^•^^  ^       (n-f-  1)»      (n-f-1)*      n-+-i_n5      »«      » 

501 .  Valeur  approchée  d'une  intégrale  définie  infinitésimale.  For- 
mule de  Thomas  Simpson.  —  Le  calcul  des  diiFérences  est  utile  pour 
trouver  la  valeur  approchée  d'une  intégrale  définie  ordinaire  ;  suppo- 
sons en  eiFet  que  l'on  ne  puisse  intégrer  exactement  fx  dx  dont  on  veut 
avoir  l'intégrale  définie  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  a  -k-b  ;  on  divisera 
l'intervalle  6,  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  A  et  l'on  sait  que 
l'intégrale  cherchée  est  représentée  par 

{ fa  -h  f  (o  -f-  A)  H-  f  (a  •+-  2A) ^  (j,  (a  -+-  6  —  A)  |  A 

d'autant  plus  exactement  que  A  sera  plus  petit.  Or,  cette  expression 

a  -4-  6 
n'est  autre  chose  que  le  produit  de  A  par  S  fx  et  si  on  substitue 

a 
à  cette  intégrale  sa  valeur  donnée  à  la  fin  du  N"  297,  on  trouve  pour 
valeur  approchée  de  l'intégrale, 

Afa 
2 


r«-*-«>      ,  \h  b/b        NAya 


6 

A 

expression  composée  à  la  vérité  d'un  nombre  infini  de  termes,  mais 
qui  se  simplifie  ordinairement  parce  que  les  diiFérences  de  la  fonc- 
tion (p  sont  négligeables  le  plus  souvent  à  partir  d'un  certain  ordre. 

On  trouve  une  expression  plus  exacte  de  l'intégrale  de  la  manière 
suivante  :  dans  la  formule  d'interpolation  donnée  au  N*>  288,  chan- 
geons X  en  a'  et  désignons  Ax  par  A;  elle  deviendra 

h  (h  —  A)  (fe  —  2  A)  ^^oa 

^ ^ T-^TT-^ ~  T-  -^  etc. 

4.2.3  A» 
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si  on  multiplie  les  deux  membres  par  dk  et  qu'on  intègre  entre  les 
limites  zéro  et  SA,  il  vient 

f^^  /  i  i  \ 

I      y  (o'  -+-  A)  (iA  =  A  (  2^a'  -♦-  2A^o'  -f-  -  A«ya'  —  --  A*ya'  -|-  etc.  j , 

intégrale  que  Ton  peut  changer  dans  la  suivante,  en  remplaçant 
a'  -+-  A  par  x, 

/.a'  -h  2A                   /                           4                 i  \ 

I  yxrfx  =  A  f  2fa'  -*-  âA^a  -+-  -  A'^a'  —  57.  A*<pa |. 

Cela  posé,  divisons  l'intervalle  6  entre  les  deux  limites  d'une  intégrale 

ça  -¥-1 
cherchée  V  (^xdx,  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  A  et  dans 

Ja 
la  formule  précédente,  faisons  successivement  a'  =a,  a'  =  a  -+-  2A, 

a'  =  a  H-  4  A a'  =  a  -¥■  (n  —  2)A  =  a-t-6  —  2A,  la  somme  des 

valeurs  obtenues  représentera  l'intégrale  de  (fxdx  prise  depuis x=  a 
jusqu'à  a:=  a  +  b.  On  trouve  ainsi,  toute  réduction  faite,  et  en  négli- 
geant les  différences  quatrièmes , 

[  2(pa  H-  2f  (a  -*-  2A)  -♦-  2^  (a  -+-  4A)  -♦- >+-  2«p  (a  -h  6  —  2A) 

yxrfjc=  A^ -i-2A<pa-f-2A.p(o-+-2A)-t-2A<p(o-f-4A) -f- 2  Ay  (a -4- 6  —  2  A) 

"'  /il  i  1  ' 

-♦-  -  aV -\'-\\(a  -\-  2A)  -+-  - A«9(a  -f-  4A) -^~^'^ff{a  h-  6  — 2A) 

\        f>  o  *>  0  ) 

On  sait  que  l'on  a 

A(j>a  =  y  (a  -+-  A)  —  «pa 

Ay  (a  -^  2A)  =  î>  (a  -♦-  3a)  —  <p  (o  -♦-  2a) 
A<j>  (a  -+-  4A)  =  <p  (a  +  5A)  —  <j)  (a  -+-  4A) 


A*<pa  =  y  (a  -+-  2a)  —  2?p  (a  -4-  A)  -♦-  <pa 

A«<p  (o  -♦-  2A)  =  (j^(a  -♦-  4A)  —  2<p  (a  -^  5a)  4-  f  (o  -♦-  2A) 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  Tcxprcssion  de  l'intégrale,  oelle-<M 
devient 

•o  H-  6  ^  ( 

\  yxdx  =  -  ha  -h  4y  (a  -*-  A)  -*-  2f  (a  -f-  2A)  -*-  4^»  (a  -+-  3A) 

-t-  2^  (a  -*-  4A) -t-  4f  [a  -h  (n  —  1)  A]  -4-  (p  (a  4-  6)|, 

d'où  résulte  cette  règle  :  pour  avoir  une  valeur  approchée  de  l'in- 
tégrale définie  de  n^xdx  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  o  h-  6,  on  divi- 
sera rintervalle  b  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  y  on  fera 

successivement  x  =  a,  o  h-  A,  a  -+-  2A,  a  ■+■  3A a  -+-  6  dans  yx  et 

on  multipliera  le  tiers  de  l'une  des  divisions  A  par  une  somme  formée 
par  la  première  et  la  dernière  valeur  de  la  fonction  ^  c'est-à-dire  j 
9)0  -4-  y  (a  -+-  b),  plus  quatre  fois  les  fonctions  correspondant  à  des 
divisions  impaires ,  plus  deux  fois  les  fonctions  correspondant  à  des 
divisions  paires.  Cette  expression  est  connue  sous  le  nom  de  formule 
de  Thomas  Simpson. 

Si  au  lieu  de  négliger  les  différences  4"'<'*  on  avait  poussé  Tapproxi- 
niation  jusqu'aux  différences  5""  ou  G"",  on  aurait  trouvé  d'autres 
expressions  plus  exactes  de  l'intégrale  définie,  mais  elles  se  présentent 
sous  des  formes  moins  simples  et  moins  régulières. 

Il  est  visible  que  les  différences  quatrièmes  et  suivantes  de  la 
fonction  <px,  qui  ont  été  négligées,  ne  sont  rigoureusement  nulles, 
que  si  la  fonction  est  de  la  forme  a  -+-  6x  -♦-  ex*  -*-  ex'...  Il  suit  de 
là  que  si  on  conçoit  la  fonction  ^x  développée  en  série  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x ,  on  ne  tient  compte  dans  la  formule 
de  Simpson  que  des  quatre  premiers  termes  du  développement,  en 
négligeant  tous  les  autres.  Quand  l'intégrale  définie  est  destinée  à  repré- 
senter l'aire  d'une  courbe,  la  méthode  d'intégration  précédente  re- 
vient visiblement  à  substituer  à  la  courbe  donnée  y  =  <px,  des  arcs 
de  parabole  cubique  y  =  a  -+-  6x  -+-  ex*  -+-  ex'  depuis  x  =  a  jusqu'à 
X  =  o  -+-  2a,  puis,  depuis  x  =  a  -♦-  2A  jusqu'à  x  =  a  -+-  4A  et  ainsi 
de  suite. 

En  appliquant  cette  formule  à  la  recherche  de  l'intégrale  dé- 
finie 

r^       dx 
Jol/TTlr* 
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on  trouve  pour  valeur  approchée,  au  lieu  de  l'expression  du  N"  178, 


i 


^        dx  i{\  4  2  4 


V^l^^i      5|iO      ^>^4Qjo      j^|04Q      ,^|Q(j^ 

i 
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Appliquons  encore  notre  formule  au  jaugeage  des  tonneaux.  En  pre- 
nant Taxe  du  tonneau  pour  axe  des  X  ei  y  =  fx  pour  équation  de  la 
courbe  génératrice  ^  le  volume  sera  exprimé  par 


Tri    y^dx, 

Jo 


a  étant  la  hauteur  du  tonneau;  or,  si  on  en  mesure  la  circonférence, 
1"  aux  deux  bases,  2°  à  égale  distance  de  la  base  et  du  milieu ,  5°  au 
milieu,  et  si  on  représente  les  rayons  correspondants  par  r,  r'  et  r", 
il  est  visible  que  pour 

r.  a  a  ù 

x  =  0,     x  =  -,     ^  =  «>     x  =  -a,     x  =  a, 

fj^  sera  égal  à  r«,  r'«,  r"*,  r'*  et  r«;  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
précédente  est  donc 

\  yfdx  =  ^{r*  -+-  4r«  -f-  2r"*  h-  4r'«  -f-  r*) 

Jq  1^ 

et  on  trouve  pour  la  capacité  du  tonneau^ 

^(r«-t-4r'«-+-r"«). 

502.  Intégration  des  équations  implicites  aux  différences.  —  On 
ne  s'est  occupé  jusqu'ici  que  de  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Passons  à  l'intégration  des  équations  implicites  à  deux  varia- 
bles, équations  que  l'on  représente  d'une  manière  générale  par 

/•(x,  y,  Ax,  Af/)  =  0 
on  plutôt,  par 

/'(^,y,Ay)  =  o, 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  Tcxpression  de  Tintégrale,  celJc-cM 
devient 

ça-hb  ^( 

\  yxdx  =  -  Ua  -h  4y  (o  -H  A)  -H  2y  {a  4-  2A)  -+-  4y  (a  -+-  ôA) 

-4-  2^  (a  -*-  4A) -t-  4(p  [a  -h  (n  —  1)  A]  -4-  y  (o  -f-  6)|, 

d'où  résulte  cette  règle  :  pour  avoir  une  videur  approchée  de  Vin- 
tégrale.  définie  de  ffxdx  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  o  h-  6,  on  divi- 
sera rintervalle  b  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  j  on  fera 

successivement  x  =  o,  a  -+-  A,  a  -+-  2A,  a  -+-  5 A o  -+-  6  dans  (fx  W 

on  multipliera  le  tiers  de  l'une  des  divisions  A  par  une  somme  formée 
par  la  première  et  la  dernière  valeur  de  la  fonction^  c'est-à-dire, 
ya  -t-  <P  (a  -+-  b),  plus  quatre  fois  les  fonctions  correspondant  à  des 
divisions  impaires ,  plus  deux  fois  les  fonctions  correspondant  à  des 
divisions  paires.  Cette  expression  est  connue  sous  le  nom  de  romiulc 
de  Thomas  Simpson. 

Si  au  lieu  de  négliger  les  différences  4"*'*  on  avait  poussé  Tapproxi- 
niation  jusqu'aux  différences  5""  ou  G"" ,  on  aurait  trouvé  d'autres 
expressions  plus  exactes  de  Tintégrale  définie,  mais  elles  se  présentent 
sous  des  formes  moins  simples  et  moins  régulières. 

Il  est  visible  que  les  différences  quatrièmes  et  suivantes  de  U 
fonction  ^x,  qui  ont  été  négligées,  ne  sont  rigoureusement  nulles, 
que  si  la  fonction  est  de  la  forme  a  -h  6x  -♦-  ex*  -*-  ex'...  Il  suit  de 
\h  que  si  on  conçoit  la  fonction  ^x  développée  en  série  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x ,  on  ne  tient  compte  dans  la  formule 
de  Simpson  que  des  quatre  premiers  termes  du  développement,  en 
négligeant  tous  les  autres.  Quand  Tinlégrale  définie  est  destinée  à  repré- 
senter Taire  d'une  courbe,  la  méthode  d'intégration  précédente  re- 
vient visiblement  à  substituer  à  la  courbe  donnée  t/  ==  ^x ,  des  arcs 
de  parabole  cubique  y  =  o  -+-  6x  -+-  ex*  -+-  ex'  depuis  x  =  a  jusqu'à 
X  ==  a  -4-  2A,  puis ,  depuis  x  =  o  -♦-  2a  jusqu'à  x  =  a  -+-  4A  et  ainsi 
de  suite. 

En  appliquant  celle  formule  à  la  recherche  de  l'intégrale  dé- 
finie 

r^       dx 
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on  trouve  pour  valeur  approchée,  au  lieu  de  l'expression  du  N"  178, 


i 


^        dx  i  (  1  4  Î2  4 


l^i-i-x*      ^(^^      I^^IOIO      l>'i040      1^^1090 
4  i 
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Appliquons  encore  notre  formule  au  jaugeage  des  tonneaux.  En  pre- 
nant Taxe  du  tonneau  pour  axe  des  Xety  =  fx  pour  équation  de  la 
courbe  génératrice ,  le  volume  sera  exprimé  par 


a  étant  la  hauteur  du  tonneau;  or,  si  on  en  mesure  la  circonférence, 
i"  aux  deux  bases,  2°  a  égale  distance  de  la  base  et  du  milieu ,  S*"  au 
milieu ,  et  si  on  représente  les  rayons  correspondants  par  r,  r'  et  r", 
il  est  visible  que  pour 

^  o  o  3 

x  =  0,     x  =  -,     x=-,     ^  =  7«»     x  =  a, 
4  2  4 

1/*  sera  égal  à  r*,  r'*,  r"*,  r'*  et  r*;  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
précédente  est  donc 

(  y^dx  =  -^(r»  -f-  4r »  -+-  2r"«   h  4/*  -f-  r*) 

et  on  trouve  pour  la  capacité  du  tonneau, 

^(r*H-4r'«-+-r"«). 

302.  Intégration  des  équations  implicites  aux  différences.  —  On 
ne  s'est  occupé  jusqu'ici  que  de  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Passons  à  l'intégration  des  équations  implicites  à  deux  varia- 
bles, équations  que  l'on  représente  d'une  manière  générale  par 

/"(x,  y,  Ax,  Ay)  =  0 
ou  plutôt,  par 
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et  cette  valeur  de  y  fait  connaître  la  loi  de  la  série.  Elle  contient  une 
constante  arbitraire  a/. 

503.  Intégration  des  équations  aux  différences  mêlées.  —  On  est 
souvent  conduit,  en  résolvant  des  problèmes  de  géométrie  d'une  cer- 
taine classe,  k  des  équations  qui  renferment  k  la  fois  les  différentielles 
des  variables  et  leurs  différences  finies.  Les  équations  de  cette  espèce 
sont  dites  aux  différences  mêlées.  Prenons  pour  exemple  le  problème 
suivant  :  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  renfermée  entre  la  courbe 
et  deux  ordonnées  distantes  d'une  quantité  h ,  soit  dans  un  rapport 
constant  avec  l'aire  du  trapèze  qui  a  ces  deux  ordonnées  pour  bases. 
En  désignant  par  y  et  y  +  Ay  les  deux  ordonnées ,  par  x  et  x  -^  A  les 
deux  abscisses  correspondantes  et  par  x\  y'  les  coordonnées  d'un  point 
intermédiaire  quelconque  de  la  courbe,  Taire  comprise  entre  la  courbe 

^x  -¥-  h 
et  les  deux  ordonnées  sera  représentée  par  \  y'ds^  et  Taire  du 

Jx 

trapèze,  par  -  (y  H-  y  -fr-  Ay);  Téquation  du  problème  est  donc 


Jx 


^  h 

y'dx'  =  -(y-+-y-+-Ay). 


Or  si  y'  =  /x'  est  Téquation  inconnue  de  la  courbe  et  si  on  désigne 
par  <fx'  Tintégrale  de  y'rfx'  ou  fo:fdx\  Téquation  précédente  devient 

h 

n  [y  (x  -1-  A)  —  ?x]  =- [/x  -f  f{x  -*-  h)] 

et  en  dérivant  par  rapport  à  x  et  observant  que  la  dérivée  de  ^x  est  /x, 

2w  \f{x  ~^h)--fx]^h  [/"'x  H-  r  (x  -^  h)] 
et  enfin  en  remplaçant  f{x-^h)  —  fx  par  A/x  ou  Ay,  f  (x  ■+■  h)  par 
px  -4-  A/^'x  =^  -f-  A  f-^^  et  h  par  Ax, 

Ax         ax         \dx/ 

Pour  intégrer  cette  équation  aux  différences  mêlées,  remarquons  que 
si  Ton  pose  y  =  c"*',  on  trouve 

-^  =  me*»',     -^  =  c*"  (6-*  —  i),     Af-?)==  me*"  (c-*  —  i) 
dx  Ax  \dx/ 
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et  comme  Téquation  trouvée  est  linéaire  à  coefficients  constants ,  en  y 
faisant  les  substitutions  de  ces  valeurs ,  e*"'  se  trouve  être  facteur  com- 
mun et  réquation  est  satisfaite  identiquement,  pourvu  que  m  soit  une 
des  racines  de  Téquation 

2«  (e*"*  —  4)  =  2m  -+-  m  (e"»*  —  1)     ou  (2n  —  m)  e**  =  2»  -+-  m , 

et  Ton  reconnaît  sans  peine  que  si  m  tn'w" sont  les  différentes 

racines,  Tintégrale  de  Téquation  aux  différences  mêlées  et  par  consé- 
quent réquation  de  la  courbe  cherchée  est 

y  =  Ce*»'  H-  Ce""  -*-  Ce""'  -+-  etc. 

Le  problême  suivant  conduit  aussi  h  une  équation  aux  différences  mê- 
lées :  Trouver  une  courbe  telle  que  l'aire  MNQ  comprise  entre  elle  et  une 
portion  MQ  d'une  ordonnée  quelconque^  d'une  hauteur  constante  h  soit 
proportionnelle  à  la  puissance  n»"^*»*  de  l'ordonnée  entière  MP. 

En  désignant  par  y  l'ordonnée  MP,  par  x  l'abscisse  correspondante 
et  par  a/  et  y'  les  coordonnées  d'un  autre  point  quelconque  m  de  la 
courbe ,    la  distance  de  ce  point  à  l'ordonnée  y  sera  égale  kx  —  x', 

(•y 
l'aire  MNP  sera  donnée  par  V  (x  —  x^  dy'  et  l'équation  du  pro- 

Jy  —  h 
blême  sera 

rV  ry  (y 

I  (x  —  x')dy'  =  ay*     ou     1  xdy'  —  \  x'dy'  =  af/". 

Jy  —  h  Jy  —  h  Jy  —  h 

Comme  l'intégration  se  rapporte  aux  variables  x'  et  y'^  x  et  y  restant 
invariables ,  en  désignant  par  x'  ==  fy'  l'équation  de  la  courbe  et  par 
Fy'  l'intégrale  de  /y'  dy\  l'équation  précédente  devient 

xli  —  Fy  -f-  F  (y  —  h)  =  ay. 

Si  on  dérive  les  deux  membres  par  rapport  à  y  et  qu'on  remarque  que 
la  dérivée  F'y  n'est  autre  chose  que  fy  j  l'équation  devient 

dx 

'*  ^  -  /y  -*-  /*  (y  —  A)  =  '^«y''"* . 

ou  en  changeant  A  en  —  h\ 
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cVst-à-dirc , 

dx  A/y      »ay*'*              dx      Ax      iMiy*~* 

dy  h'           h'                 dij      Ay           h 

Pour  intégrer,  ou  supposera  n  entier  et  positif,  et  on  dérivera 
H  fois  par  rapport  &  y,  ce  qui  transforme  inéquation  du  problème  dans, 
la  suivante 


rfx-+* 


■m 


dy"-»-*  rfy 

qui  est  identiquement  satisfaite  en  posant 

x  =  Cy*' 

jmurvu  que  m  soit  entier  et  positif  et  soit  inférieur  k  n  +  i  ou ,  au 
plus,  égal  à  n  +  i.  Elle  est  aussi  satisfaite  en  égalant  x  à  la  somme  de 
plusieurs  de  ces  valeurs;  Tintégrale  générale  est  donc 

X  =  cy"+«  ^  cy  -*-  C'y* ■+-  C^""*'*^- 

Les  coeflieiens  G,  €'.....  ne  sont  pas  arbitraires,  car  en  substituant 
eette  valeur  dans  Téquation  primitive  aux  différences  mêlées,  on  trouve 
que  celle-ci  n*cst  identiquement  satisfaite  que  si  Ton  pose 

2o  ^,      2a        ^„  2an 

^=Â>:ri)'  ^=3Â'    ^  =2:2:573'  ^  =''^- 

La  constante  C^""*"*^  reste  seule  arbitraire. 

La  braucbe  d'analyse  qui  fait  Tobjet  de  ce  paragraphe,  a  été  peu 
cultivée  jusqu'aujourd'hui  et  les  géomètres  qui  s'en  sont  occupés  ne 
lui  ont  fait  faire  que  peu  de  progrès;  aussi  n'est-ce  que  dans  des  cas 
peu  nombreux  et  pour  des  formes  très  particulières  que  l'on  parvient, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
mêlées. 
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Ohjel  de  la  inëlhode  des  variations.  —  Variation  d*nnc  fonction  d*une  seule 
variable.  —  Variation  des  dérivées  d'une  fonction  d'une  seule  variable.  —  Va- 
riation d'une  fonction  de  deux  variables.  —  Variation  d'une  fonction  contenant 
une  variable  indépendanle,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Variation 
d'une  intégrale  définie.  —  Cas  des  limites  fixes.  Limites  variables.  —  Varia- 
tion d'une  intégrale  définie  contenant  plusieurs  variables  dépendantes.  —  Ap- 
plications de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination  des  maxima  et  mi- 
nima.  —  Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie.  Conditions  relatives 
aux  limites.  Équation  indéfinie.  —  xVutres  conditions  relatives  aux  limites.  ~ 
Problèmes  divers.  —  Surface  de  moindre  résistance.  ~  Maximum  relatif.  — 
Applications  diverses.  —  Cas  où  l'intégrale  contient  plusieurs  variables  dé- 
pendantes. —  Lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Propriétés 
des  lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Courbe  de  plus  vile 
descente  sur  une  surface  et  courbe  de  plus  grande  pente.  —  Caractère  dislinctif 
des  maxima  et  des  minima.  —  Application  de  la  méthode  des  variations  aux 
intégrales  doubles.  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
—  Variation  d'une  fonction  contenant  deux  variables  indépendantes,  une  varia- 
ble dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Variation  d'une  intégrale  définie 
double.  —  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie  double.  —  Problème 
de  la  moindre  surface  pour  un  contour  donné.  —  Maximum  et  minimum  relatif. 

304.  Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable.  —  Le  calcul  différentiel  avait  particulière- 
ment pour  objet  de  déterrainer  pour  une  fonction  donnée,  le  rapport 
de  Taccroissement  de  cette  fonction  h  raccroissement  infiniment  petit 
de  la  variable  et  de  remonter  de  la  valeur  de  ce  rapport,  aux  propriétés 
de  la  fonction  ;  mais  cette  recherche  peut  être  envisagée  h  un  point  de 
vue  beaucoup  plus  général.   Au  lieu  de  supposer  h  la  fonction  une 
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c'est-à-dire , 

dx      A/y      nay*'*  dx      Ax      iMiy"""* 

dy       h'  A'  r/y      Ay  h 

Pour  intégrer,  on  supposera  n  entier  et  positif,  et  on  dérivera 
n  ibis  par  rapport  à  y ,  ce  qui  transforme  l'équation  du  problème  dans, 
la  suivante 

rfx-+*  \Ayy 

rfy»  +  4~  ~"dy^      ' 

qui  est  identiquement  satisfaite  en  posant 

x  =  Cy*' 

pourvu  que  m  soit  entier  et  positif  et  soit  inférieur  à  n  +  i  ou ,  au 
plus,  égal  à  n  +  i.  Elle  est  aussi  satisfaite  en  égalant  x  à  la  somme  de 
plusieurs  de  ces  valeurs  ;  l'intégrale  générale  est  donc 

x  =  cy-+»  ^  cy  H-cy* -4-c«-+*^ 

Les  coefiiciens  G,  €'.....  ne  sont  pas  arbitraires,  car  en  substituant 
cette  valeur  dans  l'équation  primitive  aux  différences  mêlées,  on  trouve 
que  celle-ci  n'est  identiquement  satisfaite  que  si  l'on  pose 

La  constante  C'""*"*^  reste  seule  arbitraire. 

La  branche  d'analyse  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe,  a  été  peu 
cultivée  jusqu'aujourd'hui  et  les  géomètres  qui  s'en  sont  occupés  ne 
lui  ont  fait  faire  que  peu  de  progrès  ;  aussi  n'est-ce  que  dans  des  cas 
peu  nombreux  et  pour  des  formes  très  particulières  que  l'on  parvient, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
mêlées. 


CHAPITRE  XVIIl. 


Ohjel  de  la  mëlhodc  des  variations.  —  Variation  d^iinc  fonction  d*une  seule 
variable.  —  Variation  des  dérivées  d*une  fonction  d'une  seule  variable.  —  Va- 
riation d'une  fonction  de  deux  variables.  —  Variation  d'une  fonction  contenant 
une  variable  indépendante,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Variation 
d'une  intégrale  déOnie.  —  Cas  des  limites  fixes.  Limites  variables.  --  Varia- 
tion d'une  intégrale  définie  contenant  plusieurs  variables  dépendantes.  —  Ap- 
plications de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination  des  maxima  et  mi- 
nima  —  Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie.  Conditions  relatives 
aux  limites.  Equation  indéfinie.  —  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  — 
Problèmes  divers.  —  Surface  de  moindre  résistance.  —  Maximum  relatif.  — 
Applications  diverses.  —  Cas  où  l'intégrale  contient  plusieurs  variables  dé- 
pendantes. —  Lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Propriétés 
des  lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Courbe  de  plus  vile 
descente  sur  une  surface  et  courbe  de  plus  grande  pente.  —  Caractère  dislinctif 
des  maxima  et  des  minima.  —  Application  de  la  méthode  des  variations  aux 
intégrales  doubles.  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
—  Variation  d'une  fonction  contenant  deux  variables  indépendantes,  une  varia- 
ble dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Variation  d'une  intégrale  définie 
double.  —  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie  double.  —  Problème 
de  la  moindre  surface  pour  un  contour  donné.  —  Maximum  et  minimum  relatif. 

304.  Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable.  —  Le  calcul  différentiel  avait  particulière- 
ment pour  objet  de  déterminer  pour  une  fonction  donnée,  le  rapport 
de  l'accroissement  de  cette  fonction  à  raccroissenient  infiniment  petit 
de  la  variable  et  de  remonter  de  la  valeur  de  ce  rapport,  aux  propriétés 
de  la  fonction;  mais  cette  recherche  peut  être  envisagée  à  un  point  de 
vue  beaucoup  plus  général.  Au  lieu  de  supposer  à  la  fonction  une 
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c'cst-à-dirc , 

dx      ^fy      »ay""*  dx      Ax      »oy*~* 

Pour  intégrer,  on  supposera  n  entier  et  positif,  et  on  dérivera 
n  fois  par  rapport  ^  t/ ,  ce  qui  transforme  l'équation  du  problème  dans, 
la  suivante 


rfjc-+« 


Q 


dy"  +  ^~~      dy* 

qui  est  identiquement  satisfaite  en  posant 

x  =  Cy*' 

pourvu  que  m  soit  entier  et  positif  et  soit  inférieur  h  n  +  i  ou ,  au 
plus,  égal  à  n  +  1.  Elle  est  aussi  satisfaite  en  égalant  x  à  la  somme  de 
plusieurs  de  ces  valeurs;  l'intégrale  générale  est  donc 

x  =  cy"+«  ^  cy  -*-  C'y* "+■  cf""*"*^ 

Les  coefliciens  G,  C ne  sont  pas  arbitraires,  car  en  substituant 

eette  valeur  dans  Téquation  primitive  aux  différences  mêlées,  on  trouve 
que  celle-ci  n'est  identiquement  satisfaite  que  si  l'on  pose 

C  =  ,,/      ^,,     C'  =  ^,      C"=— =^^,     C'"  =  etc. 
A«(n -*-!)'  5/*  2.2.5.3 

La  constante  C^"+*^  reste  seule  arbitraire. 

La  brancbc  d'analyse  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe,  a  été  peu 
cultivée  jusqu'aujourd'hui  et  les  géomètres  qui  s'en  sont  occu|)ë$  ne 
lui  ont  fait  faire  que  peu  de  progrès;  aussi  n'est-ce  que  dans  des  cas 
peu  nombreux  et  pour  des  formes  très  particulières  que  l'on  par>ient, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
mêlées. 


CHAPITRE  XVIII. 


Objcl  de  la  inëlhodc  des  varialians.  —  Variation  d'une  fonction  d'une  seule 
variable.  —  Variation  des  dérivées  d'une  fonction  d'une  seule  variable.  —  Va- 
riation d'une  fonction  de  deux  variables.  —  Variation  d'une  fonction  contenant 
une  variable  indépendante,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Variation 
d'une  intégrale  définie.  —  Cas  des  limites  fixes.  Limites  variables.  —  Varia- 
tion d'une  intégrale  définie  contenant  plusieurs  variables  dépendantes.  —  Ap- 
plications de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination  des  maxima  et  mi- 
nima  —  Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie.  Conditions  relatives 
aux  limites.  Équation  indéfinie.  —  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  — 
Problèmes  divers.  —  Surface  de  moindre  résistance.  —  Maximum  relatif.  — 
Applications  diverses.  —  Cas  où  l'intégrale  contient  plusieurs  variables  dé- 
pendantes. ~  Lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Propriétés 
des  lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Courbe  de  plus  vite 
descente  sur  une  surface  et  courbe  de  plus  grande  pente.  —  Caractère  dislinctif 
des  maxima  et  des  minima.  —  Application  de  la  méthode  des  variations  aux 
intégrales  doubles.  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
—  Variation  d'une  fonction  contenant  deux  variables  indépendantes,  une  varia- 
ble dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Variation  d'une  intégrale  définie 
double.  —  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie  double-  —  Problème 
de  la  moindre  surface  pour  un  contour  donné.  —  Maximum  et  minimum  relatif. 

304.  Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable.  —  Le  calcul  différentiel  avait  particulière- 
ment pour  objet  de  déterminer  pour  une  fonction  donnée,  le  rapport 
de  Taccroissement  de  cette  fonction  k  Taccroissement  infiniment  petit 
de  la  variable  et  de  remonter  de  la  valeur  de  ce  rapport,  aux  propriétés 
de  la  fonction  ;  mais  cette  recherche  peut  être  envisagée  à  un  point  de 
vue  beaucoup  plus  général.   Au  lieu  de  supposer  à  la  fonction  une 
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c'cst-à-dirc , 

dx      Hfy 
dy-  h' 

»av*~*              dx      Ax      «at/"-"* 

Pour  inlcgrer,  ou  supposera  n  entier  et  positif,  et  on  dérivera 
n  fois  par  rapport  &  y ,  ce  qui  transforme  Tëquation  du  problème  dans, 
la  suivante 


(tc»+* 


■m 


dt/*+*  dy* 

qui  est  identiquement  satisfaite  en  posant 

pourvu  que  m  soit  entier  et  positif  et  soit  inférieur  à  »  -+-  1  ou,  au 
plus,  égal  à  n  +  i.  Elle  est  aussi  satisfaite  en  égalant  x  à  la  somme  de 
plusieurs  de  ces  valeurs;  l'intégrale  générale  est  donc 

Les  coefliciens  G,  C ne  sont  pas  arbitraires,  car  en  substituant 

cette  valeur  dans  Téquatîon  primitive  aux  différences  mêlées,  on  trouve 
que  celle-ci  n'est  identiquement  satisfaite  que  si  l'on  pose 

2«  C'  =  |?,      C'  =  :.4^.,     C-  =  etc. 


A»  (n -+-!)'  3A  2.2.5.5' 

La  constante  C^"''"*^  reste  seule  arbitraire. 

La  braucbe  d'analyse  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe,  a  été  [icu 
cultivée  jusqu'aujourd'hui  et  les  géomètres  qui  s'en  sont  occupés  ne 
lui  ont  fait  faire  que  peu  de  progrès;  aussi  n'est-ce  que  dans  des  cas 
peu  nombreux  et  pour  des  formes  très  particulières  que  l'on  parvient, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
mêlées. 


CHAPITRE  XVIII. 


Objet  do  la  méthode  des  variations.  —  Variation  d^ine  fonction  d*unc  seule 
variable.  —  Variation  des  dérivées  d\ine  fonction  d*nne  seule  variable.  —  Va- 
riation d'une  fonction  de  deux  variables.  —  Variation  d'une  fonction  contenant 
une  variable  indépendanle,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Variation 
d'une  intégrale  déûnie.  —  Cas  des  limites  fixes.  Limites  variables.  —  Varia- 
tion d'une  intégrale  définie  contenant  plusieurs  variables  dépendantes.  —  Ap- 
plications de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination  des  moxima  et  mi- 
nima  —  Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie.  Conditions  relatives 
aux  limites.  Equation  indéfinie.  —  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  — 
Problèmes  divers.  —  Surface  de  moindre  résistance.  —  Maximum  relatif.  — 
Applications  diverses.  —  Cas  oîi  l'intégrale  contient  plusieurs  variables  dé- 
pendantes. —  Lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Propriétés 
des  lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Courbe  de  plus  vile 
descente  sur  une  surface  et  courbe  de  plus  grande  pente.  —  Caractère  distinctif 
des  maxima  et  des  minima.  —  Application  de  la  méthode  des  variations  aux 
intégrales  doubles.  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
—  Variation  d'une  fonction  contenant  deux  variables  indépendantes,  une  varia- 
ble dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Variation  d'une  intégrale  définie 
double.  —  Maximum  et  minimum  d'une  iptégrale  définie  double-  —  Problème 
de  la  moindre  surface  pour  un  contour  donné.  —  Maximum  et  minimum  relatif. 

304.  Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable,  —  Le  calcul  difFérenliel  avait  particulière- 
ment pour  objet  de  déterminer  pour  une  fonction  donnée,  le  rapport 
de  Taccroîssement  de  cette  fonction  k  raccroîsscment  infiniment  petit 
de  la  variable  et  de  remonter  de  la  valeur  de  ce  rapport,  aux  propriétés 
de  la  fonction  ;  mais  cette  recherche  peut  être  envisagée  h  un  point  de 
vue  beaucoup  plus  général.  Au  lieu  de  supposer  à  la  fonction  une 
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c'cst-à-dirc , 

dx      A/y 
dy       h' 

f40V"~*              dx      Ax      wav"""* 

Pour  intégrer,  on  supposera  n  entier  et  positif,  et  on  dérivera 
H  fois  par  rapport  à  y ,  ce  qui  transforme  l'équation  du  problème  dans, 
la  suivante 


rfx-+< 


■m 


qui  est  identiquement  satisfaite  en  posant 

x  =  Cy- 

pourvu  que  m  soit  entier  et  positif  et  soil  inférieur  à  n  -♦-  i  ou ,  au 
plus,  égal  à  II  -4-  i .  Elle  est  aussi  satisfaite  en  égalant  x  à  la  somme  de 
plusieurs  de  ces  valeurs  ;  l'intégrale  générale  est  donc 

x  =  cy-+«  -+-  cy  -h  C'y* -^  €<•+*>. 

Les  coefficiens  C,  C ne  sont  pas  arbitraires,  car  en  substituant 

cette  valeur  dans  Téquation  primitive  aux  différences  mêlées,  on  trouve 
que  celle-ci  n'est  identiquement  satisfaite  que  si  Ton  pose 

La  constante  C'""*"*^  reste  seule  arbitraire. 

La  branche  d'analyse  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe,  a  été  peu 
cultivée  jusqu'aujourd'hui  et  les  géomètres  qui  s'en  sont  occupés  ne 
lui  ont  fait  faire  que  peu  de  progrès  ;  aussi  n'est-ce  que  dans  des  cas 
peu  nombreux  et  pour  des  formes  très  particulières  que  l'on  parvient, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  h  intégrer  les  équations  aux  différences 
mêlées. 


CHAPITRE  XVIII. 


Objet  Je  la  méthode  des  variations.  —  Variation  d*iine  fonction  d^une  seule 
variable.  —  Variation  des  dérivées  d*une  fonction  d'une  seule  variable.  —  Va- 
riation d'une  fonction  de  deux  variables.  —  Variation  d'une  fonction  contenant 
une  variable  indépendante,  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées.  —  Variation 
d'une  intégrale  définie.  —  Cas  des  limites  fixes.  Limites  variables.  —  Varia- 
tion d'une  intégrale  définie  contenant  plusieurs  variables  dépendantes.  —  Ap- 
plications de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination  des  maxima  et  mi- 
nima.  —  Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie.  Conditions  relatives 
aux  limites.  Equation  indéfinie.  —  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  — 
Problèmes  divers.  —  Surface  de  moindre  résistance.  —  Maximum  relatif.  — 
Applications  diverses.  —  Cas  où  l'intégrale  contient  plu&ieurs  variables  dé- 
pendantes. —  Lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Propriétés 
des  lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  surface.  —  Courbe  de  plus  vile 
descente  sur  une  surface  et  courbe  de  plus  grande  pente.  —  Caractère  dislinctif 
des  maxima  et  des  minima.  —  Application  de  la  méthode  des  variations  aux 
intégrales  doubles.  Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
—  Variation  d'une  fonction  contenant  deux  variables  indépendantes,  une  varia- 
ble dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Variation  d'une  intégrale  définie 
double.  —  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie  double.  —  Problème 
de  la  moindre  surface  pour  un  contour  donué.  —  Maximum  et  minimum  relatif. 

304.  Objet  de  la  méthode  des  variations.  Variation  d'une  fonc- 
tion d'une  seule  variable,  —  Le  calcul  diffërenliel  avait  particulière- 
ment pour  objet  de  déterminer  pour  une  fonction  donnée,  le  rapport 
de  raccroissement  de  celte  fonction  à  l'accroissement  infiniment  petit 
de  la  variable  et  de  remonter  de  la  valeur  de  ce  rapport,  aux  propriétés 
de  la  fonction  ;  mais  cette  recherche  peut  être  envisagée  h  un  point  de 
vue  beaucoup  plus  général.  Au  lieu  de  supposer  à  la  fonction  une 
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parce  que  ^x\  ^xf'  se  rapportent  à  un  point  déterminé  et  sont  par  con- 
séquent des  facteurs  communs  dans  ces  intégrales,  et  cette  somme 

doit  être  jointe  a  la  variation  de  \    \dx  trouvée  plus  haut. 

Jx' 

dA       d*\ 
3iO.  En  remplaçant  A,  —  ,  -— ,   etc.,  par  leur  valeur  ^y  — p<fx, 

âp  —  qSx,  ^q  —  r(?x,  etc.,  la  variation  d'une  intégrale  définie  prend 
la  forme  ^*^ 

(*)  Celte  expression  de  la  variation  d'une  intégrale  définie  serait  encore  vraie  pour 
une  intégrale  indéfinie;  il  suffirait  de  remplacer  x",  y",f>",  g"....  par  x,  y,  p,  9.... 
Sous  cette  nouvelle  forme^  elle  peut  servir  à  démontrer,  d'une  manière  indirecte 
à  la  vérité,  un  théorème  important  du  calcul  intégral.  Si  \dxj  c'est-à-dire, 

f  (x.  Uy^  .  —....]  dx  était  la  difFérentielle  exacte  d'une  fonction  U  de  la 

forme  F  (  r,  y,  j^ ,  ^— ••••);  ^*    variation    de   l'intégrale  y  Vdr   se   confon- 

(Irait  avec  la  variation  de  U.  Or,  on   a  vu  au  N»  507,  que  la   variation  de 

F  |x,  y*-^      — ^....  I  ne  contient  aucun  terme  sous  forme  d'intégrale;  il  faut 

\  dx     djT»       / 

donc,  quand  \dx  est  une  difFérentielle  exacte,  que  l'intégrale  qui  entre  dans 
l'expression  de  la  variation  àe  fSdx,  disparaisse  également,  ce  qui  n'arrive  que 
si  l'on  a  identiquement 

fL-JL— -+-  — — -etc  =0 
dy       dx  dp        dx*  dq 

puisque  A  placé  sous  le  signe  d'intégration  est  une  quantité  qui  doit  rester  arbi- 
traire et  que  par  conséquent  l'intégration  indiquée  est  toujours  impossible,  telle 
est  donc  la  condition  nécessaire  pour  que  Vdx  soit  une  différentielle  exacte.  Cette 
condition  est  aussi  suffisante,  car  elle  rend  la  variation  $f\dx  indépendante  de 
toute  intégrale,  ce  qui,  visiblement,  n'a  jamais  lieu  lorsque  y*  Vrfaî  n'est  pas  une 

(dy      d^y        \ 
X,  y,-r  7    1 —  ••••  )  • 
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-^îd^-d7'^-*-^^t^  -jd7-d^'d7"''^r^' 

"*"  \  ,  Vdv       dx  dp       dx'  do  y 

'X    ^  '^ 

S^'dV  r^'dv 

-=—  dx  -4-  <îx"  \     3-7,  dx  -♦-  etc. 
y,'  dx  J^  dx 

provenant  de  la  variation  des  limites,  il  suffira  d'ajouter  aux  coefficiens 

f^'dV       r^'dv 
précédents  de  (?x',  «Jx",  <?y',  etc.,  les  intégrales  \    ---  dx,  \     -=-;;  dx  etc. 

3i  i .  yartateon  d'tiire  intégrale  définie  contenant  plusieurs  varia- 
bles dépendantes.  —  Si  la  fonction  V,  outre  la  variable  dépendante  y 

et  ses  dérivées  -^  ,  y^,   etc.,  contenait  une  seconde  variable  dépen- 
dante z  fonction  indéterminée  de  x,  ainsi  que  ses  dérivées  -r-  «  -r-::*  etc. 

dx  dx* 

ou  fy  q,  r....,  la  variation  de  Tintégrale  définie  deviendrait,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  au  N°  307 , 

0  5^  Vrfx  =  V  W  -  rS^  -.  A"  {^  -  etc.)  -  A'  (^-^,  -  C.) 

dA"/d\"       ,  \     d^'/d\'  \ 

■^d^[d^'-''')--éc\d^- ''''•) 


fX' 
-4 


3x'  '^  v.y    ^^  ^p  -+-cc.^ 

dA"/d\"        \    d\- /dr        \ 
3x'  '     \^^    ^^^  ^^P'       J 
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qui,  après  que  I  on  aura  remplace  A,  -y-  » ^/  >  "7-  >   etc.,  par  leur 

(IX  (130 

valeur  ây  —  p«Jx,  ^p  —  ç^^x  .•..  «fz  —  p^  âx^  âp^  —  q^  âx^ ....,  prendra 
la  forme 

.f^'vrfx  =  |v"-p"(^-e.c.)-9"(^;-etc.).... 
_,,(-_.e.)-,,(--e.)....|.. 

-KKf— )-<f— >--<^'-) 

/dV"       1   d*V"        .   \ ,  „    /dV"        .    \ ,  „ 
/dV        i  d'V  \  .  ,     /dV  \  .  , 

-(^-^■dï'd7'-*-*'*v'^-U'-  J'' 

/dV        <  d«V'  \  .  ,      /dV  \  ,  , 

f^"r/dV        1  d»V  \  .        /dV        1  d«V        .   \  , 

5i2.  Applications  de  la  méthode  des  variations  à  la  détermination 
des  maxima  et  minima,  —  La  théorie  des  ninxima  et  mînima  exposée 
dans  le  calcul  diiïérentiel ,  a  pour  but  de  trouver  la  valeur  de  x  qui 
rend  y  maximum  ou  minimum  dans  une  équation  de  forme  déter- 
minée m  X  et  y.  La  méthode  employée  pour  cette  recherche  est 
fondée  sur  ce  que ,  au  moment  du  passage  de  la  fonction  y  par  le 
maximum  ou  le  minimum,  un  accroissement  infiniment  petit  donne 
à  la  variable  indépendante  x  ne  produit  pas  d'accroissement  dans  la 
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fonction  y,  c*est-à-dirc  sur  ce  que  la  diffërenticllc  de  la  fonction  y  est 
nulle.  Le  calcul  des  variations  a  particulièrement  pour  but  de  traiter 
la  question  des  maxima  sous  un  autre  point  de  vue;  ici  la  relation 
entre  x  et  f^  est  inconnue  et  on  se  propose  de  la  déterminer  par  la 
condition  qu'une  certaine  quantité  exprimée  par  une  fonction  donnée 

de  or,  y,  et  des  dérivées -^^ ,  j^ soit  un  maximum  ou  un  mini- 
mum. Par  un  raisonnement  semblable  &  celui  employé  dans  le  calcul 
différentiel ,  on  reconnaît  que  si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  diffé- 
rentiel et  qu'on  introduise  dans  la  relation  entre  x  et  1/  un  changement 
infiniment  petit  entièrement  arbitraire,  il  en  résulte  dans  la  fonction 
donnée  de  x,  1/,  un  certain  accroissement  qui  doit  être  nul  au  moment 
du  maximum  ou  du  minimum  ;  or  introduire  un  changement  infini- 
ment petit  dans  la  valeur  de  x  et  dans  la  relation  entre  x  et  t/,  c'est 
faire  croître  ces  quantités  de  leur  variation ,  et  l'accroissement  qui  en 

résultera  dans  la  fonction  donnée  dex,  y,  p,  q n'est  par  conséquent 

autre  chose  que  la  variation  de  cette  fonction;  c'est  donc  cette  variation 
qui  doit  être  nulle  pour  que  la  fonction  soit  maximum  ou  minimum. 

513.  Maximum  ou  minimum  d'une  intégrale  définie.  Conditions 
relatives  aux  limites.  Equation  indéfinie.  —  Cela  posé,  représentons 

par  V  une  fonction  donnée  de  x,  y,  p,  </,  r et  proposons-nous  de 

trouver,  parmi  toutes  les  relations  possibles  entre  x  et  r/,  celle  qui 

rend  la  fonction  \      Ydx  maximum  ou  minimum.  Il  résulte  de  ce  qui 

Jx' 
précède  qu'il  faut  pour  cela,  égaler  à  zéro  la  variation  de  cette  intégrale 
définie,  variation  que  nous  représenterons  pour  abréger  par 

$x'' 
^  UArfx 

et  qui  se  compose  d'une  suite  de  termes  multipliés  respectivement  par 

les  variations  de  x,  t/,p,  q prises  aux  deux  extrémités  de  Tin- 

tégrale  et  d'une  intégrale  définie.  Si  les  extrémités  de  Tintégrale 
ne  sont  soumises  h  aucune  condition  particulière,  les  variations 
oV,  e^x",  ^y\  e?v",  ^p\...  sont  entièrement  arbitraires,  et  comme 
l'intégrale  définie  qui  entre  dans  l'expression  de  la  variation  représente 
elle-même  la  somme  des  valeurs  de  Udx  multi[iliées  respectivement  par  A, 
qui  est  un  coefficient  entièrement  arbitraire  pour  chaque  élément  de 
l'intégrale,  on  voit  que  la  variation  d'une  intégrale  définie  se  compose 
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d'une  somme  de  produits  de  certains  facteurs  par  des  coefficients  en- 
tièrement indéterminés.  On  conclut  de  là  que  chaque  facteur  doit  être 
nul  séparément  (*)  c'est-à-dire,  que  A',  A",  B',  B"....  doivent  être  égales 
à  zéro  ainsi  que  toutes  les  valeurs  par  lesquelles  passe  U  entre  les 
deux  limites  de  l'intégrale,  ou  que  Ton  doit  avoir  pour  une  valeur 
quelconque  de  x, 

U  =  0. 

Cette  équation  différentielle  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  x, 
comprises  entre  les  deux  extrémités  de  l'intégrale,  est  une  équation 
indéfinie^  tandis  que  les  premières  ne  se  rapportent  qu'à  l'une  des 
deux  extrémités  de  l'intégrale. 

314.  Autres  conditions  relatives  aux  limites.  —  Quelquefois  les 
extrémités  de  l'intégrale  sont  fixes;  c'est  ce  qui  aurait  lieu  pour  une 
question  de  cette  nature  :  mener  entre  deux  points  donnés  la  courbe 
qui  jouit  de  certaine  propriété  maxima  ou  minima.  Dans  ce  cas  les 
variations  Ar^,  «ïx",  ^y',  ^y"  sont  nulles  et  les  termes  qui  les  contien- 
nent disparaissent  de  l'équation  sans  donner  lieu  à  aucune  équation 
de  condition.  Si  Ton  donnait  la  direction  fixe  du  premier  élément  de 
la  courbe,  ou  celle  des  deux  ou  trois  premiers  éléments,  ce  qui  revient 
à  donner  les  valeurs  fixes  de  p,  de  p  et  qr ,  ou  de  p,  9,  r  pour  les 

extrémités  de  la  courbe,  alors  les  variations  ^p',  ^p",  ^q\  ^q" 

seraient  aussi  nulles.  Dans  certains  cas,  les  variations  extrêmes  «Tx', 

<?y',  (Jx",  ^y" ne  sont  pas  entièrement  indépendantes;  c'est  ce  qui 

arriverait  si  les  coordonnées  x'y'  et  x"t/"  devaient  satisfaire  à  certaines 
conditions  exprimées  par  des  équations  entre  xy'  et  x'y,  si  les 
extrémités  étaient  assujetties,  par  exemple,  à  demeurer  sur  des  courbes 
données.  Il  est  visible  que  les  accroissements  (Tx'  et  ^y'  dépendraient 
alors  de  la  forme  de  cette  courbe  et  qu'il  existerait  entre  ces  variations 
la  même  relation  qu'entre  les  différentielles  de  ces  coordonnées  prises 


(*)  Soit  en  effet  Tcqualion  suivante 

Aa-f-B6-4-CcH-Dd =0 

dans  laquelle  a,  6,  c,  d  ...  sont  des  cocfliciens  entièrement  arbitraires,  et  x\,  B,  C... 

des  quantités  indépendantes  de  a,  6,  c Si  on  fait  tous  les  cocfliciens  nuls  à  I*cx- 

ccption  de  Pun  d*eux  6,  qu^on  laisse  arbitraire,  on  aura 

B6  =  0 

et  comme  6  reste  arbitraire;  cette  dernière  équation  n'est  possible  que  si  B=rO. 
On  raisonnera  de  la  même  manière  sur  les  autres  facteurs  A,  C 
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dans  réquation  de  la  courbe  ;  si  donc  dy  =  ^x.dx  est  celte  équation 
différentielle,  on  aura  aussi 

et  en  remplaçant  ^y'  par  sa  valeur  dans  la  variation  générale,  le 
coefficient  total  de  Sx'  devra  étre#égalé  &  zéro.  En  résumé,  on  voit 
qu'en  général,  il  faudra  supprimer  les  termes  multipliés  par  les  varia- 
tions des  quantités  qui  sont  fixes  aux  extrémités  de  la  courbe  ;  puis, 
si  la  question  admet  des  relations  entre  quelques-unes  des  autres  va- 
riations relatives  aux  limites,  se  servir  de  ces  relations  pour  éliminer 
le  plus  grand  nombre  possible  de  variations  et  enfin  égaler  à  zéro 
chacun  des  coefflciens  des  variations  qui  restent  indéterminées. 
L'équation  différentielle  indéfinie  U  ==  0,  c'est-à-dire, 

dy      dx  dp       dx*  dq 

f 
donne  la  relation  qui  doit  exister  entre  x  et  y  pour  que  I     \dx  soit 

Jx' 
un  maximum  ou  un  minimum,  c'est-à-dire,  que,  étant  intégrée ,  elle 
donne  l'équation  de  la  courbe  cherchée.  Les  autres  équations  qui  se 
rapportent  aux  limites,  servent,  comme  on  le  verra  dans  les  applica- 
tions suivantes  ;  à  déterminer  les  constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  l'intégrale. 

315.  Problèmes  divers.  —  Déterminer  la  ligne  la  plus  courte  qu'on 
puisse  tracer  entre  deux  points  dans  un  plan. 

ds  étant  l'élément  de  la  courbe  cherchée,  on  a 


ds  =  dx  |/1  H-p* 

et  en  représentant  par  x\  y'  et  x",  y",  les  coordonnées  des  points 
extrêmes  donnés,  il  vient 

.x"     

5=\     ^i  -Hp«rfx; 
•'x' 
.x" 


il  faut  donc  que  \     ^j  +  p'rfx  soit  un  minimum  ,  ce  qui  exige  que 


'X 

l'on  ait 

.X 
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Il  est  visible  que  la  fonction  V  de  la  formule  générale  représente  ici 
(/i  -t-  ;>*  et  que  par  conséquent  il  faut  y  faire 

V  =  /i-^;A    -r-=0,    —='     ^j    --=0,  etc. 
(hj  dp       i/TTp*      'h 

L'cquulion  diiïérentielle  de  la  courbe  est  donc 

-j-  d  { -— ~z=r-  I  ==  0     d'où   —^' =  cowst. 

et  par  conséquent  p  =  const.  =  C. 
On  tire  de  là 

dy  =  Crfx    et    y  =  Cx  -4-  C, 

qui  est  réquation  de  la  ligne  cherchée.  On  voit  que  cette  ligne  est 
droite.  Les  extrémités  étant  fixes,  les  variations  (?x',  (^x",  ây\  Sy\ 
sont  nulles  et  il  n'y  a  pas  d'équations  aux  limites.  Les  conslantes  c 
et  c  se  déterminent  ici  par  la  condition  que  la  droite  devant  passer 
par  les  points  (x',  y')  et  (x",  y") ,  ces  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
réquation  de  la  droite,  ce  qui  fournit,  pour  déterminer  c  et  c',  les 
relations 

y'  =  ex'  -4-  c',     y"  =  ex"  -*-  c\ 

Chercher  la  ligne  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  qu'on  puisse 
mener  entre  deux  courbes  données  dans  un  plan. 
On  aura  encore  comme  précédemment 


\     j/l  -t-p*  dx  =  0    d'où    p  =  c    et    y  =  cx  -h  c'^ 


-X 


c'cst-îi-dire  que  la  ligne  est  droite.  Les  extrémités  x',  y',  x",  y"  ne 
sont  pas  fixes,  puisqu'elles  ne  sont  assujetties  qu'a  se  trouver  sur 
deux  courbes  connues  ;  les  variations  ^x,  ày\  ^x\  ^y"  ne  sont  donc 
pas  nulles,  mais  il  existe  entre  elles  la  relation 

$y'=.^^x'^x\     (?»/"=  K^x" 

tirée  des  équations  de  ces  deux  courbes. 

Si  l'on  remplace  $y   et  ^y"  par  ces  valeurs  dans  la  partie  de  la 
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\ariation  qui  se  rapporte  aux  limites  et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefli- 
ciens  des  variations  <?x'  et  ^x',  on  trouve 


qui  se  réduisent  à 

i  ^-  p'^x'  =  0    et    i  -h  p".!/x"  =  0. 

Ces  deux  dernières  équations  jointes  aux  deux  équations  données  des 
deux  courbes  et  aux  deux  suivantes 

y'  =  ex'  -♦-  c' ,     y"  =  ex"  -♦-  c' 

serviront  à  déterminer  les  six  inconnues  c,  c',  x',  y',  x",  y". 
Les  équations 

i  -^  p V  =  0     et     i  -f-  p"'^x"  =  0 

font  connaître  une  propriété  de  la  ligne  maximum  ou  minimum.  Si 
aux  points  où  la  ligne  cherchée  atteint  les  deux  courbes  données,  on 
mène  à  celles-ci  des  touchantes,  ainsi  qu*à  la  ligne  cherchée,  les  tan- 
gentes trigonométriques  des  angles  que  ces  touchantes  feront  avec  Taxe 
des  X  sont  yx',  ^j^x"  et  p\  p";  les  deux  équations  précédentes  expri- 
ment donc  que  les  tangentes  aux  extrémités  de  la  ligne  cherchée  sont 
perpendiculaires  aux  tangentes  menées  aux  deux  courbes  données, 
c'est-à-dire,  que  la  droite  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  est  une 
normale  commune  aux  deux  courbes. 

316.  Surface  de  moindre  résistance,  —  Trouver  Véquation  de  la 
courbe  qui  par  sa  révolution  autour  d'un  axe ,  engendre  la  surface 
qui  éprouve  le  moins  de  résistance  j  en  se  mouvant  dans  un  fluide  ^ 
parallèlement  à  cet  axe. 

Supposons  la  courbe  AD  (fig.  44)  assujettie  à  passer  par  le  point  fixe 
A  et  à  se  terminer  dans  une  parallèle  fiC  à  l'axe  des  X,  en  un  point 
indéterminé  D.  On  démontre  (N''  200  de  la  mécanique)  que  la  résis- 
tance R  qu'oppose  la  surface  engendrée  par  la  rotation  de  la  courbe  AI) 
autour  de  Taxe  des  X  est  donnée  par 
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riiili'gralc  étant  prise  depuis  A  jusqu'à  D  ou  depuis  x  =  OE  =  x'  jus- 
qu'à X  =  OA  =  x",  c'csl-à-dirc  qu'on  a 


Si  la  courbe  AB  était  connue,  on  tirerait  de  son  équation  les  valeurs  de 
y  dp  et  une  intégration  ferait  connaître  R;  mais  si  cette  courbe  est 
inconnue  et  qu'on  veuille  l'assujettir  à  la  condition  de  rendre  R 
minimum,  il  est  évident  qu'il  faudra  égaler  à  zéro  la  variation  de  R, 
c'est-à-dire  poser 

et  par  conséquent  substituer,  dans  les  formules  générales ,  les  valeurs 
suivantes  : 

—        P'  <^V__     P^         îfV_     5p»  -4-  p* 

^-^yi^pt'    dy'^i  +p^'    dp  "^^(1  -4-p«)*' 

i   d^V 2pgy  (p»  —  5)        ô-hp*     j 

rfx  dp  ""  (i  H-  p')'      "^  (i  -H-  p*)*^  * 

On  trouve  ainsi  pour  l'équation  dérivée  de  la  courbe, 

„.  ^  gy  (p'  -  S) 

(in-  p«) 
Pour  intégrer,  remarquons  que 

dp       dp    dy       pdp 
^  '  "^  dx       dy    dx        dy  ' 

et  en  substituant  cette  valeur  de  f,  l'équation  devient 

du         »*  —  3     , 
y        p(i  -f-p»)   '' 
d'oii  l'on  lire  en  intégrant , 

Si  OH  remplace  y  par  cette  valeur  dans  l'équation  dérivée  de  In  courbe, 
celle-ci  devient ,  en  remettant  -p-  pour  q , 

2  p°  ' 
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qui  a  pour  intégrale  ^ 


'=-|(f«'^:|ï-^'"80'^°' 


Une  élimination  de  p  entre  cette  dernière  équation  et  la  valeur 
précédente  de  y,  conduira  à  une  relation  entre  x  et  y  qui  sera  Téqua- 
tion  cherchée  de  la  courbe. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  C  et  G',  on  remarque  que 
(fx"  et  ây"  sont  nulles,  parce  que  la  première  extrémité  A  de  la  courbe 
est  fixe,  et  que  comme  la  seconde  extrémité  se  trouve  sur  la  droite  BC 
dont  réquation  est 

ây'  est  aussi  nul.  Les  autres  variations  ^sf^  âp\  ^p'\...  sont  entière- 
ment arbitraires  et  leurs  coeflîciens  doivent  être  égalés  à  zéro;  on  a  donc 


d'où  Ton  tire 


y'  —^ t/w  — ^—  =  0 


/>'==0, 


qui  apprend  que  la  courbe  est  tangente  à  BC  au  point  D.  Si  de  Téqua- 

lion  de  la  courbe  on  tire  la  valeur  de  -^,  =  p'  et  qu'on  l'égale  à  zéro, 

on  aura  une  première  équation  entre  C  et  C;  la  seconde  est  fournie 
par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  le  point  A  et  que,  par  consé- 
quent, les  coordonnées  y  =  0  et  x"  satisfont  à  son  équation. 

La  surface  dont  on  vient  de  déterminer  l'équation  est  connue  sous 
le  nom  de  surface  de  moindre  résistance. 

317.  Maximum  relatif.  —  Dans  les'problèmes  précédents,  les  va- 
riables qui  entrent  dans  la  fonction  V  ne  sont  assujetties  qu'à  la  seule 
condition  de  rendre  l'intégrale  définie,  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
possible  ;  mais  dans  un  grand  nombre  d'applications,  ces  variables  et 
leurs  dérivées  doivent  satisfaire  à  d'autres  conditions,  comme  cela 
aurait  lieu  si  on  demandait  de  trouver  la  relation  entre  x  et  y  qui 

rend  maximum  l'intégrale  définie  I     \dx  en  y  joignant  la  condition 

Jx 
a:" 
qu'une  autre  intégrale  définie  i     Vdx,  que  nous  supposerons  prise 

Jx' 

68 
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entre  les  mêmes  limites,  ait  une  valeur  eonstante  donnée.  Le  maxi- 
mum ou  minimum  ainsi  trouvé,  n'étant  plus  absolu  mais  relatif  a  la 
valeur  fixée  pour  la  seconde  intégrale  définie,  prend  le  nom  de  maxi- 
tnum  relatif. 

Pour  trouver  celte  relation  entre  x,  y,  remarquons  que  comme  Tin- 
*x" 
tégralei     \dx  doit  être  un  maximum,  sa  variation  est  nulle,  ce  qui 

Jx 
conduit  à  une  équation  de  la  forme  suivante, 

A<?x'  -^  Bâx"  -h  C<^ij'  -t  D(yy"-f- -^  \     A.Uf/j==0. 

Jx 

fX" 

î)  im  autre  coté  comme  Tinlégrale  définie  \     Yilx  est  égale  à  une 

Jx' 
constante  /,  sa  variation  est  aussi  nulle,  ce  qui  donne  lieu  à  une  autre 
équation  de  la  forme 


A'dV  -^  B'o'x"  -+-  CVy'  -^  D'Sy" 


.x" 

i      A.U'rfx  =  0. 


Si  le  maximum  était  absolu,  on  n'aurait  qu'à  satisfaire  à  la  première 
des  deux  équations  précédentes,  et  Ton  sait  qu'après  avoir  éliminé  le 
plus  grand  nombre  possible  de  variations  au  moyen  des  équations  de 
condition  qui  se  rapportent  aux  limites,  il  faudrait  égaler  à  zéro  les 
coefficiens  de«^  variations  restantes  ^y\  ^y" A  qui  sont  arbitrai- 
res; mais  si  l'on  doit  tenir  compte  de  la  seconde  de  ces  équations, 
celle-ci  devient  une  nouvelle  équation  de  condition,  au  moyen  de 
laquelle  il  faudra  éliminer  encore  l'une  des  variations  arbitraires  $y\ 
par  exemple,  ce  qui  conduit  à  l'équation  suivante,  en  observant  que  C 
et  C  sont  deux  conslanles,  et  peuvent  par  conséquent  entrer  sous  le«i 
signes  d'intégration  , 

^D  -  Ji,D•^  oY  -I-  ^E  -  ~K")  ¥ +  r  i(l^  -  jf,u'yx  =  o. 

Comme  les  variations  reslanles  ^y'\  op\.,,ii  sont  toutes  indéterminées, 
on  posera 
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dont  la  dernière  est  nne  équation  indéfînie  qui  fait  connailrc  la  rela- 
tion cherchée  entre  x  et  ?/. 

Si ,  au  lieu  d'éliminer  d^,  on  avait  éliminé  une  autre  variation  ^y'\ 
par  exemple,  on  aurait  trouvé 

^C  -  ?,  c)  jy'  +  (^E  -  5.  E'^  ip' -H  JA.  Çv  -  ?-,  U'^  dx  =--  0 

et  en  égalant  a  zéro  tous  les  cocfliciens , 

C-^,C'  =  0.     E-5.E'  =  0, U-^,U'  =  0. 

on  trouverait  de  la  même  manière  pour  équations  de  condition  et  pour 
équation  indéOnie, 

C  — ^,C'  =  0 u— |u'  =  o. 

11  est  à  remarquer  que  ces  différents  systèmes  d^équations  sont  identi- 
ques; car  elles  se  ramènent  toutes  aux  suivantes  : 

A'  ""  B  """  C  ""  F  ""  ^^'  ""  U'  * 

L'élimination  de  Tune  des  variations  peut  se  faire  d'une  manière  plus 
générale,  en  réunissant  les  deux  équations,  après  avoir  multiplié  les 
deux  membres  de  l'une  d'elles  par  une  constante  indéterminée  a ,  ce 
qui  donne 

et  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  variation  dV,  ^x"...A, 
ce  qui  donne 

A-^aA'  =  0,     B  -f-  aB'  =  0,     C  -^  aC'  =  0....  U  -h  aU-  0 

et  il  est  visible  que  l'élimination  de  a  entre  ces  équations  conduit  au 
même  résultat  que  plus  haut.  Si  les  variables  sont  les  coordonnées 
d'une  certaine  courbe ,  les  premières  de  ces  équations  se  rapportent 
à  ses  deux  extrémités  et  la  dernière  est  l'équation  indéfînie  de  la 
courbe  elle-même. 

L'emploi  de  ce  coefficient  indéterminé  présente  cet  avantage  qu'au 

lieu  de  développer  séparément  les  variations  de  I     Vrfx  et  V     \'r/x 


540  CHAPITRE    XVlll. 

pour  éliminer  ensuite  ^x'  ou  ^x\  etc.«  il  suffit  de  multiplier  la  seconde 
intégrale  par  un  coefficient  px)nstant  indéterminé  a,  de  prendre  ensuite 

la  variation  de  la  somme  V     (V  -4-  aV)  rfx,  et  d'égaler  à  zéro  les  coef- 
Jx' 

ficiens  de  toutes  les  variations  arbitraires,  ce  qui  conduira  visiblement 
au  même  résultat  que  plus  haut. 

518.  Applications  diverses,  —  Appliquons  cette  théorie  à  la  solu- 
tion de  quelques  problèmes. 

Trouver  entre  toutes  les  courbes  planes  de  même  longueur,  passant 
entre  deux  points  fixes^  celle  qui  renferme  la  plus  grande  aire. 

En  désignant  par  x'y'  et  x'y  les  coordonnées  des  deux  points  fixes, 

la  surface  est  représentée  par  \     ydx  et  la  longueur  de  la  courbe  par 

Jx' 

\     dx/i-t-p*  =  /. 

Jx' 

Dans  les  formules  précédentes,  il  faut  donc  poser 


V=^y    et    V'  =  |/i-HpS 
d'où  Ton  tire,  pour  la  première, 


dV  rfV 

-j-  =  i  ,     -^  =  0,  etc. 

dy  dp 


et  pour  la  seconde, 


^-0       ^— _P_      ^-Oelc- 
dy  dp       /TTp*       «9 

réqualion  dérivée  de  la  courbe  ou  U  -t-  a  U'  =  0  est  donc 

^    Xy/i-^-p^J 
d'où  l'on  tire 

x=    71^^_+6,    V  =  —7=^==-=     et     (y— c)*-t-(x  — 6)*  =  a«. 

On  voit  que  la  courbe  cherchée  est  un  cercle. 

Comme  les  deux  extrémités  sont  fixes,  il  n'y  a  pas  d'équations  aux 
limites.  Les  constantes  6 ,  c  et  a  se  déterminent  au  moyen  de  trois 
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équations  de  condition  qui  expriment  que  la  courbe  trouvée  passe 
par  les  points  x\  y*  et  x'\  y'  et  que  la  longueur  de  la  courbe  est  égale 
à  /.  Pour  trouver  cette  dernière,  on  remplacera  p  par  sa  valeur  précé- 
dente en  X  dans 

,-x"    ^ 

\     ]/i  -\-fdx^l 

Jxf 

et  il  vient 
\     —  =  l    d  ou  a  j  arc  sm arc  sin J  =  (. 

Parmi  les  courbes  isopéritnètres  ^  c'est-à-dire ,  de  même  longueur 
menées  entre  deux  droites  données,  quelle  est  celle  qui  jouit  de 
cette  propriété  que  l'aire  renfermée  entre  la  courbe  et  les  deux  droites 
soit  un  maximum  ? 

En  prenant  Tune  des  deux  droites  OA  (fig.  45)  pour  axe  des  Y 
et  rintersection  0  pour  origine,  Téquation  de  la  seconde  droite  OB 
sera  en  désignant  par  a  Tangle  qu'elle  forme  avec  la  première, 

y  =  cot  a.x  ; 

on  a  donc  la  relation  suivante  entre  les  variations  des  coordonnées 
x',  y'  de  l'extrémité  B , 

<?y'  =  cot  a.Jx' 

et  à  l'autre  extrémité  A,  comme  on  a  x"  =  0,  il  en  résulte  que  âx"  est 
égal  h  zéro.  L'aire  AOB  comprise  entre  la  courbe  et  les  deux  droites 

est  donnée  par  ABPO  —  OBP,  c'est-à-dire,  \    ydx  —  V     cot  a.xrfx  ou 

bien 

fX' 

I     (y  —  cot  a.x)  dx 

fX' 

et  la  longueur  de  l'arc  AB  est  égale  al     1/  i  -*-  «*  rfx.  La  première  de 

ces  intégrales  devant  être  un  maximum  et  la  seconde  devant  être 
constante,  on  a  vu  qu'il  fallait  égaler  à  zéro  l'intégrale  définie 


\     {y  —  cot  a.x  -+-  a  [/i  -♦-  /)*)  dx. 

Jo 
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Ou  trouve  pour  équations  aux  limites , 

^p"  /v        ,  .       ,  /-, ;i  (W'^  cota,  ai/ 

— mir — r=0,     y'  — COta.x'-t-aj/l  -¥- {/* ' 1 '-  =0 

/l  -+-  /i"*  ^/Ih-;/*      /l  -H  |/* 

qui  se  réduisent  aux  suivantes  , 

p"  =  0,     i  -♦-/>' cot  a  =  0. 
L'équation  indéfinie  est 


i 


elle  apprend  que  la  courbe  est  un  arc  de  cercle  ayant  son  ceulre  placé 
à  rinterseclion  des  deux  droites. 

Parmi  les  courbes  isopérimètres  planes  passant  par  deux  points 
fixes  ^  quelle  est  celle  qui  par  sa  l'évolution  autour  de  l'axe  des  X 
engendre  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  surface? 

L'aire  d'une  surface  de  révolution  et  la  longueur  d'une  courbe  étant 
exprimées  par 

2:7  V      y  |/l  -*-  /)*  dx     et     V      f/i  -*-;>*  (/x  =/ , 
Jx  Jx' 


on  a 


et  on  trouve  pour  équation  de  la  courbe  , 

dx=—J^^l=—. 

qui  appartient  à  la  ehainett^?.  Les  constantes  se  déterminent  couimc 
dans  le  problème  l'^ 

Si  le  volume  engendré  devait  être  un  maximum,  la  fonction  V  serait 

cl  l'cqualioii  dilTéreulicllc  de  la  courbe  devicndrail 
(!cllc  équation  est  celle  de  la  lame  élai>tiquc. 
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Parmi  les  courbes  planes  uniformément  pesantes  de  même  longueur, 
passant  par  deux  points  fixes,  quelle  est  celle  dont  le  centre  de  gra- 
vité est  le  plus  bas  ? 

L'ordonnée  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe/  compris  entre 
les  points  x',  y'  et  x",  y"  est 


r 


rx' 
yds 

/ 

Un  n  aussi 


-i> 


P'  dx  ; 
l'intépjrale  définie  qu*il  faut  rendre  maximum  relatif  est  donc 

çX  çX 

\     yds  =  V     y  |/l  -*-  p^  dx 
Jx'  Jx' 


•'r  Jx 

et  celle  qu'il  faut  rendre  maximum  absolu  est 


1      (y  |/T^^  p*  -t-  a  |/i  -*-/)*)  dx. 
Jx* 


On  trouve  pour  solution ,  la  chaînette  comme  dans  le  problème  troi- 
sième; ce  qui,  du  reste,  résulte  aussi  de  ce  que  la  surface  d'un  corps 
de  révolution  étant  donné  par  le  produit  de  la  longueur  de  la  courbe , 
et  de  la  circonférence  décrite  par  son  centre  de  gravité,  le  maximum 
de  la  surface  doit  coïncider  avec  le  maximum  de  l'ordonnée  de  ce 
point. 

Si  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  X  restant  constante , 
devait  avoir  son  centre  de  gravité  le  plus  bas  possible,  la  seconde 
intégrale  serait  remplacée  par  la  suivante  . 


et  on  trouverait  que  la  ligne  cherchée  est  une  droite  horizontale. 

Enfin ,  si  l'on  demandait  quel  est,  parmi  les  courbes  de  même  lon- 
gueur tracées  entre  deux  points  fixes,  celle  qui  jouit  de  la  propriété 
d'avoir  le  centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe 
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des  X  le  plus  bas  possible ,  en  désignant  par  y  l'ordonnée  de  ce  point 
et  par  l  la  longueur  constante,  on  aurait  à  la  fois 


Jx' 


2  .x" 

Or,  si  on  se  rappelle  la  forme  de  la  différentielle  d*une  fraction,  il  est 

visible  que    la   variation  de  -  est et  que  par  conséquent, 

^y^  =  0  conduit  à  Téquatlon 

/•x"  /«x"  ^x''  ^x" 

f     ydxJK     y*rfx  — i     y*dxJ\     ydx  =  0 

qu'on  peut  remplacer  par 

.X"  fX"  fX" 

^  i     y«dx  —  2f//  \     t/rfx  =  0    ou  plutôt    (^  \     (y*  -  2f/,y)  Jx  =  0. 
Jx'  Jx'  •Jx' 


•'X 

D'un  autre  côté  on  a 


Jx' 


en  multipliant  l'une  des  deux  variations  par  un  coefficient  arbitraire  a 
et  eh  les  réunissant  on  est  donc  conduit  à  l'équation  de  condition 

Jx' 
On  trouve  pour  équation  indéfinie, 

qu'on  peut  mettre  sous  la   forme  suivante,  en  substituant  h  dx  sa 

valeur  — , 
P 


^y.dy — ^yfy = <*p^  (-~==r) 
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Si  on  effectue  la  différentiation  indiquée,  on  trouve  pour  intégrale 
première , 

et  rintegrale  finale  s'obtient  par  une  quadrature.  Cette  équation  appar- 
tient à  la  lame  élastique.  Les  deux  constantes  arbitraires  introduites  par 
rintégration ,  le  facteur  indéterminé  a  et  l'ordonnée  minimum  y^ ,  se 
déterminent  en  exprimant  que  la  courbe  passe  par  les  deux  points 
extrêmes  et  en  effectuant  les  deux  intégrations  suivantes 

Jx'  Jx' 

après  avoir  remplacé  y  et  ~  ou  p  par  leur  valeur  en  x  tirée  de  l'équa- 
tion finie  et  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe. 

349.  Cas  où  Vintégrale  définie  contient  plusieurs  variables  dépen- 


une 


r 

doutes.  —  Si  dans  l'intégrale  I     V(/x,  la  fonction  V  renfermait 

^x' 

dz     d^z 
seconde  variable  z  fonction  de  x,  et  ses  dérivées -j-  >    t~«  '•*•  9  *^  ^st 

rfx     ax* 

visible  qu'il  faudrait  encore  égaler  à  zéro  tous  les  coefiîciens  des 

variations  qui  ont  une  indétermination  absolue,  ainsi  que  l'intégrale 

définie  qui  entre  dans  l'expression  de  la  variation  de  1     V(/z.  Cette 

Jx' 

dz      d*z 
dernière  équation  est ,  en  représentant  -r-  >  -j-j  etc.  par  p, ,  q,,  etc. 

f*"r/(iV        i  d*V  \^       /d\        l   d*V        .    \,lw        n 

ou  bien ,  en  remplaçant  A  et  A,  par  leur  valeur  iy  —  pSx  et  iz  —  p,^x, 

rT/^^—  i-—  ^Jf       f——J-—      ctcV'- 

)x'  Lvy        dx  dp  '^'^  '^'J  ^  "*"  \dz        dx  dp,  "*"  *^  *^*y  * 

(     /dV         i  d*\  \  /d\         i   d'-V        .    \),    1  ,        n 


6Î) 
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11  i'juil  ici  distinguer  deux  cas.  La  nature  de  la  question  peut  laisser 
r7x,  ^y  et  (^r  complètement  indéterminés;  c'est  ce  qui  arrive  lorsque  les 
variables  ne  sont  soumises  qu'à  la  seule  condition  de  rendre  maximum 
rinléjçrale  définie.  Il  faut  alors,  pour  satisfaire  à  Téquation  précédente, 
éjçaler  à  zéro  les  trois  coefïiciens,  c'est-à-dire,  poser 

dV        \   rf«V  ^     d\        1   d^'\ 

_  __  -^  etc.  =0,   -= —  -7-  "^  ^^-  =  *^ 

dy       dx  dp  dz        dx  dp^ 

/d\        i   d«V  \  /d\        i   rf«V  \       , 

P[lly'^Txlf-^'''')-^P\-d^.'--T^^ 

et  comme  la  troisième  équation  est  une  conséquence  des  deux  autres , 
il  suffit  d'avoir  égard  aux  deux  premières  qui  sont  des  équations  indé- 
finies entre  les  variables  x,  y  et  z.  Si  celles-ci  sont  des  coordonnées, 
ces  deux  équations  différentielles  sont  celles  de  la  courbe  à  double 
courbure  que  cette  théorie  a  pour  but  de  déterminer.  Dans  certains 
cas,  la  courbe  est  assujettie  à  certaines  conditions  qui  ne  laissent  pas 
à  «Jx,  ^y  et  âz  une  entière  indétermination.  C'est  ce  qui  arriverait  si 
ces  variables  devaient  satisfaire  à  une  équation  donnée,  par  exemple, 
si  la  courbe  cherchée  devait  se  trouver  sur  une  surface  donnée  par 
son  équation  ;  cette  condition  établirait  entre  «Tx,  <??/  et  ^z  une  relation 
dépendante  de  l'équation  de  la  surface,  relation  qui,  son  équation  diffé- 
rentielle étant 

dx  =  kdy  -*-  Bds, 
serait 

<yx  =  k^y  -\-  Bt^z. 

A  et  B  étant  des  fonctions  connues  de  x,  y,  z.  En  éliminant  alors  ox 
sous  le  signe  d'intégration,  l'intégrale  devient 

et  comme  les  deux  variations  iy  et  iz  ne  sont  plus  soumises  à  aucune 
rondition,  elles  sont  entièrement  arbitraires  et  il  faudra  poser 
/rfV        i  d*\  \  „        ,   ^        ^      /dV        i   d«V  \       ., 
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Remarquons  que  ces  deux  cqualions  sont  identiques  ;  en  effet  l'équa- 
tion différentielle 

(Ix  =  Ady  H-  Bdz 

donne  en  divisant  par  dx, 

1  =  Ap  -*-  Bp,. 

Si ,  à  l'aide  de  cette  équation ,  on  élimine  i  -—  Ap  et  1  —  Bp^,  elles  se 
réduisent  Tune  et  Taulre  à 

/^î^__l^-^etc^B— /^— — — — -f-        ^  A  =  0 
\dy       dx  dp  ' J  \dz       dx  dp^  ' J 

(k'tte  équation  jointe  à  celle  de  la  surface,  ou 

dx  =  Ady  -4-  Bdz 

sont  donc  les  deux  équations  différentielles  de  la  ligne  demandée. 

Si  h  la  condition  du  maximum  de  Tintégrale  définie  \     \dx  était 

jointe  la  condition  qu'une  seconde  intégrale  définie  \     Ydx  fut 

Jx' 


fX" 

aussi 
Jx' 
maxima  ou  minima,  il  sufiirait,  comme  au  N"*  517  de  rendre  maximum 

l'intégrale  \     (V  -4-  aV)  dx.  Il  en  serait  de  même  si  cette  seconde  in- 

Jx' 
tégrale  au  lieu  de  devoir  être  un  maximum  devait  être  constante, 
puisque  la  variation  d'une  quantité  constante  est  nulle.  Enfin  si  les 
variables  x,  y,  z,  p,  p^....  qui  entrent  dans  la  fonction  V  devaient 
satisfaire  à  l'équation  indéfinie  V'  =  0,  contenant  x,  y,  z,  p,  p^,  q,  //^.... 
en  multipliant  V  par  un  facteur  indéterminé  a  et  par  dx ,  il  est  visible 
que,  pour  toute  valeur  de  a  et  de  x,  aW'dx  serait  aussi  nul  et  par  consé- 
quent en  prenant  la  somme  de  ces  valeurs  depuis  x'  jusqu'à  x'\  on 
aurait  aussi 

.x" 

\     Ydx  =  0 , 

Jx' 

c'est-à-dire  que  l'intégrale  définie  de  dV'dx  serait  constante.  II  fau- 
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(irait  donc  encore  égaler  à  zéro  la  variation  de  Tintégrale  définie 

{     (V  -4-  aV)  dx. 
Jx' 

520.  Brachystochrône.  —  Appliquons  ces  formules  k  la  résolution 
de  quelques  problèmes. 

On  demande  quelle  est  la  courbe  que  doit  suivre  un  corps  pesant 
pour  descendre  d'un  point  x',  y\  z\  à  un  autre  point  x",  y",  z  '  dam 
le  moindre  temps  possible. 

Comme  la  vitesse  du  corps  à  une  époque  quelconque  est  celle  qui 
est  due  à  la  hauteur  de  la  chute  verticale,  (voir  la  mécanique  N»  54) 
quelle  que  soit  la  courbe  décrite,  on  a  à  une  époque  quelconque,  en 
prenant  l'axe  des  X  vertical  et  dirigé  vers  le  bas, 

v«=:23(x  — x'),    ou     g^=i/23|/x— x' 
et 


j/%  |/x  —  x'      1/23  [/x  —  x' 

d'où  Ton  tire  la  valeur  suivante  du  temps  t  de  la  descente ,  temps  qui 
doit  être  minimum, 

1/23  Jx        |/x  — x 
On  voit  que  dans  les  formules  générales  il  faut  faire 


j/x  — x'         ^y  ^p    (/x  —  x|/^-^ />*-*- p.*     ^^ 

dV       ^       dV  p,  àV      ^ 

-T-  =  0,      T-=    .  —  >      -^  =  0,etc. 

dz  dp,       j/^  _  x'  |/i  -+-  p«  -+-  p^*         «9^ 

Comme  les  différents  points  de  la  courbe  ne  sont  soumis  à  aucune 
condition  autre  que  celle  du  minimum,  les  variations  cTx,  ^y  et  iz 
sont  arbitraires;  il  faut  donc  poser  les  deux  équations 

rfV       i    rf*V 

j r-  -^ — h  etc.  =  0 

dy      dx  dp 

d\      \  d*y 

-j j-  -j~  +  etc.  =  0 

dz       dx  dp, 
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qui  se  réduisent  aux  suivcintes 

-j--j-=0,     ———=0     d'où     -— =C,     -— =C, 
dx  dp  dx  dp,  dp  dp, 

c'est-à-dire, 

yif-p^-h  p^  j/i  -4-  p*  -H  p^« 

On  tire  delà 

»       C        ^,  ,      dy      C        ,        C  ,  C 

Cette  dernière  équation  fait  voir  que  la  projection  horizontale  de 

la  ligne  cherchée  est  droite ,  c'est-à-dire  que  la  courbe  est  renfermée 

dans  un  plan  vertical.  Si,  Ton  prend  ce  plan  pour  celui  des  XY,  il 

dz 
faudra  égaler  z  à  zéro  et  par  conséquent  faire  -r-  ou  p,  nul  ;  les  deux 

CLX 

équations  de  la  courbe  se  réduisent  ainsi  à  la  suivante  : 


— — ^.  =  Cj/x  — x',    d'où  p  ou    T^=± ~ 


0 


Comme  le  corps  descend,  les  x  vont  en  diminuant  et  dx  est  négatif; 
il  faut  donc  prendre  le  signe  moins  et  poser 

,    ^ y/x  —  x'  dx    ^  (x  —  x')  dx 


On  reconnaît,  par  cette  équation,  que  la  courbe  cherchée  est  une 
cycloïde  verticale,  qui  commence  au  point  de  départ;  le  rayon  du 

\ 
cercle  générateur  est—-  •   La  constante  C  et  celle  qui  sera  introduite 

par  l'intégration  de  cette  équation ,  s'obtiennent  par  la  condition  que 
la  courbe  passe  par  les  points  (x',  y')  et  {x'\  y").  Cette  courbe,  de 
plus  vite  descente ,  est  connue  sous  le  nom  de  brachystochrône, 

32i.  Les  équations  aux  limites  ne  fournissent  aucune  autre  condi- 
tion^ tant  que  les  points  extrêmes  sont  fixes.  11  n'en  est  pas  de  même 
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quand  ces  points  au  lieu  d'élre  fixes,  sont  seulement  assujettis  à  se  trouver 
sur  deux  courbes  données.  Car  les  variations  (J'x',  isf'y  9z!y  9z"j  Jy',  Jy" 
devront  alors  satisfaire  aux  équations  différentielles  de  ces  courbes. 
Ainsi ,  en  rapportant  de  nouveau  la  brachystochrône  à  trois  axes  rec- 
tangulaires et  en  posant 

dz!  =  ^x'dx  \  ^^  (  rfz"  =  -^X'dx" 

pour  équations  différentielles  des  courbes  données,  on  devra  avoir 
entre  les  variations  9x!y  êy'j  ^z',  d'une  part,  et  les  variations  <fx", 
<yy",  <fz",  d'autre  part,  les  relations 

cry'=7x'(Jx')       Uy"  =  7X'(?x" 

De  plus,  comme  l'ordonnée  verticale  x'  du  premier  point,  entre  dans 
la  valeur  de  V,  on  doit  ajouter  à  la  variation  de  Tintégrale  définie 

—  rfx.  Si  Ton  remplace  ây',  ^z\  %",  (?z",  par 

les  valeurs  précédentes  et  qu'on  égale  à  zéro  les  coeflîciens  de  ^x',  Sx\ 
on  est  conduit  aux  équations  de  condition 

^,      ,rfv'      ,dv'     dr   ,    d\'    ,    f^"rfv  . 

V.         .^V"  ,,rfV'      rfV"      „      rfV"  ,     ,,       _ 

V    —  »    .  —  « 1 p  X     -4-  -: ^.  X    ==  0. 

^  rf/ï"    ^'  dp!'    dp"^'     dpr^' 

La  seconde  devient,  en  remplaçant  V  par  sa  valeur, 

)/\-^p"^'-^p:'^   f^  pr 


/x"  —  x'  i/x"— xVl -4- ;/'*-*. p/'*      /x"— x' /i-Hp"« -♦-;?;'* 

.  ^  x"  -t-  f^^'  ^x"=0 


j/x^—xyi-^- />"«-+-;?;'«   '      /x"— xyiH-p"«-f-p;'* 

et  après  réduction, 

\-^p\x'^p;'lx"  =  0 (2) 

Quant  à  la  première,  il  faudrait  en  général   remplacer  y,  z,  p  ei  p, 

par  leur  valeur  en  x  tirée  des  deux  équations  de  la  cycloïde,  dans 

(/V 

y-,  rfx  et  effectuer  l'intégration  ;  mais  ici  on  intègre  plus  promptemcnl 
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dV 
en  remarquant  que  si  Ton  effectue  par  parties  rintégration  de  ^— ,  r/j-, 

dx 


i  /i  -I-  p^  -4-  p^^ 


ou  plutôt  de  -  ^ f- — ^-^  dx,  on  trouve  d'abord 


j/i  -+-  p'  -f-  p^'       r  pdp  -+•  p,dp^ 

{/x  —  oif  J  f/x  —  x'  (/i"h-  p*  -4-  p^« 


J 


ou  bien  en  remplaçant  |/x  —  x'  par  sa  valeur  tirée  des  deux  équations 
indéfinies  (i), 

|/i  -f-p*  *^-p,*  I  j/^  -+-  p*  -♦-  p^* 

2(x  — x')^  |/x~-x' 

-H  /Cdp  -^  C'dp,  =  -*-  Cp  -+-  C'p,  —  V; 
on  a  donc  pour  l'intégrale  définie , 
"dV 


r 

Jx 


dx' 


dx  =  V  —  V"  -H  C  (p"  —  p')  -*-  C  (p/'  —  p/) 


dV      dV 
et  en  remplaçant  -7—7  et  -7-7  par  C  et  C  et  remarquant  que  C  et  C  ont 
dp       dp^ 

,    P^ pr 

pour  valeur — =z=zzi: —  >    — ■=. — ' 

la  première  équation  aux  limites  devient 

i  -^-p'Vx'-^-p;'^|;x'  =  0....(3) 

Les  équations  (2)  et  (5)  mises  sous  la  forme  suivante,  après  qu'on 
a  remplacé  p"  et  p'/  par  leur  valeur  tirée  de  (i), 


C  \/x'  —  x'  y  x"  -^  C^  ]/x''  —  x'  j^X^  _  ^ 
,/i  ^_  (x- _  a;')  (c«  4- C'*) 

C  |/x"  —  x'  yx  -H  c  |/x"  —  X  ^x' 

j/i  ^  (x"  _  x')  (C« -h  c») 
jointes  aux  huit  équations  qui  expriment  que   les  points  (x'  ;/  z) 
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et  (x''  y"  z")  sont  situés  sur  les  deux  courbes  données  et  sur  la 
cycloïde,  serviront  à  déterminer  les  valeurs  dex',  y\  z, x", y", 2",  C,  C, 
et  les  deux  nouvelles  constantes  introduites  par  l'intégration  des  deux 
équations  différentielles  (i). 

Les  équations  (2)  et  (3)  font  connaître  une  propriété  importante  de 
la  brachystochrône  tracée  entre  deux  courbes  données.  La  première 
exprime  que  la  brachystochrône  coupe  à  angle  droit  la  courbe  d'arrivée, 

puisque  y^x"  et  ^jx"  ne  sont  autre  chose  que  -^,  et  -— tirées  des  équa- 

uX  CIX 

lions  de  cette  dernière  courbe,  tandis  que  p"  et  p/'  sont  les  mêmes 
dérivées  tirées  de  Téquation  de  la  brachystochrône.  La  seconde  (5) 
exprime  que  la  tangente  à  la  courbe  donnée ,  au  point  de  départ, 
fait  aussi  un  angle  droit  avec  la  tangente  à  la  cycloïde  au  point  d'arrivée. 
522.  Lignes  maxima  et  minima ,  tracées  sur  une  surface.  —  Pro- 
posons-nous encore  de  trouver  la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse 
tracer  sur  une  surface  entre  deux  points  donnés,  m  =  0  étant  l'équa- 
tion  de  la  surface,   ds  un  élément  de   la   courbe,  p  et  p^  les  dc- 

. .  .    ,     dy      dz 
dérivées  -r-  et   ,-  ,  on  a 
dx      dx 

-x"     

ds  =  (/i  -f-  p*  4-  p/  dx     et  par  conséquent     s  =  \     ^\  h-  p*  -f-  p^*  dx  ; 

Jx' 

In  condition  du  minimum  est  donc 

^x"      

^  \     |/i  -+-  p*  -*-  p,*  rfx  =  0 

^x 

et  l'on  a ,  dans  cet  exemple , 

rfV_  p  rfV p^ 

^^        \/i  ^p^^p;'       <ip,        /i  4-  p«  -♦-  p/ 

Comme  la  courbe  est  assujettie  à  être  tracée  sur  une  surface  donnée , 
les  variations  (^x,  $y^  $z  ne  sont  pas  complètement  arbitraires.  Il 
existe  entre  elles  la  même  relation  qu'entre  les  rfx,  dy  et  dz  de  l'équa- 
tion de  la  surface,  c'est-à-dire,  qu'on  a 

du  ^        du  ^        du  ^ 

dx  dy   -^       dz 
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En  résolvant  donc  celte  équation  par  rapport  à  âx,  on  en  conclut  que 
dans  réquation  dx  =  Ady  -+-  Bdz  employée  au  N"  549,  les  coelïiciens 
A  et  B  ont  les  valeurs  suivantes  : 

du  du 

A-       ^       R-~^ 
du  du 

dx  dx 

qn*il  faut  introduire  dans  l'équation  indéfinie 

\dy       dx  dp  'J  \dz       dx  dp^  J 

Elle  devient  par  là, 


dM\_ 

dz  dx 


\]/i  -t- p«  -4-  p*/    ''y '^^  \ j/i  -t- p»  +  p,*/ 


et  on  peut  l'écrire  ainsi  : 


^-<t)-|<S)=»- 


II  est  à  remarquer  que  si,  au  lieu  d'éliminer  t^x,  on  avait  éliminé 
01/  ou  (^z,  on  eut  été  conduit  k  Tune  des  deux  équations  différentielles 

mais  ces  deux  dernières  sont  comprises  dans  la  première,  comme  il  est 
facile  de  s*en  assurer  en  substituant  dans  la  première  la  valeur  de  — 
tirée  de  la  différentielle  totale  de  la  surface,  valeur  qui  est 


du 

du       du 

Tx-^dnP 

dz" 

p. 

et  en  remarquant  que  Téquation 

dx*   1   f/i/«   ;-  dz*  =-  (fs'' 


70 
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conduit  par  la  diffërenliation  à  la  suivante  : 
dx 


ou  bien 


L'une  ou  l'autre  de  ces  trois  équations  étant  intégrée  et  combinée 
avec  l'équation  de  la  surface^  fera  connaître  la  courbe  cherchée.  Les 
constantes  arbitraires  se  déterminent  par  la  condition  que  la  courbe 
passe  par  les  points  x',  y',  z'  et  x",  y",  z\  et  il  est  facile  de  voir  qu'il 
n'y  a  pas  d'équations  aux  limites,  il  n'en  serait  plus  de  même  si  l'on 
proposait  de  trouver  la  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur 
la  surface  entre  deux  courbes  données.  On  trouverait  sans  peine, 
par  les  équations  aux  limites ,  que  la  ligne  cherchée  doit  être  normale 
aux  deux  courbes. 

Appliquons  les  formules  précédentes  à  la  sphère  dont  l'équation  est 

L'équation  indéfinie  de  la  ligne  cherchée  est 

Kl)-<f)=»- 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

qui  se  réduit  à 

rfy  dz 

z  —  —  v —  =  C. 
ds       ^  ds 

Jointe  k  l'équation  de  la  sphère,  elle  représente  la  ligne  cherchée; 
mais  on  détermine  celle-ci  pins  facilement  en  remarquant  que  si  l'on 
avait  fait  usage  de  l'équation  différentielle  de  la  courbe  mise  sous 
l'une  des  deux  autres  formes^  on  aurait  trouvé  de  la  même  manière, 

dz         dx      ^,         dx         dy 
ds         ds         '    ^  ds         ds 
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d'où  Ton  tire,  en  multipliant  ces  trois  équations  respectivement  par 
X,  y,  z  et  additionnant  membre  à  membre 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

C  C  ^ 

z  -\ X-+-  —  î/  =  0. 

Cette  équation  et  celle  de  la  sphère,  sont  les  deux  équations  de  la 

C        C 

courbe  cherchée.  Les  constantes  t;;;  et  —  se  déterminent  au  moyen 

des  deux  équations  de  condition 

C  C 

r         c 

s"  4-  —  x"-!-— w"==0. 


Gomme  l'équation 


C  C  ^ 

C"  C"  ^ 


appartient  à  un  plan  passant  par  l'origine,  on  en  conclut  que  la  ligne 
la  plus  courte  qu'on  puisse  tracer  sur  une  sphère  entre  deux  points 
est  déterminée  par  l'intersection  de  cette  surface  par  un  plan  passant 
par  les  deux  points  et  par  le  centre,  c'est-à-dire,  que  cette  ligne  est 
un  arc  de  grand  cercle. 

323.  Propriété  des  lignes  maxima  et  minima  tracées  sur  une  sur- 
face, —  L'équation  différentielle  des  courbes  maxima  ou  minima 


Hî)-r/(j>'> 


fait  connaître  une  propriété  générale  de  ces  courbes.  On  a  trouvé 
dans  le  calcul  différentiel,  pour  l'équation  du  plan  osculateur  d'une 
courbe  à  double  courbure , 

{dyd^z  —  dzdhj)  (x'  —  x)  -+-  {dzd^x  —  dxdH)  (y'  —  y) 

-H  {dxd^y  —  dyd*x)  (z'  —  z)  =  0, 

et  pour  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  ti  :=  0 , 

^(x'-x)4-^(y'-y)-H^(z-z)  =  0; 
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Si  donc  on  considère  la  courbe  maxima  comme  tracée  sur  la  surface , 
on  aura  pour  l'angle  formé  par  le  plan  osculateur  de  la  courbe  avec 
le  plan  tangent  à  la  surface  donnée  au  point  (x,  y,  z), 

{dyiï'z  -  dzdhj)  ^  -+-  [dzdH  —  dxd^z)  '^  -+-  {dxdhj  —  dyifix)  ~ 
COS(î= zuzzii ~  î 

or  si  Ton  divise  les  deux  termes  du  second  membre  par  rfs*  et  qu'on 
suppose  ds  constant,  ce  qu'on  est  libre  de  faire,  puisqu'aucune  autre 
variable  n'a  été  prise  comme  indépendante,  la  valeur  de  cos  9  prendra 
la  forme  suivante  : 


cosd^  = 


as  \dx 


\dsjdz  Xdsjy^ ds\_dz   \ds)     dy  \ds)\  '  ds\_dy   \ds)     ds   \.'> 


1/ !/■ 


valeur  que  les  équations  différentielles  de  la  courbe  maxima  ou 
minima,  trouvées  plus  haut,  rendent  nulle;  ce  qui  apprend  que  le  plan 
osculateur  a  la  courbe  minimum  est  partout  normal  h  la  surface.  II 
est  visible  que  cette  courbe  se  confond  avec  celle  qu'affecte  un  fil 
tendu  sur  la  surface ,  entre  les  deux  points  donnés.  (Voir  la  statique 
N»  97.) 

524.  Courbe  de  plus  vite  descente  sur  une  surface  et  courbe  de  pltis 
grande  pente.  Proposons-nous  encore  de  trouver  la  ligne  que  doit 
suivre  un  point  matériel  pesant  pour  glisser  sur  une  surface^  dans  le 
moindre  temps  possible,  d'un  point  donné  {x'  y'  z)  jusqu'à  un  niveau 
donnéj  jusqu'au  plan  horizontal  des  YZ,  par  exemple. 

On  trouve,  comme  dans  le  problème  de  la  bracbystochrône,  que 
l'intégrale  définie 

JO        i/h  —  X 

dans  laquelle  h  est  l'x  du  point  de  départ,  doit  être  rendue  minimum. 
A  cette  condition  du  minimum  doit  être  jointe  la  condition  que  les 
coordonnées  satisfont  a  l'équation  de  la  surface  ou  à  son  équation  dif- 
férentielle que  nous  mettrons  sous  la  forme 

f/x=^  \dy  -f-  B(/r, 
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ce  qui  conduit,  comme  dans  le  problème  précédent,  à  Téquation  diilé- 
rentielle  indéfinie 

dx    \|/i  +  pi  +  p  «  j//,  _  j-J 

*<*    \|/i  -t-  p«  +  p;  /A  —  xJ 

ou  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  rfs  ainsi  que  des  valeurs  tic  A  et  B 
données  au  N"  322 , 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

(  du     fdy\      du     fdz\  1  dx       /dy  du dz  du\  

\di     [dsj'^dy     \Ts)y'2{li^  ' 

Cette  équation  difTércntielle  de  la  courbe  de  la  plus  vite  descente  sur  la 
surface  ti  =  0,  diffère  de  celle  de  la  ligne  la  plus  courte,  puisque 
celle-ci  s'obtient  en  égalant  à  zéro  la  première  parenthèse  de  cette 
équation.  (Voir  le  numéro  précédent.)  Elle  diffère  aussi  de  Téquation 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente  ^*^  qui  est  représentée  par  la  seconde 


(*)  On  appelle  ainsi  la  courbe  tracce  sur  une  surface  donnée,  qui  jouit  de  celte 
propriété  qu^en  chaque  point  sa  tangente  est  celle  de  toutes  les  tungenlcs  à  la  sur- 
face en  ce  point,  qui  fait  avec  le  plan  des  YZ  suppose  horizontal,  le  plus  grand 
angle  possible,  angle  qui  mesure  la  pente  de  In  courbe  en  chaque  point.  On  a  vu 
(iV  151) ,  que  si  a^  ^ ,  7  sont  les  angles  formes  avec  les  axes  par  la  tangente  à 
une  des  courbes  tracées  sur  une  surface  et  passant  par  le  point  (x  y  z)  et  si  7  et  7' 

• .  .  .     , .  .    .  .  ..     ^^J"      ''^   •   .      I    •«.         .       I    . 

désignent  les  dérivées  partielles  —  et  -—  lirecs  de  1  équation  de  la  surface,  on  a  vu, 

dis-jc,  quMl  existe  entre  a,  ^^  7  les  relations 

cos  a  =r  7  cos  P-hq'  cos  7  ;     cos  *a  -4-  cos  *j3  -4-  cos  *7  =  I . 

r^c  maximum  de  a  répond  à 

7  cos  7  =  7'  cos  p 

équation  qu^  détermine  la  ligne  de  plus  grande  pente.  Si  m  =  0  est  Téquation 
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parcnthcsc  égalée  à  zéro.  EnGn  elle  diffère  de  l'équalion  de  la  courbe 
que  suivrait  un  point  matériel  pesant  glissant  librement  sur  la  surface 
(voir  le  traité  de  mécanique  rationnelle  N"*  49),  équation  que  Ton 
obtient  en  changeant  le  signe  de  la  seconde  parenthèse.  On  voit  donc 
que  ces  quatre  courbes  tracées  sur  une  même  surface  k  partir  d'un 
même  point  et  terminées  à  un  même  plan  horizontal ,  sont  en  général 
très  distinctes;  mais  que  si  dcu\  d'entre  elles  se  confondent,  elles  se 
confondront  toutes  les  quatre. 

325.  Caractères  distinctifs  des  maxima  et  des  minima.  —  Pour 
compléter  la  théorie  des  maxima  et  minima  exposée  dans  les  numéros 
précédents ,  il  nous  reste  encore  à  chercher  les  caractères  par  lesquels 

f 
on  les  distingue.  A  cet  effet ,  remarquons  que  si  dans  I     Vdx,  on 

ix 
donne  à  x,  t/,  /;,  q...  qui  entrent  dans  V,  des  accroissements  finis  ou 
infiniment  petits  quelconques  désignés  par  <^V,  ât/,  op...,  il  résulte 
du   théorème  de  Taylor  généralisé  que  cette   intégrale  prendra  un 
accroissement  représenté  par 

(^"/dW  ,        rfV  ,        ^V  ,       \   , 
\      (  -—  (?x  -+-  --  <?fy  4-  -y-  d«...  )  dx 
}^\dx  dy    ^       dp    ^      J     ^ 

Supposons  que  l'on  ait  attribué  k  y^  p,  q...  les  valeurs  en  x  qui 
rendent  maxima  ou  minima  l'intégrale  proposée  et  que  les  accroisse- 
ments cfa:,  (?y,  âp..,  soient  les  variations  de  x,  y,  p,  q...;  la  première 
des  intégrales  précédentes  sera  nulle,  puisqu'elle  n'est  autre  chose 

que  la  variation  de  i     Vrfx  (voir  le  N°  28C)  et  on  reconnaît  sans  pemc 

Jx"      • 
en  se  rappelant  la  théorie  des  maxima  et  minima  dans  les  fonctions 

du  du 

II,  dx     dx       ^      .  ^y  ^t     ^^ 

clc  la  surface,  on  sait  que  q  et  r/'  ou  —et  t- sont  donnes  par  — j-«  — -^ 

di  d^ 

du      dz , 

et  comme  cos  y  et  cos  Ô  sont  représentes  par  j-^t  -r-  i   Tequalion  prcccucnic  se 

confond  avec  celle  que  nous  avons  indiquée  pins  haut. 


dx  -+■  etc. 
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(Je  plusieurs  variables,  que  si  les  termes  de  seconde  puissance  en 
âxy  <yy...,  c'est-à-dire,  la  seconde  intégrale  ci-dessus,  conserve  le  même 
signe  pour  toutes  les  valeurs  de  c?x,  (^y...,  il  y  aura  ftiaximum  ou 
minimum  suivant  que  ce  signe  sera  négatif  ou  positif.  Ces  termes  de 
seconde  puissance  en  (^x,  ^y.,.  sont  placés  sous  un  signe  d'intégration  ; 
ils  sont  donc  en  nombre  infini  et  représentés  par  la  somme  de  toutes 
les  valeurs  du  polynôme  depuis  x'  jusqu'à  x".  De  plus,  cette  somme 
de  valeurs  où  l'intégrale  sera  positive  ou  négative  suivant  que  le 
polynôme ,  qui  est  un  clément  de  l'intégrale ,  sera  lui-même  constam- 
ment positif  ou  négatif  pour  toute  valeur  de  ^x,  ây,.,  et  pour  toute 
valeur  des  variables  comprises  entre  x  et  oc".  Il  suit  de  là  que  le 
maximum  ou  minimum  de  l'intégrale  définie  proposée  se  distingue 
par  le  signe  du  polynôme  ci-dessus,  pourvu  que  ce  signe  reste  le 
même  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ^x,  ^y...  Appliquons  cette 
règle  à  un  cas  particulier  et  supposons  que  V  ne  contienne  que  x,  y 
et  p  ;  les  termes  du  second  ordre  seront 

dxdp       ^         dydp  ^  ' 

que  l'on  peut  encore  réduire  par  la  remarque  que  la  variation  $x  de 
la  variable  indépendante  étant  entièrement  arbitraire,  on  peut  suppo- 
ser ^x  nul.  Dans  ce  cas  ce  polynôme  devient 

Ty^'^'-^^d^p'y'p-^-df^'f'' 

On  a  vu  (N°  125)  que  pour  que  ce  trinôme  conserve  le  même  signe 

pour  toute  valeur  de  ây  et  âp,  il  faut  que  -r--  et  -, -r  soient  de  même 

'^  ay'       dp^ 

signe  et  que  l'on  ait 

d*Vd»V       /  d^\  Y 

dy*  dp^  ^  \d^p)  ' 

Si  ces  deux  conditions  sont  remplies  pour  toute  valeur  de  x  comprise 

entre  x'  et  x",  le  signe  commun  de -p—- et -r-r  servira  à  distinguer  le 

ay*      dp* 

maximum  d'un  minimum.  Il  est  bien  entendu  que  pour  comparer  ces 

différentes  dérivées  et  s'assurer  que  ces  conditions  sont  remplies,  il 
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fatulra  faire  usage  de  la  relation  entre  x  et  1/  donnée  par  l'intëgrale 
de  l'équation  indéfinie. 

526.  Application  de  la  méthode  des  variations  aux  intégrales  dou- 
bles. Variation  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  — 
La  marche  suivie  au  N*'  504  et  suivants  conduit  à  l'expression  de  la 
variation  d'une  intégrale  définie  double.  Soit  en  effet 

«  =  fi^^  y), 

X  cly  étant  deux  variables  indépendantes.  On  peut  toujours  concevoir 
cette  fonction  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières 
et  positives  de  x  ou  pluU^t,  de  x  —  a  et  poser 

2  =  a  -4-  6  (x  —  a)  -f-  c  (x  —  a)*  -*-  e  (x  —  a)'  -+-  etc. 

a  y  6,  c,  e....  étant  des  fonctions  de  y  dont  la  forme  dépend  de  la 
forme  de  la  fonction  f{x,  y).  Pour  obtenir  la  variation  de  z  ou  de 
f  {x,  ty),  il  faut  donner  à  x  raccroissement  âx  et  donner  aux  coeflliciens 
a,  by  c...  des  accroissements  représentés  par  leurs  variations;  on 
trouve  ainsi 

rh  =  ^  <yx  H-  rJa  -+.  (x  —  a)  ^b  -H  (x  —  a)«  (?f  -» ; 

dx 

mais  les  variations  des  fonctions  a,  6,  r.  ..  sont  représentées  par 

d(i  *  db  ^  ,       de  ^ 

dy  ^  dy    '  dy  ^ 

co,  oi\  0?"....  étant  les  accroissements  de  ces  coefïïciens,  provenant 
d'un  changement  dans  la  forme  de  ces  fonctions  (fin  du  N"  504) ,  et  <7r 
devient  ainsi 

dz  ^        {da      ,  .db       ,  .Ac        )  , 

-4-  W  -f-  (x  —  a)  Cl?'  -+-  (x  —  a)*  W"  -+-  •  • . . 
que  l'on  peut  écrire  de  cette  manière 

dz  ^         dz  ^ 
r)z=—ox  -¥■  y- ^y  -+-  A  =  p^x  -4-  p^'^y  -+-  A, 

en  désignant  jmr  A  la  somme  cy  -h  (x  —  a)  w'  -4-  (x  —  a)-  w"....  c'est-à- 
dire  la  partie  de  la  variation  de  f  (x,  y)  due  à  un  changement  de 
forme  de  cette  fonction.  Telle  est  l'expression  de  la  variation  d'une 
fonction  indéterminée  de  deux  variables  indépendantes. 
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327.  Variation  des  dérivées  partielles.  —  Les  variations  de  p  et  p^ 
ou  des  trois  dérivées  du  second  ordre  q  y  ç^,  q^^  etc.,  s'obtiennent  en 
remarquant  que  Ton  a 

dz 

p  ==-T-  =  6  H-  2c  (x  —  a)  -H  oe  (x  —  a)*  -H 

dz       da       ,  .db,  ,^dc 

;>,  =  j-=  7--+-  (X  — a)-T-H-  (X  — a)*—   H 

dy      dy      ^  '  dy      "^  '  dy 

d*z 

q  =— -=  2c  -4-  2.  3  e(x  —  a)  -*-  •••• 
ax* 

d*z        db      ^ ,  ,  de 


d'où  l'on  tire 

rîp  =  J^  (Jx  -4-  ^6  -f-  2  (x  —  a)  .^r  -*-  3  (x  —  «)«  <îe  h 

et  en  remplaçant  <?&,  r?c...  par  leur  valeur  indiquée  au  numéro  pré- 
cédent, 

(?p  =  -^  ^x  -f-  ^  ^y  -4-  eu'  -4-  r  (x  —  a)  w"  -f-  3  (x  —  a)«  w'"  H 

Comme  on  a  posé 

A  =  0?  -+-  (x  —  a)  w'  H-  (x  —  a)*  w"... 

il  vient  en  dérivant  par  rapport  à  x  et  remarquant  que  cy,  w',  w"... 
sont ,  par  leur  nature ,  indépendants  de  x, 

^  =  w'+  2(x  — a)(v"-h  3(x  — a)*û;'"-f-.... 
dx 

La  variation  de  p  devient  ainsi 

dp  ^         dp  ^        dA 

On  trouve  de  même  pour  âp^ , 

d«  ^         ^da       ,  N  ^  dfr       ,  V.  *dc 

'^        f/x  dy       ^  '     dy      ^  '      dy 

71 
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et  en   rcmplncAnl  (  X"    .)05  )  ^  -^^     '^  -7- par  -r^  cf  1/  h-  -r-  1 

^/*«»  «  rf«'     .,     . 

-r-.  ^y  -*-  "T"/'   »  Vient 
dy^    ^        dy' 

dp.  ^         dp.  ^        dcù       ,  .  dœ'       ,  ,.  dû?" 

ou  plutôt  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  A , 

Une  marche  semblable  conduit  aux  valeurs  suivantes  : 


dq  ^  dq,  ,  rf*A 

dq  dq^  ^  rf*A 

.  '       dx  dy    ^  dxdy 

'"       dx  dy    -^  df 


Jcs  équations 

donnent 

aussi 

A  = 

C?2- 

-  pâx  — 

V.'>H 

r/A 
dx~ 

=  cr;>- 

-  qSx  — 

■  'i.^y 

</A 

S}K- 

-q/Jx- 

-<]Jy 

(i*A 

-s,,. 

—  T'Jx  — 

-  f.'^y 

5i28.  Variation  d'une  fonction  contenant  deux  variables  indépen- 
dantes y  une  variable  dépendante  et  ses  dérivées  partielles.  —  Repré- 
sentons par  /*(x,  y,  x,  p,  p^,  ^,  q^,  qr^,,  r....)  une  fonction  de  forme 
déterminée,  contenant  les  deux  variables  indépendantes  x  et  y,  la 
variable  dépendante  z  fonction  indéterminée  de  (x,  y),  et  les  dérivées 
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partielles  p,  /),,  r/,  q^...,  de  cette  fonction  indéterminée;  puisque  sa 
différentielle  totale  est 

dx  dy    ^       dz  dp   ^       dp^  ^' 

il  est  visible  que  sa  variation  sera 

df  df  df  df  df 

Tx''^i'^'^à'''^é'p"'4^'^'' 

et  en  remplaçant  ^z,  (?p,  (?p^,  âq...  par  leurs  valeurs  trouvées  plus 
haut,  cette  variation  devient 

dx      dz  dx      dp  dx      dp^  dx       ]  [dy      dz  dy      dp  dy      j  ^ 

df        dfdA^d£d^      df<PA      df   rf*A 
dz         dp  dx      dp^  dy      dq  rfx*      dq,  dxdy 

£n  remarquant  que  les  deux  parenthèses  sont  les  dérivées  totales, 
Tune  par  rapport  à  x  et  l'autre  par  rapport  à  y  y  de  la  fonction  f, 

1  i 

dérivées  qu'il  convient  de  désigner  par  -j-df  et  j-  df,  cette  varia- 
tion prend  la  forme  ^ 

î^df-^^df-^-f^H-^^—-*-^—       ^  — 
dx   '       dy    '       dz         dp  dx       dp^  dy       dq  dx* 

Des  intégrations  successives  par  parties  transforment  les  termes  con- 
tenant les  dérivées  partielles  de  A,  comme  il  suit,  en  continuant  a 

1  i 

représenter  par  -r-  df,        .    d*f...  la  dérivée  totale  de  /"par  rapport 

a  X,  la  dérivée  totale  seconde  de  /"par  rapport  a  x  et  par  rapporta  y,  clc, 
dp  dx      dx    \dp    /      dx    \dpj 
dp,dy      dy    \dp,  J      dy    \dpj 
dq  dx*      dx    \dq  dxj      dx  dx    \dfi  J 

rfx    \dq  dx)      dx    \dx  dqj      dx-      \dq/ 
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^  J^  ^±^fdf  lU\_dA    \_       /df\ 

dq,dxdy'~'dx    \dq,dyj      dy  dx     \dqj 

dxdy      \   dqj      dy    \dx    dqj      dx     \(ty     dq^J       ilxdy 


<3 


_^  ^ — JL  d  f-C  ^^\  _  i 


dq^.dy*     dy^K^qu^yJ     dy 


df  d»A  df 

4-  -^-rr  =  etc. -r^ 


\dq,,dy)       dy     \dy  dqj  ^  dy^      \dqj 


rf'A 


dr  rfx' 


dr^  dx^dy 


etc. 


En  substituant  ces  valeurs,   la  variation  de  /'  (x,  y,  z,  p,  p^,  ç...) 
devient  enfin 

^±df-^^df^^\^--'^dfi(^^  —  df^\-^—d^f^ 
dx    '       dy   '  \dz       dx     \dpj      dy    \dpj      dx^      \A9/ 

^_Lrf./■^v±d«/'-^/•^— i-rf'/^i^i 

dxdxj     \dqj      dy*      \dqj      rfx»      \drj\ 


dp      dx    dq     dy    dq,      dx*      dr 


±d 

dx 


''M^/-^Arfi/-_i.rf4/-^_Lrf.i/-. 


dx\dq       dx     dr       dy    dr^      c/x*      ds 

^\K_Ld'^I-i.éL^l.dAf. 

rfx*  î  dr       dx    ds      dy  ds,      dx*      dt 


dy 


(  dp,       dx    dq,      dy     dq,,       dx*      dr,  ) 

+  ^\K-Ld-^-—d-^-+  —  d*^^. 
dy  l  dq„       dx    dr„      dy    dr„,      dx*      ds„ 

^^Ji^\jL_:Ld^-^d^^±-d*i^i^ 

dy*\dr,„      dx    ds„„      dy    ds,      dx*     dt,,, 
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oOîj 


(  dq^       dx     dr^       dy    dr^^      rfx*  ds^         ) 

dxdy 

^d^jdf    i^df    i  ^df  ^  i^jf^ , 

dxldr^       dx    ds,       dy    ds^,      dx*      dt,             ) 

^dA.rf/;      1  ^df      i  ^df  ^x  d^'^r^.... 

dy  \  dr^^       dx     ds ,   dy     rf.s,,^   cZx*  dt^ 

529.  Variation  d'une  intégrale  définie  double. —  Proposons-nous  enfin 
dctrouverlavarialiond*uncintégralcdoubleyy/'(x,y,z,p,p^,  qf...)f/xf/f/ 
prise  entre  les  limites  x\  x"  et  y\  y"  fixes  ou  variables.  Cette  variation 
est  visiblement 

//(/■+  «?/)  rf  (X  +  Ji)  d  (y  +  ây)-fffdxdy 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

//(A+  J/)  (dx  -^^dx^  (dy  H-  ^  rfj,^  -fffdxdy 

d^x      d^y 
et  dans  laquelle  -j-  et  -j^  sont  les  dérivées  partielles  de  ^x  et  de  Sy, 

puisque,  dans  l'intégrale  double  donnée,  dx  et  dy  étant  les  différen- 
tielles de  X  et  de  t/,  en  supposant  respectivement  i/  et  x  constants ,  il 
en  doit  être  de  même  de  d  (x  -+-  âx)  et  de  d  (y  -t-  ^y).  En  effectuant 
les  multiplications  et  négligeant  les  infiniment  petits  des  ordres  supé- 
rieurs, cette  variation  se  réduit  à 

ffl^fdxdy  -+-  f.  {dxd^y  4-  dyd^x)  \ , 

qui ,  en  remplaçant  <?/*  par  sa  valeur  trouvée  au  numéro  précédent  cl 
mise  sous  la  forme 


T.^f-%-f- 


Ail 


4-rfu 

dx 


dy 


dV 


1 


dxdy 


(/nv 


et  en  remarquant  que  Ton  a 


Si" w-ff  * "iv,  i, "(T^-^f -^ '4 .V. 


liiiii  CIIAPITIIE    XVIIl. 

(levicnt 

La  première  et  la  quatrième  différentielles  s'intègrent  immédiatement 
par  rapport  à  x,  la  seconde  et  la  cinquième  par  rapport  à  j^  et  la 
sixième  étant  la  différentielle  totale  de  W,  a  pour  intégrale  double, 
W;  cette  expression  de  la  variation  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

Jf^x.dy  ^  ff^y.dx  -*-  ffà.udxdy 

-*-  /Urfy  -H  /Vrfx  4-  W, 

ou  plutôt)  si  Ton  prend  ces  intégrales  depuis  x'  jusqu'à  x"  et  depuis  y' 
jusqu'à  y",  en  désignant  par  f'^x\  f'^x",  U',  U",  ce  que  deviennent 
f^x  et  U  aux  deux  limites  de  l'intégrale  par  rapport  à  ac,  p^r  f/ây\ 
fyfy  V/,  V/'  ce  que  deviennent  fhj  et  V  aux  deux  limites  de  l'inlé- 

r  V^y" 

grale  par  rapport  à  y ,  et  par    W  ce  que  devient  W , 

L     J  X ,  y 

r  n^"»y"    ry" 

w  +  \      [U"  —  U'  -»-  /"<rx"  —  f'Ss^]  dy 

L     Ax,y'       iy' 

.y".x" 
H-l      [y;'-\;  +  fyy"-f;ây']dx  +  \  ^.udxdy. 

J  x'  J  y'  J  x' 

que  nous  écrirons  de  cette  manière 

-1-  \        V  -*-  /ï^        rfx  +  \      V      ^.udxdy. 

r  Y'^y" 

La  valeur  de    W  s'obtient  en  rcmarquanl  que  l'iulcgiaic  par 

L     Jx',!/' 
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i  i 

rapport  à  x,  de  -j-j-  rf^W.rfxrfy  est  —  rfW.rfy  ;  l'intégrale  définie  est 

1  i 

done  —  dWdy  —  —  dWdij;  en  désignant  par  W"  et  W  ce  que  de- 
vient W  quand  on  y  remplace  x  par  x"  et  x'  ou  par  leur  valeur  en  y. 
Les  intégrales  par  rapport  à  y ,  de  ces  deux  termes ,  sont  de  même 
W"  —  W  et  Tintégrale  définie  de  chacun  d'eux  prend  la  forme 
W,/'  —  W/'  et  W,/  —  W/,  W/  désignant  ce  que  devient  W"  quand 
on  y  remplace  y  par  y'\  etc.  ;  on  a  donc 

r  1^"'»" 

w  =  w;'  ~  w;'  -  w/  -*-  w;. 

L     Jx',y' 

350.  Maximum  et  minimum  d'une  intégrale  définie  double.  —  En 
reprenant  les  raisonnements  du  N°  312,  on  reconnaît  sans  peine  que 
pour  rendre  maximum  ou  minimum  la  valeur  d'une  intégrale  définie 
double  fffdxdy  dans  laquelle  /'contient  une  variable  z  fonction  in- 
déterminée de  X  et  de  y  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  il  faut  égaler 
à  zéro  la  variation  de  l'intégrale.  La  condition  du  maximum  ou  du 
minimum  est  donc 

>v:;--w;'~-w,^-\v: 


Jx'  Jy' 


a)^— -Irf^/'—  ^    d^-^—d^^  -h'^'ldxdt  — 0 
'cfc       dx     dp       dy     dp^       rfx*      dq  ^       ' 


Si  dans  cette  équation  on  remplace  les  A  et  ses  dérivées  par  leur 
valeur  de  la  fin  du  N"  328,  elle  contiendra  les  dérivées  ^x,  c?y,  ^z,  ^p... 
sous  trois  formes  essentiellement  différentes;  dans  la  première  ligne, 
les  variations  contenues  dans  les  W  ne  se  rapportent  qu'à  certaines 
valeurs  déterminées  de  x  et  de  y  ;  dans  les  deux  intégrales  suivantes, 
les  variations  ne  se  rapportent  qu'aux  valeurs  extrêmes  de  x,  mais 
à  toutes  les  valeurs  de  y,  pour  la  première  intégrale,  aux  valeurs 
extrêmes  de  y,  et  à  toutes  les  valeurs  de  x  pour  la  seconde.  Enfin ,  dans 
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I*iiilrgralc  double,  le  A  correspond  à  toutes  les  valeurs  de  x  cl  de  y. 
11  suit  de  \h  que  Ton  doit  avoir  séparément 

w;;  —  w;  —  w;,  -^  w; = o, 

LMntégralc  double  de  la  troisième  équation  représente  une  somme 
de  valeurs  multipliées  respectivement  par  un  facteur  indéterminé  A; 
cette  somme  ne  peut  être  nulle  sans  que  Ton  ait  pour  chaque  valeur 
de  X  et  de  y, 

dz      dx     dp       dy     dp^       rfx*      dq      dxdy      dq^ 
^—•d^-i =0. 

Telle  est  l'équation  indéfinie  qui  fait  connaître  la  relation  cherchée 
entre  «,  x,  y.  Elle  se  présente  sous  forme  d'équation  aux  dérivées 
partielles. 

531.  Equation  aux  limites,  —  Pour  interprêter  la  première  des 
deux  autres  équations,  que  Ton  appelle,  comme  dans  la  première 
partie  du  calcul  des  variations^  équation  aux  limites,  nous  ferons  une 
hypothèse  sur  la  nature  du  problème  à  résoudre  et  nous  supposerons 
qu'il  s'agisse  de  trouver  l'équation  d'une  surface  remplissant  certaines 
conditions  et  jouissant  d'une  propriété  de  maximum  ou  de  minimum 
relative  à  sa  surface  ou  à  son  volume,  la  surface  ayant  pour  limite  une 
courbe  fermée  représentée  par  les  deux  équations 

Comme  la  quanlitc  W,/'  —  W/'  —  W,/  -h  W/  est  le  résultat  d'une 
double  intégration  par  rapport  k  x  eih  y^  ayant  pour  but  d'étendre  la 
différentielle  à  tous  les  points  de  la  surface,  il  est  clair  que  si 
EFGil  (fig.  40)  est  la  projection  du  contour  de  la  surface  dans  le  plan 
des  XY  et  ayant  pour  équation  ^  (x,  y)  =  0,  l'intégrale  par  rapport 
à  y  devra  être  prise  depuis  y'  =  pq  jusqu'à  y'  =  pr,  y'  et  y"  étant 
deux  valeurs  de  y  correspondant  à  un   même  x  =  Op,  tirées  de 
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rëquation  ^  (x,  y)  =  0,  puis  Tintégrale  par  rapport  à  x  =  Op  devra  se 
prendre  depuis  x'==OL  jusqu'à  x"  =  OK,  x'  et  x"  répondant  aux 
points  F  et  H  de  la  projection  EFGH  les  plus  rapprochés  et  les  plus 
éloignés  de  Taxe  des  Y.  Or,  si  celte  projection  est  une  courbe  fermée 
continue  comme  une  ellipse,  il  est  visible  que  pour  x'  =  OL.  les  deux 
valeurs  de  y'  et  y"  se  réduisent  à  LF  et  pour  x''  =  OK,  y'  et  y"  devien- 
nent Kll,  et  les  valeurs  des  dérivées  p,  p,,  </,  ?>••••  se  confondront 
en  général.  Il  suit  de  la  que  la  quantité  W,/'  —  W/'  —  \YJ  -h  W/  est 
nulle  d'elle-même  et  ne  donne  lieu  à  aucune  équation  de  condition, 
puisque  W^/'  et  W/'  s'obtiennent  l'un  en  remplaçant  dans  W,  x  par 
x"  =  OK,  y  par  y"  =  KH,  et  l'autre  en  faisant  x  =  x'  =  OK  et 
y':=  KH  et  que  par  conséquent  W^'  et  W/'  sont  identiques.  Il  en  est 
de  même  de  W/'  et  W/. 

Les  choses  se  passeraient  autrement  si  la  projection  EFGH  du  contour, 
au  lieu  d'être  une  courbe  fermée  continue,  était  limitée  par  des  paral- 
lèles ce  et  DD'  à  l'axe  des  Y  (fig.  55).  Alors  en  remplaçant  x  par 
x'  =  OE,  y'  et  y"  ne  prennent  plus  la  uu>nie  valeur,  mais  deviennent 
EC  et  EC.  Quand  x  est  égalé  a  x"  =  OF,  y'  et  y"  deviennent  FD'  et 
FD;  la  quantité  W/  —  W/'  —  W,/  ^  W/  n'est  donc  plus  nulle 
d'elle-même  et  son  égalité  à  zéro  formera  une  véritable  équation  de 

condition.  Or,  si  dansW  qui  contient  A,  --  ....,  on  remplace  ces  quan- 
tités par  leur  valeur  du  N°  521),  en  remarquant  que  l'on  a 

rJz"  ==  ^'x"^x",     ^y"  =  F'x'rîx",     r?y'  =  fx'âx' 

H  cause  de  l'équation  z  =  yx  du  contour  et  dc^  équations  y  =  F.r, 
ff  =  fx  des  deux  projections  CD  et  CD',  Féquation 

\\j'  __  w/'  —  \\  ;  -H  w;  =  0 

contiendra  des  termes  multipliés  par  ^x',  d'autres  multipliés  par  ^x' , 
par  Sp\  par  ^p",  par  ^^p/...  Comme  les  valeurs  de  x'  et  de  x"  sont 
constantes,  les  deux  premières  variations  disparaissent  d'elles-mêmes; 
mais  ^p',  Sp".,.  étant  arbitraires,  les  coeflTiciens  doivent  être  égalés  h 
zéro,  ce  qui  donne  lieu  à  un  cert^iin  nombre  d'équalions  aux  limites, 
qui  ne  concernent  que  les  points  C,  C,  D,  D'. 

Si  les  deux  points  C,  C  et  D,  D'  coïncidaient  «ans  qu'il  y  eut  con- 
tinuité aux  points  C  et  D  entre  les  deux  branches  de  la  courbe,  les 
ordonnées  extrêmes  y'  et  y"  coïncideraienl  encore,  mais  il  est  visible 

7r> 


570  CHAPITRE    XVIII. 

que  Ic$  dérivées  partielles  prises  dans  les  deux  branches  ne  se  confon- 
draient pas  et  que  par  conséquent  il  y  aurait  encore  en  général  des 
équations  aux  limites. 

Passons  à  Tinterprétation  de  la  seconde  équation.  Il  est  visible  que 
les  deux  intégrales  qui  entrent  dans  le  premier  membre,  ont  toutes 
deux  pour  effet  d'étendre  au  contour  ^j/  (r,  y)  =  0  tout  entier  les 
différentielles  dont  se  composent  ces  intégrales.  Cette  remarque, 
qui  fait  donner  à  cette  équation  le  nom  dVquation  au  contour, 
permet  de  réunir  les  deux  intégrales  en  une  seule;  car  si  on  désigne 
par  ds  rélémcnt  de  cette  courbe,  croissant  dans  Tordre  FGHE, 
comme  on  a 


rf; 


^rfx  de  -rf.V  OO'vy). 

^rtx,    as-ax  ^ 

dy  dy 


il  vient 


'4ds  '4ds 

,  (iy  ,  dx 


et  si  dans  Téquation  au  contour,  on  remplace  dx  et  dy  parées  valeurs, 
en  observant  que,  puisque  la  variable  indépendante  commune  est  de- 
venue 5,  on  doit  indiquer  les  limites  des  intégrales  par  les  valeurs 
extrêmes  de  s,  de  manière  que  celles-ci  embrassent  la  courbe  limite 
toute  entière,  cette  équation  prend  la  forme  suivante  : 

d^  d^ 

Il  y  a  une  remarque  importante  h  faire  sur  les  signes  h  allribuer  h 
chacune  de  ces  intégrales.  La  première  représentant  la  somme  des  dif- 
férentielles prises  depuis  la  plus  petite  valeur  de  x  jusqu'à  la  plus 
grande  ou  depuis  F  jusqu'à  H  pour  la  branche  supérieure  FGH  à  la- 
quelle se  rapportent  les  coordonnées  x",  y"  et  depuis  H  jusqu'à  F  pour 
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la  branche  inférieure  à  laquelle  se  rapportent  les  coordonnées  x\  y\  il 
s'en  suit  que  la  variable  croit  dans  l'ordre  FGHE,  c'est-à-dire^  dans 
Tordre  pour  lequel  ds  est  pris  positivement.  La  seconde  intégrale 
représente  une  somme  de  différentielles  prises  pour  la  branche  GH£  à 
laquelle  se  rapportent  les  coordonnées  x",  y",  depuis  la  plus  petite 
valeur  de  y  jusqu'à  la  plus  grande,  ou  depuis  le  point  £  jusqu'au 
point  G  et  depuis  G  jusqu'à  E  pour  la  branche  GFE  à  laquelle  se 
rapportent  les  coordonnées  x\  y';  d  où  il  suit  que  la  variable  s  croît 
ici  dans  l'ordre  EHGF  et  que  par  conséquent  pour  que  les  limites  des 
deux  intégrales  puissent  élre  indiquées  de  la  même  manière,  il  faut 
changer  le  signe  de  ds  dans  le  second  terme  ;  ce  qui  permet  d'écrire 
cette  équation  de  cette  manière  : 


)o(LJv"^y"^ljx'rfy 


"" 


v/(£)^(iy 


dans  laquelle  l  est  la  longueur  totale  de  la  courbe  EFGIiE ,  comptée 
depuis  un  point  pris  arbitrairement. 

Après  avoir  remplacé  A  et  ses  dérivées ,  par  les  valeurs  du  N**  328 , 
en  remarquant  comme  plus  haut,  que  les  points  (x',  y')  et  (x",  y  ')  étant 
situés  sur  la  courbe  limite,  on  doit  avoir 

d^ 
dx 

d'y 

la  différentiçlle  placée  sous  le  signe  d'intégration  ne  se  composera 

plus  que  de  termes  multipliés  par  «^x,  par  (?p,  par  ^p^ et  comme 

ces  dernières  variations  sont  arbitraires ,  les  coeiïiciens  devront  être 
égalés  à  zéro,  ce  qui  donnera  lieu  à  des  équations  de  condition 
lesquelles  devront  subsister  pour  tous  les  points  du  contour  et  don- 
neront des  valeurs  de  p,  p^,  g, qui  doivent  s'accorder  avec 

celles  fournies  par  l'intégrale  de  l'équation  indéfinie  aux  dérivées 
partielles.  On  est  ainsi  conduit  à  des  identités  au  moyen  desquelles 
on  détermine  la  forme  des  fonctions  arbitraires  que  cette  intégrale 
doit  contenir. 
Si  la  fonction  f  ne  contient  que   les  dérivées  p   et  p^  du  pre- 
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niier  ordre ,  Téqualion  indéfinie  aux  dérivées  partielles  se  réduit  à 

dz      dx    dp      dy     dp^         ' 
et  rintégrale  qui  concerne  les  limites  devient 

ds 


ou  bien 


=  0 


y\dx)"-y4) 

Le  coefiîcient  de  f  est  nul  à  cause  de  la  valeur  de  la  variation  de 
+  (^»  y)  =  0  et  comme  A  est  la  partie  de  raecroisscment  de  z  due  à  un 
changement  de  forme  de  la  surface,  ce  coefficient  ici  est  nul  puisque 
le  contour  donné  et  invariable  ne  prend  pas  part  à  ce  changement 
de  forme.  Il  n'y  a  donc  aucune  équation  aux  limites. 

Il  n*en  serait  plus  de  même  si  la  surface,  au  lieu  d'être  limitée 
par  une  courbe  donnée  et  invariable ,  était  seulement  assujettie  à  se 
terminer  dans  un  cylindre  ayant  pour  base  la  courbe  ^  (x,  y)  =  0, 
comme  cela  a  lieu  pour  un  problème  de  cette  nature  :  quelle  est  parmi 
les  surfaces  jouissant  de  certaines  propriétés  et  ayant  même  projection 
dans  le  plan  XYy  celle  qui  a  la  moindre  étendue  ?  Dans  ce  cas  le  z  du 
contour  est  indéterminé,  A  n'est  plus  nul  et  l'on  a  l'équation  de  con- 
dition 

dp,  dy      dp  dx 

Ainsi,  si  on  demande  quelle  est  parmi  toutes  les  surfaces  ayant  même 
contour  celle  qui  a  la  moindre  étendue,  il  faut  visiblement  ivndrc 

minimum  Tinlégrale  double  //|/l  -f />- -f- p^«  dxdy  et  l'on  trouve 
pour  équation  indéfinie  de  la  surface, 

(1  ^  p^)  fj^^  _  2pp,q,  ^  (1  -4-  p;)  q  =  0. 

11  n'y  a  ici  aucune  équation  aux  limites  et  les  fonctions  arbitraires  de 
rintégrale  se  déterminent  par  la  condition  que  la  surface  doit  con- 
tenir la  courbe  donnée;  mais  si  on  demande  la  surface  minimum  qui 


=  0. 
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recouvre  un  cylindre  ayant  pour  base  la  courbe  -^  (x,  t/)  =  0,  on  sera 
encore  conduil  à  Téquation  indéfinie  précédente  et  en  outre,  à  Téqua- 
lion  au  contour 

'  dx  dy  dxdx      dy  dy 

Sans  effectuer  l'intégration  de  Tcquation  aux  dérivées  partielles  de  la 

surface,  on  reconnaît  que  celle-ci  est  satisfaite,  ainsi  que  Féquation 

dz      d^z 
au  contour,  en  posant  2  =  const.,  puisque  y-»   -tî'"  o"  Pj  ?•••  sont 

alors  nuls.  La  surface  cherchée  est  donc  un  plan  parallèle  à  la  base. 

Il  est  à  remarquer  que  Téquation  au  contour  exprime  que  la  surface 
minimum  ou  maximum  est  en  tous  les  points  de  son  contour,  normale 
au  cylindre,  ce  que  Ton  prouve  en  cherchant  le  cosinus  de  l'angle 
formé  par  les  normales  élevées  en  un  même  point  h  la  surface  mini- 
mum et  au  cylindre. 

Si  la  surface  cherchée,  au  lieu  d'avoir  pour  contour  une  courbe 
donnée  ou  d'être  limitée  par  un  cylindre,  était  assujettie  à  la  condition 
d'avoir  son  contour  placé  dans  une  surface  donnée  z  =  ^  (x,  y),  comme 
cette  dernière  équation  donne  en  la  différentiant  successivement  avec 
le  signe  d  et  avec  le  signe  rj, 

dz  =  ndx  -*-  rr^dy  y      Sz  =  irJx  -4-  7r^<?f/ 

et  qu'on  a  pour  la  surface  cherchée  et  pour  la  projection  de  son  con- 
tour, les  relations 

dz  =: pdx  -4-  p/fy ,    —  dx  -^  —dy  =  0, 

il  en  résulte  pour  A  la  valeur  suivante  : 

^=.o^z  —  p^x  —  p,  hj  =  (r  —  /))  (^x  -4-  (tt,  —  p,  )  ây 

\  Jx 

d^J  rf^J/ 

dans  laquelle  ~  o x  -*-  y-  ^y  n'est  plus  nul ,  puisque,  en  faisant  varier 

lu  position  du  contour  sur  la  surface  donnée,  sa  projection  dans  le 
plan  XY  change  de  forme  et  que  par  conséquent  la  fonction  ^p  ne 


574  CHAPITRE    XVIll. 

reste  pas  invariable.  En  remplaçant  A  par  sa  valeur,  Tcquation  au  con- 
tour devient 


dx 

ds 


\W^'^^ 


ou  bien 


d^ 

dx 
ds 


=  0, 


N/(â)'^(f)' 

qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

Si  on  égale  à  zéro  le  coefficient  des  variations  arbitraires  âx  et  ^y^  il 
vient  pour  équation  au  contour 

('^-P)|-('^,-P.)|-/-=o. 

Âinsi^  si  on  demande  la  surfuce  minimum  dont  le  contour  soit  trace 

sur  une  surface  donnée ,  on  remplacera  f  par  [/i  h-  p*  -+-  p*  et  le 
contour  sera  assujetti  à  la  condition 

(tt  —  p)  p  -+-  {^^  —  pj  Pt  -^  ^  -^  P*  >4-  p/  =  0  ou  1  H-  pTT  -t-  ;)  r^  =  0. 

Cette  équation  exprime  visiblement  que  la  surface  minimum  est  par- 
tout normale  à  la  surface  donnée. 
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33â.  Maximum  ou  minimum  relatifs*  —  Si  les  variables  qui 
entrent  dans  Tintcgrale  double  qu'on  se  propose  de  rendre  maxiraa 
ou  minima,  devaient  en  même  temps  satisfaire  à  une  certaine  équation 
exprimant  qn'une  seconde  intégrale  double  prise  entre  les  mêmes 
limites  que  la  première,  Cot  égale  à  une  constante,  le  maximum  ne 
serait  plus  alors  qu'un  maximum  relatif.  Il  est  visible  que  la  seconde 
intégrale  étant  constante,  sa  variation  sera  nulle  comme  celle  de  la 
première  et  il  faudra ,  comme  au  N°  5i7,  se  servir  de  cette  équation 
pour  éliminer  Tune  ou  l'autre  des  variations  arbitraires;  mais  ici 
comme  au  N°  317,  on  peut  arriver  au  même  résultat  d'une  manière 
plus  générale  et  plus  analytique,  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  deux 
variations  totales,  après  avoir  multiplié  l'une  d'elles  par  un  facteur  in- 
déterminé, et  en  rendant  nul  le  coefficient  de  chaque  variation  res- 
tante, résultats  auxquels  on  est  visiblement  conduit  en  réunissant  les 
deux  intégrales  doubles  ffydxdy  et  f/Mdxdy  après  avoir  multiplié 
Tune  d'elles  par  un  facteur  constant  indéterminé  a  et  en  égalant  à 
zéro  la  variation  de  ff{y  -+-  oU)  dxdy.  Ainsi  si  Ton  demande  quelle 
est  parmi  toutes  les  surfaces  renfermant  le  même  volume,  et  ayant 
le   même  contour,   celle   qui    a    la    moindre    étendue,    l'intégrale 

yy^l  -4-  p*  -f-  p^*  dxdy  devra  encore  être  minimum  ,  mais  en  même 
temps  l'intégrale  ffzdxdy  devra  être  constant;  il  faudra  donc  égaler 
à  zéro  la  variation  de  ff{az  -4-  j/l  -4-p«-»-p^«)  dxdy.  On  trouve 
ainsi  pour  équation  dérivée  indéfinie  de  la  surface, 

a  (1  -f-  p«  -+-  p^Y  =  (1  H-  p«)  y,,  —  2pp,y,  h-  (i  -*-  p,*)  q. 

Elle  est  satisfaite,  comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  substitution,  en 
prenant  pour  intégrale 

2 
pourvu  que  l'on  fasse  r  = •  La  surface  cherchée  est  par  consé- 
quent celle  d'une  sphère;  mais  comme  les  constantes  a,  p,  y  se  déter- 
minent en  assujettissant  celle-ci  &  passer  par  la  courbe  de  contour,  on 
voit  qu'une  solution  aussi  simple  n'est  possible  que  si  le  contour  donné 
peut  se  trouver  sur  une  sphère.  Bans  le  cas  contraire,  il  faudra  faire 
usage  de  l'intégrale  la  plus  générale  et  déterminer  les  fonctions  arbi- 
traires de  manière  à  rendre  possible  cette  coïncidence.  Quand  la 
courbe  de  contour  n'est  pas  fixée,  mais  est  seulement  assujettie  à  se 
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trouver  sur  un  cylindre  donné  par  l'équation  de  sa  base  •}»  (jr,  »/)  =  0, 
alors  A  est  arbitraire  et  il  y  a  une  équation  au  contour 

qui  exprime  encore  que  la  surface  minimum  est  normale  au  cylindre. 
Cette  dernière  équation  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  deviennent 
identiques  en  supposant  z  =  const.  pourvu  que  a  soit  égal  à  zéro , 
c'est-à-dire,  pourvu  que  r  soit  infini.  11  suit  de  là  que  la  moindre  sur- 
face par  laquelle  on  limite  un  cylindre  de  volume  donné  est  un  plan 
parallèle  à  la  base.  Enfin  si  la  surface  minimum  devait  se  terminer 
dans  une  surface  donnée,  on  reconnaîtrait  comme  à  la  fin  du  numéro 
précédent,  que  le  contour  doit  satisfaire  à  la  condition 


1  -h  pTT  -4-  p^n^  4-  az  y\  -4-  p'  -4-  p^*  =  0. 

On  trouve  de  même  que  parmi  toutes  les  surfaces  de  même  contour  et 
de  même  étendue,  celle  qui  a  son  centre  de  gravité  le  plus  bas,  (l'axe 
des  Z  est  ici  vertical)  est  donnée  par  Téquation 

(i  H.  p4  ^  p^ï)«  ==  (2  ^  a)  1(1  _4.  f)  q^^  —  rpp^q^  -4-  (i  -+-  p^)  q  \ . 

Enfin,  on  démontre  sans  peine  que  parmi  tous  les  cylindres  de  même 
base  et  de  même  volume,  celui-là  a  son  centre  de  gravité  le  plus  bas, 
qui  a  pour  base  supérieure  une  surface  plane  horizontale. 
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